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内 客 简 全 


柯 归 的 < 数学 分 析 引 论 > 一 书 系 疫 地 清太 了 第 积分 学 的 基本 理论 及 其 应 
用 ， 在 报 述 上 , 作 省 尽量 作弄 严 遂 而 又 弟 俗 易 习 , 并 指出 家 念 之 间 的 内 在 峰 
系 和 直观 背景 ， 原 节 分 两 着 ,第 一 卷 为 单 恶 监 情 形 ,第 二 半 为 多 变量 情 珍 ， 

第 一 卷 中 译本 分 两 册 出 跃 。 本 书 为 第 一 元 第 一 分 册 。 第 一 章 引 论 包 持 
数 、 函 数 、 裤 根 和 和 连续 竹 的 往 念 ， 第 二 章 介 绍 油 分 学 和 积分 学 的 基本 概念 ; 1 
第 三 章 为 微分 和 积分 的 基本 运算， 各 齐 后 面 奇 神 篇 ,附录 和 大 曙 的 例题 、 习 
题 。 它 们 有 县 于 深入 理解 本 书 的 内 容 ， 

读 考 对象 为 理工 得 类 学 师 生 ,数学 工作 者 和 工程 技术 大 员 ， 
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十 七 世纪 后 期 ， 出 现 了 一 个 内 新 的 数学 分 支 一 数学 分 析 。 
它 在 数学 领域 中 占据 着 主导 地 位 ， 这 种 新 数学 思想 的 特点 是 ， 非 
常 成 功 地 运用 了 无 限 过 入 的 运算 即 极限 运算 .而 其 中 的 微分 和 积 


mi 


分 这 两 个 过 程 ， 则 构成 系统 做 分 学 和 积分 学 (通明 简称 为 微 积分 ) 
z 的 核心 ,并 奠定 了 全 部 分 析 学 的 基础 . z 
”当时 的 知识 界 人 士 立 即 宽 察 到 了 这 些 新 发 现 和 新 方法 的 重要 ”. 


性 ,并 深 感 震惊 ， 然 而 在 开始 时 ,要 掌握 这 一 强 有 力 的 技术 ， 是 非 
种 艰难 的 任务 .因为 那 时 可 见 到 的 出 版 物 又 少 又 不 完整 ， 还 往往 


”阐述 得 不 清楚 ， 所 以 ， 新 领域 的 先驱 们 很 快 就 认识 到 必须 编写 才 
。 科 书 ,以 便 使 更 多 的 读者 能 易于 接受 这 门 学 问 ,而 不 象 早 期 只 是 少 


数 周 识 办 名流 桨 悉 它 .这 件 事 对 于 数学 访 至 一 般 科学 来 说 ， 确 实 
是 大 有 好 处 的 。 近代 最 大 的 数学 家 之 一 一 一 L. 欧 拉 (Euler), 在 他 


的 一 些 导 引 性 的 著作 中 ， 就 曾 建立 起 牢固 的 传统 体例 。 后 来 虽然 


在 内 容 的 灌 清 和 简化 方面 作 了 许多 改进 。 但 是 十 八 世 纪 的 那些 著 。 


 ” 。 作 至 今 仍然 具有 启发 性 ， 


”有 目 欧 拉 以 后 ， 继 起 的 著作 家 们 总 是 把 微分 学 与 积分 学 分 开 来 


”论述 ,从 而 就 掩盖 了 一 个 关键 性 问题 , 即 微分 和 积分 之 闻 的 互 逆 关 


系 。 只 是 到 了 1927 年 ,R. 柯 朗 的 《Vorlesungen iiber Differential uad 


Integralrechnung》 一 书 德 文 第 一 版 《Springer 出 版 社 ) 发 行 以 后 ,这 
“种 隔离 才 消 除了 , 微 积分 才 成 为 一 门 统一 的 学 问 . 和 
现在 这 本 书 的 由 来 ,要 从 上 述 德 文 著作 及 其 相继 的 版 本 谈 起 ， 


由 于 短 姆 斯 〈James) 和 V. 麦克 沙 恩 〈McShane) 的 合作 ,对 原著 


作 了 重大 增订 后 的 英文 版 《Calculus》 一 书 , 自 1934 年 起 由 格拉 斯 
村 的 Blackie and Sons 出 版 社 编辑 出 版 了 ， 并 经 Interscience- Wiley 


出 版 社 大 量 翻 印 在 美国 发 行 ， 


这 些 年 来 ,由 于 美国 的 大 学 和 学 院 教学 上 日 益 明 显 的 需要 ,期 
望 对 此 著作 进行 改写 .但 是 ,因为 原 书 至 今 仍 在 使 用 和 保持 着 生命 
为。 所 以 修补 原来 的 译本 看 来 并 不 是 一 个 好 方案 . 

更 为 可 取 的 做 法 是 不 去 试图 改编 已 有 的 著作 ， 而 是 用 一 本 全 


新 的 书 来 补充 它 ,这 本 新 书 应 在 许多 方面 都 同 欧 洲 的 原 着 有 关联 ， 


但 要 更 加 明确 地 针对 美国 目前 的 和 将 来 的 大 学 生 的 需要 .当下 . 约 
翰 答 应 同 R. 柯 朗 一 起 来 写 这 本 新 书 时 、 这 一 计划 才 成 为 现实 。 
(在 编辑 前 书 的 英文 版 时 ，F. 约翰 曾 给 予 过 很 大 的 帮助 ,) 

”本 书 在 形式 和 内 容 方 面 虽 与 原 书 显著 不 同 ， 但 都 产生 于 同一 


”的 意愿 , 即 直 接 把 学 生 引 向 这 门 学 科 的 核心 ,并 为 他 们 去 积极 运用 


所 等 到 的 对 识 做 好 准备 。 本 世 如 免 教条 式 的 文风 ，、 因 为 那样 的 文 
风 不 利于 揭示 微 积分 在 直观 现实 中 使 之 发 生 的 动力 和 根源 .同时 ， 
阐明 数学 分 析 与 其 各 种 应 用 之 间 的 相互 作用 ， 并 强调 感性 认识 的 
意义 ,仍然 是 我 们 这 本 新 书 的 重要 目的 。 当然, 我 们 也 希望 能 稍微 


加强 一些 严格 性 ,这 并 不 妨碍 前 一 目的 


f 数学 , 帮 为 一 种 目 封 的 、 一 环 接 一 环 的 真理 系统 ， 而 不 涉及 其 
起 加 积 目的 ,也 是 有 着 它 的 诱惑 力 的 ,并 且 还 能 满足 某 种 后 学 上 的 


需要 ,但 是 ,这 种 在 学 科 本 身 中 作 内 省 的 态度 和 方法 ,对 于 那些 想 


要 获得 独立 的 智能 而 不 要 训 条 式 的 教导 的 学 生 们 是 不 适宜 的 ; 不 
顾及 应 用 和 直观 ,将 导致 数学 的 孤立 和 衰退 ;因此 ， 使 学 生 和 教师 


和 们 不 受 这 种 自我 欣赏 的 纯粹 主义 的 影响 ,看 来 是 非常 重要 的 。 


本 书 是 为 各 种 程度 的 学 生 、 数 学 家 、 科 学 家 和 工程 师 而 写 的 。 
我 们 并 不 想 掩饰 困 难 ， 以 造成 这 一 门 学 问 不 难 掌握 的 假象 ， 而 宁 


“可 从 整体 上 盖 明 其 内 在 联系 和 总 目的 来 试图 帮助 真正 有 兴趣 的 读 


并, 
由 于 对 基本 性 质 的 宛 长 讨论 会 妨碍 读者 接触 丰富 高 的 事实 ， 我 


” 们 有 时 将 这 种 讨论 推 置 于 各 章 的 补 篇 中 ， 


在 各 章 的 末尾 附 有 大 量 的 例题 和 问题 ,有 些 一 时 不 易 解答 ,有 
些 甚至 很 困难 ;其 中 大 多 数 是 对 正文 材料 的 补充 .在 附加 部 分 ， 


收集 了 更 多 的 一 般 常 用 的 问题 和 习题 ， 并 且 给 出 答案 或 解法 提 


® il . 
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示 ?， 

许多 同 刘 和 朋友 对 未 书 都 兽 给 予 帮助 。A. A， 布 兰 克 (CBlank) 
不 但 提出 过 许多 尖锐 而 富有 建设 性 的 批评 ,并 且 在 整理 ,增加 和 精 
选 问题 和 练习 时 也 起 了 重要 作用 .此 外 ,他 还 承担 了 编写 附加 部 分 
的 主要 任务 . 在 本 书 各 方面 的 准备 工作 中 , A. 斯 洛 蒙 (Slomon) 曾 
给 予 大 量 的 无 私 而 有 效 的 帮助 。 还 要 感谢 C. 约翰 (John)，A. 拉 
克 斯 (Lax), R. 理 奇 特 米 厄 (Richtmyer)， 以 及 其 他 朋友 ,包括 乱 
姆 斯 和 VY. 误 克 沙 恩 ， 

第 一 一 才 主 论 及 单间 最 了 数 ， 而 第 二 闪闪 讨论 多 交 量 了 数 的 
微 积分 的 各 分 支 理 论 . 

最 后 有 一 丰 请 字 生计 者 和 六 ,要 息 一 豆 页 地 训 不 才 力 地 
习 这 样 一 本 书 来 精通 并， 可 能 遭 到 失败 只 有 普天 选择 二 
TREEITEE 


有 些 贫 落 , 读 者 在 第 一 次 学 习 时 可 能 会 遇 到 障碍 ,我 们 均 用 星 
号 标 出 以 示 提 醒 ， 还 有 些 比较 困难 的 问题 ,也 加 上 星 号 予以 指明 。 
我 们 希 百 目 前 这 本 新 的 著作 ， 对 于 年 经 的 一 代 科 学 家 将 有 所 
助 益 。 我 们 深 知 本 书 有 许多 不 足 之 处 ， 因 此 ， 诚 司 地 欢迎 批评 指 
正 , 这 对 丁 本 书 今后 的 修订 会 有 好 处 . 
R. 柯 关 ，F. 约 朝 
“1965 年 6 月 
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第 一 章 引 证 


自古 以 来 ,关于 连续 地 变化 .生长 和 运动 的 直观 概念 ， 一 直 在 
向 科学 的 见解 挑战 但 是 ,直到 十 七 世纪 , 当 现代 科学 同 滞 分 学 和 


积分 学 (简称 为 微 积分 ) 以 及 数学 分 析 密切 相关 地 产生 并 迅速 发 展 


起 来 的 时 候 , 才 开辟 了 理解 连续 变化 的 道路 ， 

做 积分 的 基本 枝 念 是 导数 和 积分 导数 是 对 于 变化 速率 的 一 
种 度量 ， 积 分 是 对 于 连续 变化 ; 总 效果 的 度量 。 正 确 理解 这 些 
灾 访 以 及 十 此 产生 乓 大 时 让 富康 呈 ， 有 鉴于 对 松 限 概念 和 国 数 要 


” 念 的 认识 ， 而 极限 和 函数 的 概念 又 基于 对 数 的 连续 统 的 了 解 . 只 - 
-有 越 来 越 深 刻 地 洞察 微 积分 的 实质 ， 我 们 才能 逐渐 地 赏识 其 威力 。 
和 价值 ， 在 引言 这 一 章 里 ,我 们 将 阐明 数 、 函 数 和 极限 的 概念 , 首 ， ， : 
_ 先 作 一 简单 而 直观 的 介绍 ,然后 再 仔细 论证 ， 本 


1.1 实数 连续 统 


正 整数 或 自然 数 1,2,3,…… 这 此 抽象 的 符号 。 是 用 来 表示 在 
离散 元 素 的 总 体 或 集合 中 具有 “多 少 个 对象 机 
这 些 符号 完全 不 涉及 所 计数 的 对 象 的 具体 性 质 ， 不 管 它 们 是 


人 ,是 原子 ,是 房子 ,还 是 别 的 什么 . 


”自然 数 是 计算 一 个 总 体 或 “集合 ”中 元 素 的 一 种 合适 工具 ， 但 
是 ,为 了 达到 一 个 同等 重要 的 目的 ,如 度量 曲线 的 长 度 、 物 体 的 体 
积 或 重量 等 这 样 一 些 量 ， 自 然 数 便 不 够 用 了 .我 们 不 能 直接 用 自 
然 数 来 回答 “是 多 少 ?” 这 一 类 的 问题 ， 由 于 极其 需要 用 我 们 称 之 


为 数 的 事物 来 表示 各 种 景 的 度量 ， 我 们 就 不 得 不 将 数 的 概念 如 以 
扩充, 以 便 能 角 描 述 度量 的 连续 变化 .这 种 扩充 了 的 数 系 称 为 数 的 


连续 统 或 “实数 ” 系 . . (这 是 一 个 未 加 说 明 但 一 般 都 认可 的 名 称 .) 


。 数 的 概念 向 连续 统 概念 的 扩充 是 如 此 自然 而 令 人 信服 ， 以 致 所 有 


* 1 。 


和 


里 期 的 大 数学 家 和 科学 家 都 毫 无 疑 议 地 予以 采用 .直到 十 九 世纪 。 
数学 家 们 才 感到 必须 为 实数 系 寻 求 一 个 比较 可 靠 的 逻辑 基础 . 随 


后 产生 的 对 上 述 概念 的 正确 表述 ， 反 这 来 又 导致 数学 的 进步 ,我 
们 将 首先 从 不 难 理解 的 直观 挡 述 入 手 ， 然 后 给 出 实数 系 的 比较 深 
人 的 分 析 "… 
a. 自然 数 系 及 其 扩充 ， 计 数 和 度量 

目 然 数 和 和 有理数. 对 于 我 们 来 说 ,， “自然 ” 数 序列 1， 2, 3，， 


认为 是 已 知 的 .， 到 们 不 事件 的 观点 来 这 这 电机 各 的 事物 


好 ee 


、 人 < 道 的 人 来 说 ， 重要 的 只 是 要 观 道 一 让 需 出 世 定 健 ,根据 这 


些 规则 或 定律 可 将 一 些 自然 数组 合 起 来 面 得 到 另 一 些 自 然 数 ， 这 
汪 储 和 成 在 十 进 位 制 中 那些 热 知 的 关于 数 相 如 和 相 私法 则 的 


基础 ; 它们 包括 交换 律 : 4 十 2 一 和 十 4 和 a6 一 ba， 结合 1 


4 十 (8 十 c) 一 (4 十 Dy 十 c fabe) = (ab)e, 分 配 律 . (6+ 


) 一 66 十 ac 相 消 律 如 来 网 可 推出 a = 0, 


等 等 。 
逆 运 算 一 一 减法 和 除法 一 一 在 自然 数 集合 中 并 不 总 是 可 能 


的 ; 从 1 减 去 2 或 者 用 2 来 除 1 所 得 的 结果 不 能 仍 属于 自然 数 集 = 
。 合 ， 为 了 使 这 些 运算 能 够 不 受 限制 地 进行 , 我 们 不 得 不 发 明 数 0， 
“ 负 ” 整 数 和 分 数 来 扩充 数 的 概念 ， 所 有 这 些 数 的 全 体 , 称 为 有 理 


”” 数 系 或 有 理 数 集合 和 于 入 多 痢 避 以 由 1 经 过 有理 运算 ”， 即 加 


a 
k 


aa 
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法 、 威 法 乘法 和 除法 而 得 到 ”， 
。 。 有 理 数 总 可 以 写 为 过 的 形式 ,这 里 ,和夫 是 六 数 ,} 并 且 g 关 


0. 我 们 还 能 使 这 各 去 去 总 是 唯一 的 ,只 须要 求 4 是正 的 ， 而 ?和 ga 


1) 更 全 面 的 解释 见 Courant and Robbins, What is Mathematicn( 数 学 时 7 | 


Oxford University Press, 1962, 


2) “有理 (rationaD)” 一 词 ， 在 这 里 不 是 指 合 理 或 合 逻 辑 的 意思 , 而 是 从 “ 比 


(ratio)” 一 词 派 生出 来 的 ， 明 关 于 两 个 量 徇 比 ， 
® 2 ， 


i ci i * Deter mi at i i Ti i J 


a 


没有 大 于 1 的 公 因 子 . 

在 有 理 数 域内 ,一 切 有 理 运算 一 一 加 法 ,乘法 \ 减 法 和 除法 (用 
能 够 实行 ,而 且 得 到 的 仍然 是 有 理 数 ， 正 如 
我 们 从 初等 算术 所 知 ， 有 理 数 运算 所 服从 的 定律 同 自然 数 的 运算 
是 一 样 的 : 因此 ， 奏 理 数 是 以 完全 直接 的 方式 扩充 了 正 整 数 系 . 

有 理 数 的 图 形 表示 ,有 理 数 通 常 可 用 直线 工 一 一 数 轴 一 一 上 
的 点 形象 地 表示 出 来 ， 将 工 上 的 任意 一 点 取 作 原 点 或 点 0， 将 另 
外 任意 一 点 取 作 1, 这 时 , 我 们 采用 这 两 点 之 间 的 距离 作为 度量 的 
尺度 或 单位 ,并 且 将 从 0 到 1 的 方向 定义 为 “正方 向 ”, 并 称 这 样 规 
定 了 方向 的 直线 为 有 向 直线 。 习 惯 上 ， 画 数 轴 工 时 应 使 得 点 1 在 


点 0 的 右边 (图 1.1)， LL 上 任何 一 点 了 的 位 置 由 两 个 因素 一 一 由 
os I 
~ 
一 一 | 一 一 7 
六 D 1 
图 1.1 数 轴 


原 后 0 到 P 了 的 距离 和 由 原点 0 到 P 了 的 方向 (指向 0 的 右边 还 是 左 
边 ) 一 一 完全 确定 。 工 上 表示 正 有 理 数 x 的 点 了 是 在 0 的 右边 与 
0 的 距离 为 x 个 单位 之 处 。 负 有 理 数 *， 则 由 0 的 左边 距离 0 为 


* 个 单位 的 点 来 表示 。 在 上 述 两 种 情况 下 ,~ 从 0 到 表示 x 的 点 之 


闻 的 距离 均 称 为 的 绝对 值 , 记 为 j*| ,于 是 我 们 有 
| 二 全 如 果 * 为 正 或 零 ， 
一 x， 如 果 * 为 负 ， 
我 们 注意 ，|x| 决 不 会 是 负数 ,并 且 仅 当 x = 0 时 才 等 于 零 、 
由 初等 几何 我 们 想到 ,用 直 尺 和 圆规 作 图 ,可 将 单位 长 度 分 割 
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为 任意 个 相等 的 部 分 ， 由 此 可 见 ， 任 何 用 有 理 数 表 示 的 长 度 都 能 


画 出 ,所 以 ,表示 一 个 有 理 数 * 的 点 能 用 纯 几 何方 法 找到 . 


按 这 种 方式 ,通过 工 上 的 点 一 一 有 理 点 ,我 们 得 到 有 理 数 的 一 
种 几何 表示 。 同 对 于 点 0 和 点 1 的 表示 法 相 一 致 ， 我 们 可 采用 同 
样 的 符号 x 既 表示 有 理 数 ,又 表示 它 在 工 上 所 对 应 的 点 ， 

”两 个 有 理 数 的 关系 式 * < y， 甚 几何 意义 是 : 点 * 处 于 点 7 
的 左边 ， 在 此 情况 下 ， 这 两 点 之 间 的 距离 是 y 一 x 个 单位 ， 如果 
* > y， 则 距离 是 * 一 》 个 单位 。 无 论 哪 种 情况 , 工 上 的 两 个 有 理 
点 *, >》 之 间 的 距离 均 为 |y 一 x+| 个 单位 , 并 且 仍 然 是 有 理 数 . 

L 上 端点 为 4, 5 的 线段 , 这 里 a < 5, 称 为 区 间 。 端 点 为 0， 
1 的 特定 线段 称 为 彰 位 区 间 , 如果 两 端点 包括 在 区 闻 之 内 ,我 们 就 
说 该 区 间 是 闭 的 ;如 果 摧 端点 不 包括 在 内 ,就 说 该 区 间 是 开 的 。 开 
区 间 用 (a, 5) 来 表示 ,是 由 满足 关系 式 4 三 x 二 5 的 点 *, 即 处 于 
a 和 2 “中间 ” 的 那些 点 组 成 的 ， 闭 区 间 用 [a, 5] 来 表示 ,是 由 满 
足 关 系 式 se 委 * 委 上 的 点 组 成 的 0， 在 上 述 两 种 情况 下 ,区 间 的 长 
度 均 为 6 一 a， 

对 应 于 整数 0, 土 1， 土 2,… 的 各 点 , 将 数 轴 分 割 为 一 系列 单 
位 长 度 的 区 间 . 工 上 的 每 一 个 点 ,或 者 是 这 样 分 割 的 区 间 之 一 的 端 
点 ,或 者 是 其 内 部 的 点 ,如 果 再 把 每 一 个 区 间 分 割 为 4g 个 相等 的 部 


分， 我 们 就 把 工分 割 成 一 系列 长 度 为 二 的 区 间 ， 区 间 的 端点 为 刀 
“的 有 理 点。 于 是 , 工 上 的 每 一 点 P, 或 者 是 形式 为 二 的 有 理 点 ,或 


者 处 于 两 个 相继 的 有 理 点 和 2 一 之 间 ( 见 图 1.2)。 因 为 相 继 


的 两 个 分 点 距离 为 二 个 单位 ,所 以 ,我 们 能 够 找到 一 个 有 理 点 ， 


这 个 有 理 点 同 点 的 耻 离 不 超过 上 个 单位 。 我 们 只 要 将 a 取 成 中 


1) 我 们 将 关系 式 4 二 x ( 读 作 * 4 小 于 或 等 于 x”) 解 释 为 “或 者 a<x, 或 者 a 二 =x” 
对 于 二 重 符号 之 和 士 ,我 们 也 用 类 似 的 方式 来 解释 。 


电 
wi _ 
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1 .2 
够 大 的 正 整数 ， 则 能 使 数 一 想 要 多 么 小 就 可 多 么 小 ， 例如 ， 取 
4 一 10" 《这 里 4 为 任 一 自然 数 )， 我 们 就 能 求 得 一 个 “十 进 小 数 ” 


+ 下， 同 P 了 的 距离 小 于 一 至 此 ， 虽 然 我 们 并 未 断言 工 上 


的 每 一 个 点 都 是 有 理 点 ,但 是 至 少 我 们 已 看 到 ,能 够 求 得 一 些 有 理 


点 ,任意 地 接近 工 上 的 任何 一 点 P. 
栅 密 性 
芝 上 的 给 定点 了 能 够 用 有 理 点 来 任意 还 近 这 一 事实 ， 可 以 用 


的 有 理 数 的 集合 也 是 稠密 的 ,例如 。 所 有 形 如 x 一 开 的 点 ， 其 


希 客 性 表明 ,在 任何 两 个 不 同 的 有 理 点 “和 “之 间 , 存 在 着 另 


外 的 无 穷 多 个 有 理 卢 特别 是 ,a 和 “之 间 的 中 点 ; “一 全 > 


即 数 * 和 数 z 之 间 的 算术 平均 值 ， 仍 是 有 理 点 ,再 取 4 和 < 的 中 


点 ; 和 < 的 中 点 ,并 且 按 这 种 方式 继续 进行 下 去 ， 我 们 能 够 在 。 
和 2 之 间 求 得 任意 多 个 有 理 点 . 
我 们 可 以 用 有 理 点 来 接近 工 上 任意 点 P 的 位 置 ， 并 且 能 够 达 


到 任何 精确 度 ， 因 此 , 初 看 起 来 ,似乎 是 只 要 引入 有 理 数 ， 用 数 来 


确定 点 了 的 位 置 这 个 任务 便 已 完成 .在 物理 的 现实 中 ， 各 种 量 毕 


竞 不 能 绝对 精确 地 给 出 或 求 得 ,而 总 会 带 有 某 种 程度 的 不 确定 性 ; 
”所 以 ,也 就 可 以 认为 各 种 量 可 用 有 理 数 来 度量 ， 


不 可 通 约 量 ， 虽 然 有 理 数 是 筒 密 的 ,但 是 ,作为 用 数 来 建立 度 


量 的 理论 基础 ;有理 数 还 是 不 够 的 。 两 个 量 ， 如 果 其 比 是 有 理 数 ， 
则 称 为 可 通 约 的 ， 因 为 可 将 它们 表示 为 某 同一 单位 的 整数 倍 ， 早 
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.在 公元 前 五 或 六 世纪 ,和 节 腊 的 数学 家 和 哲学 家 已 经 有 了 惊人 的 、 影 


响 深 远 的 发 现 ; 存在 着 一 些 量 ， 这 些 量 同 给 定 的 单位 是 不 可 通 约 
的 . 特别 是 ,存在 着 一 些 线 段 ,这 些 线段 不 是 一 个 给 定单 位 线段 的 
有 理 数 倍 . 

不 难 给 出 与 单位 长 度 古 不 可 通 约 的 线段 长 度 的 一 个 例子 : 各 
边 为 单位 长 度 的 正方 形 之 对 角 线 !/， 因 为 ,根据 毕 达 哥 拉 斯 (Pytha- 


goras) 定理 2, 这 个 长 度 1 的 平方 必须 等 于 2。 所 以 ,如果 1 是 有 


理 数 ， 因而 等 于 -， 这 里 如 和 4 均 为 正 整数 ,我 们 将 有 也 一 242. 

我 们 可 以 约定 和 4 没有 公 因子 ， 因 为 这 样 的 公 因 子 在 开始 时 就 
可 以 约 掉 。 根 据 上 述 方程 , 疡 是 偶数 ;因此 本身 也 必定 是 偶数 ， 
譬如 说 训 一 2p 。 用 2p 来 代替 p, 我 们 得 到 4p” 一 29”, 或 老 g? 一 
2p”; 因而 , 9 是 偶数 , 于 是 4 也 是 偶数 。 这 就 表明 和 4 二 者 具 
有 公 因 了 于 2， 人 然而 ,这 同 我 们 所 作 的 和 4 没有 公 因 子 的 约定 相 矛 


盾 ， 这 一 矛盾 是 由 于 假设 对 角 线 长 能 E 够 表示 为 分 数 三 引起 的 ， 所 


以 这 一 假设 是 错误 的 . 


这 一 用 反 证 法 推导 的 例子 ， 表 明神 号 /不 能 对 应 于 任何 有 
理 数 ， 另 一 个 例子 是 x 一 一 圆 的 周 长 与 其 直径 之 比 . 证 明 #* 不 是 


有 理 数 要 复杂 得 多 ， 并 且 直 到 近代 才 做 到 [ 兰 伯 特 (Lambert)， 


1761]， 不 难 找 到 其 他 许多 不 可 通 约 的 量 ( 见 问题 1, 第 112 页 ); 事 
实 上 ,不 可 通 约 的 量 在 某 种 意义 上 远 比 可 通 约 的 量 更 为 普遍 ( 见 第 
105 页 ). 

无 理 数 


因为 有 台数 和 对 于 几何 闪 类 说 不 名 的， 所 必须 他 新 的 


并 不 注重 抽象 的 数 的 概念 ， 而 是 把 诸如 线 良 这样 _ 些 儿 何 实体 
作为 基本 元 素 ， 他 们 用 纯 几 何 的 方法 发 展 出 不 但 用 来 运算 和 处 理 ， 


1 ) 即 勾 股 定理 ， 一 一 译 者 注 
§ 站 办 


可 通 约 《有理 ) 量 ， 而 且 用 来 运算 和 处 理 不 可 通 约 量 的 远 辑 体系 . 
由 毕 达 哥 拉 斯 引入 而 由 欧 多 克 斯 《Eudoxus) 大 大 推进 了 的 这 一 重 


要 成 就 ,在 欧 几 里 得 〈Euclid) 著名 的 《几何 学 原本 少 中 有 详细 的 叙 


述 。 现代, 在 数 的 概念 而 不 是 几何 概念 的 基础 上 ，、 重 建 了 数学 ,并 
且 有 了 巨大 发 展 。 随 着 解析 几何 的 引入 ， 在 古代 的 数 和 几何 量 之 
闻 的 关系 当中 ,强调 的 重点 被 题 倒 过 来 了 ,而 且 关 于 不 可 通 约 量 的 
经 典 理论 几乎 已 被 忘记 或 忽视 了 . 过 去 作为 一 件 当 然 的 事情 ， 闹 
经 认为 数 轴 上 的 每 一 个 点 对 应 着 一 个 有 理 数 或 无 理 数 ， 并 且 全 体 


“ 实 ” 数 所 服从 的 算术 运算 法 则 同 有 理 数 一 样 ， 后 来 ,直到 十 九 世 


纪 , 人们 才 感 到 有 必要 来 证 明 这 样 的 假设 ,而 在 戴 候 金 《Dedekind) 
著名 的 小 册子 中 终于 完满 地 实现 了 ， 这 本 小 册子 至 今 仍 然 是 引信 
入 胜 的 读物 ?. : 

事实 上 , 戴 德 金 证 明了 这 样 一 点 ， 从 费 尔 马 (Fermat) 和 和 和 
(Newton) 到 高 斯 (Gauss) 和 歼 受 (Riemann ) , 一 切 大 直 
采用 的 “朴素 的 ”方法 ,是 沿 着 一 条 条 正确 的 道路 前 进 的 ， 实数 系 ( 作 
线形 的 长 度 或 按 其 他 方式 定义 的 一 些 符号 ) 对 于 科学 度量 来 说 


- 是 一 种 谐 调 面 完备 的 工具 :并 且 在 实数 么 中 ， 和 有 开 数 的 反复 法 | 仍 
然 有 效 . } 


当然 ,关于 实数 系 的 讨论 我 们 也 可 以 就 此 止步 ， 而 直接 转向 和 
A pa 然而 ,为 了 更 深入 地 理解 实数 的 概 ， 

念 ,就 应 当 人 研究 下 玉 闪 容 扩 及 本 奋 的 补 疝 ,这 对 于 我 们 今后 的 工作 
是 必要 的 ， 


b. 实数 和 区 间 套 
现在 ， 让 我 们 把 直线 工 上 的 各 点 看 作为 连续 统 的 基本 元 素 . 


1) R. Dedekind,“Nature and Meaning of Number ( 数 的 性 质 和 意义 总 ， 载 
丁 Essays on Nuimnber, London and Chicago，1901.《 这 些 短 文中 的 第 一 
篇 ,“ 连 续 性 和 无 理 数 ?， 对 于 实数 的 定义 和 运算 定律 作 了 详细 的 说 明 . ) 曾 以 

“Essays on the Theory of Numbers” 为 题 重 印 ，Dover，New York, 1964. 
这 些 译本 的 原文 ,是 在 1887 年 以 “was sind und was sollen die Zahlen? 
( 数 是 什么 和 应 当 是 什么 ?)” 为 题 发 表 的 ， 


我 们 假设 , 工 上 的 每 一 个 点 有 一 个 “实数 ”* 与 之 相对 应 , 即 此 点 的 
坐标 ,并 且 假 设 , 对 于 实数 *>，? 来 说 ,前 面 针 对 有 理 数 所 描述 的 屠 
些 关系 仍然 保持 着 原 有 的 意义 特别 是 ， 关 系 式 x 二 y 表 示 在 工 
上 的 次 序 , 表 达 式 ]y 一 x| 指 的 是 点 x 和 点 ? 之 间 的 距离 .( 基本 问 
题 在 于 ， 去 说 明 实 数 ( 或 者 关于 几何 上 给 定点 的 连续 统 的 度量 ) 同 
时 来 考虑 过 的 有 理 数 ,内 市 最 终 同 整数 的 关系 .) 此 外 ,我 们 还 必须 
阐明 如 何 对 这 个 “ 数 的 连续 统 ” 的 元 素 进行 运算 y 使 其 方式 同 有 理 
数 运算 一 样 。 最 后 ， 我 们 将 不 依赖 于 直观 的 几何 概念 而 独立 地 表 
述 数 的 连续 统 的 概念 ， 不 过 我 们 暂且 把 一 些 比较 抽象 的 讨论 推 置 
于 补 篇 当中 . 

?我 们 怎样 措 述 一 个 无 理 实数 呢 ? 对 于 象 V 2 和 = 这 样 一 些 
数 ,我 们 能 够 给 硬 输 单 丙 元谷 妥 征 ,但 这 并 不 总 是 容易 做 到 的 . 蝇 。 
以 产生 每 一 个 实数 点 的 一 种 通用 可 行 的 方法 > 乃 是 通过 越 来 越 精 。 
确 的 值 数列 来 描述 数值 *.j 特别 是 , 我们 将 从 左右 两 边 
同时 逼近 x, 其 精确 度 逐 次 增高 ,而 使 得 误差 的 界限 趋向 于 零 。 斤 
名 话说 ,我 们 采用 这 样 一 个 包含 = 的 端点 为 有 理 数 的 区 间 " 序 列 "， 


“其 中 每 一 个 区 间 都 包含 着 下 一 个 区 间 ， 而 且 使 得 此 序列 中 充分 靠 - 


后 的 那些 区 间 , 其 区 间 的 长 度 ， 随 间 其 近似 值 的 误差 ，/ 小 于 任何 预 
先 指定 的 正 数 ， 
首先 , 设 * 合 于 闭 区 间 了 二 [4,51] 之 中 ; 即 


rb 


这 里 s 和 上 都 是 有 理 数 ( 见 图 1.3)， 在 7, 之 中 ,我 们 考虑 一 个 包 
含 * 的 “ 子 区 间 ”1 一 [4,82]; 即 
-六 


dr bo， 
这 里 a， 和 5 都 是 有 理 数 。 例如， 我 们 可 以 取 T 的 基 一 半 作 为 
1;， 因 为 * 必定 处 在 区 则 的 这 一 半 或 堵 一 半 之 中 .在 了 之 中 , 我 


中 
Ye 


-了 


a a ant bn+l bn 22 bb) 


图 1.3 区 间 套 序列 


们 也 考虑 包含 的 子 区 间 六 一 [a;, 6]， 
di < 安 0 委 a tb bb 


信里 ， 和 到 都 是 有 理 数 ， 如 此 等 等 ， 我 们 要 求 区 间 1, 的 长 度 随 
增加 而 趋向 于 零 ， 即 对 所 有 是 名 大 网 的 性 下 手 任 条 


预 匈 担 定 的 下 涩 ， 
个 都 包含 着 下 一 个 并 且 其 长 度 趋 问 于 雪 ， 我 人 它 为 “区 间 套 序 


下 一 个 攻克 
Vv ”区 ) 三 * 由 区 间 讲 序列 唯一 确定 , 即 没有 另 一 点 ? 能 够 处 了 所 有 


7 之 中 ,因为 ,只 要 * 足够 大 , * 和 7 之 间 的 距离 就 会 超过 7。 的 长 
度 耻 由 于 这 里 我 们 总 是 选取 有 理 点 作为 1, 的 端点 ,又 因为 具有 有 
理 问 点 的 每 一 个 区 间 册 两 个 有 理 数 来 描述 ,于 是 我 们 看 到 , 上 的 
每 一 个 点 , 即 每 一 个 实数 ,能 够 由 无 穷 多 个 有 理 数 来 准确 地 描述 ， 


逆 命 题 并 不 是 显而易见 的 ; 我 们 将 记 当 作 一 个 基本 公理 来 接受 


间 套 序列 ， 则 存在 一 个 上 的 了 


二 部 斩 们 将 站 到 的 ， 这 是 一 个 连续 外 公 于 : ,这 个 公理 保 下 
实 轴 上 没有 空 阶 存 在 ， 我 们 将 用 这 不 公 效 连 续 绕 的 四 


,并 且 来 论证 可 进行 一 切 本 二 货币 这 些 运 售 乃 是 向 积 分 和 数 
学 分 生 的 基础 《正如 我 们 以 后 将 会 看 到 的 ,这 个 公理 还 有 许多 其 
他 的 表达 方式 ，) 


有 十 进 小 数 。 其 他 进位 制 


人 站 用 玫 级 上进 小 娄 而 不 是 
铀 上 的 点 取 作 为 基本 鸡 家 ， 日 是 我 们 还 是 愿意 从 一 种 更 有 局 发 性 
”的 几何 方法 人 手 ， 即 借助 于 区 间 套 序列 来 规定 实数 的 无 限 十 进修 
数 表 示 ， 


1 对 于 区 间 套 序列 来 说 ,强调 区 间 7。 都 是 闭 的 , 这 二 点 很 重要 .例如 ,如 果 [ 表示 
区 间 0< x 苹 一 ， 汶 时 ， 每 一 个 区 间 1; 都 包含 着 下 一 个 区 间 ， 并 且 区 闪 的 长 


度 趋向 于 零 ; 但 是 , 并 不 存在 属于 所 有 [x 的 反 4， 


设 由 整数 将 数 轴 分 为 一 些 单位 区 间 ， 则 点 * 或 者 处 于 两 个 相 
继 的 分 点 之 间 , 或 者 本 身 就 是 一 个 分 点 ， 在 这 两 种 情况 下 ,都 至 少 
存在 一 个 整数 co， 使 得 
co < 和 ci 十 |， 


于 是 ， 和 属于 闭 区 间 攻 一 | co， co 十 了 工 | 我 们 用 c0 十 1 co 十 二 


:co 十 二 这 些 点 将 五 分 为 十 等 分 .这 时 ,点 * 必须 至 少 属于 有 


的 一 个 闭 子 区 间 ( 如 时 x* 是 一 个 分 点 , 则 可 能 属于 两 个 相 邻 的 闭 子 . 
区 | 同 )。 换 各 话说 ,存在 一 个 数 子 c1,( 即 整数 0, 1 ,2,…，9 之 一 )， 
使 得 * 属于 由 
: 十 上 -和 xzx 扫 co 十 工 。 十 工 
10 10 * 0. 
给 定 的 闭 区 间 I, 再 将 五 分 为 十 等 分 ,我 们 可 以 找到 一 个 数字 c， 
使 得 * 处 于 由 | 
co 二 二 a 二 eratia+ -一 c+- 
10 100 10 100 100 
给 定 的 区 闻 之 中 ， 我 们 重复 进行 这 一 过 程 . 经 过 步 以 后 ，* 就 
被 限定 在 由 


] 1 1 
ci 十 一 c 二 .十 -一 ce < 委 < 二 ci 十 二 ec 
和” 10r 10 


并 
] 0? 10” 


给 定 的 区 间 I; 之 中 ,这 里 cy, c，… :都 是 数字 。 区 间 的 长 度 为 
re 当 w 增 大 时 趋向 于 零 ， 显 然 , 1, 构成 一 个 区 间 套 序列 , 因此 


x 由 7, 唯一 确定 。 因 为 只 要 给 定 co cl cz，'…' 这 些 数 ，7, 便 为 

已 知 ,于 是 我 们 看 出 ， 任 意 实 数 完全 能 由 整数 人 c1， cz 构成 

的 无 穷 序列 来 描述 ， 这 里 除 co 以 外 ，a1, c2, - 都 只 取 由 0 到 

， 之 中 的 数值 ， 如 果 采 用 通常 的 十 进位 表示 法， 让 Co C1 C29""* 
之 间 的 关系 则 可 写 为 

X= co 0.ciczc3…， 


s+ 10 ， 


i a i ee 让 i 0 er : EP ， 


《如 果 整 数 co 是 正 的 , 则 co 本身 通常 也 按 十 进位 表示 法 写 出 .) 反 


之 ,根据 连续 性 公理 ,每 二 个 号 DIE AE FE | 二 
都 麦 示 一 个 实数 ， 
对 于 同一 人 例如 ， 
| = 0.99999... = 1.00000， 


在 我 们 上 面 建立 的 表达 式 中 ， 整 数 co 由 * 唯一 确定 ,除非 x 本 
身 就 是 整数 , 在 * 是 整数 的 情况 下 ,我 们 可 以 选取 co 二 x 或 6 一 
x 一 1。 一 旦 作出 某 种 选择 ,ec, 便 是 唯一 的 了 ,除非 > 是 将 五 分 为 
十 等 分 时 的 新 分 点 之 一 ， 继 续 进 行 下 去 ， 我们 可 以 看 出 ，co 以 及 
所 有 的 ex 都 由 * 唯一 确定 ,除非 在 某 一 步 * 本 身 就 是 一 个 分 点 
如 果 在 第 = 步 * 第 一 次 作为 分 点 ;那么 


t+ 二 co 十 cl 十 二 
10 10” 


这 里 C1 C23 "sg Cn 是 一 些 数字 ， 并 县 cn> 0， 内 为 偶 出 ， 在 
前 面 某 一 步 * 就 已 是 一 个 分 点 。 由 ee + 或 者 是 区 图 


-| NI Te -|. 在 第 一 种 情 交 下， 
* 是 此 后 所 有 区 间 77 的 左 端点 ， 而 在 第 二 种 情况 下 ， 


则 征 右 端 氮 . 于 是 ,我 们 得 到 十 进 小 数 表达 式 
YX 一 5 十 0.cc c,d000.. 


| x+ - 


或 者 表达 式 
=ecot Occ' (ec, — 1)99999.. 

因此 。 只 是 对 于 那些 可 写成 以 10 的 宕 次 为 分 母 的 分 数 之 有 理 数 
x , 才 会 出 现存 在 两 种 不 同 表 达 式 的 情况 。 我 们 可 以 去 掉 那 些 从 某 
一 位 以 后 所 有 数字 都 是 9 的 十 进 小 数 表 达 式 而 排除 这 种 不 确定 
性 ， 

在 实数 的 无 限 十 进 小 数 表示 法 中 , 数 10 所 起 的 特殊 作用 完全 
是 偶然 的 。 十 进位 制 之 所 以 得 到 广泛 采用 ， 唯 一 明显 的 理由 是 用 
我 们 的 手指 十 个 十 个 地 数 起 来 很 方便 ， 其 实 ， 任 何 大 于 1 的 整数 
p 也 都 可 以 起 同样 的 作用 ， 为 此 ， 我 们 可 以 在 每 一 步 都 将 区 间 分 


~» r 了 工 | 
ew | 


沁 二 -这 汪 和 站 二 2 i “: 四 
i i 


为 等 分 ,这 时 ,实数 x 将 表示 为 如 下 形式 : 
: *= co 0.cc2cs'**, 
其 中 oo 是 一 个 整数 ， 而 现在 C19 C2 “°° 取 0， 1, 2,，……， Pp I 之 
中 的 一 个 值 。 这 个 表达 式 由 区 间 套 序列 , 即 


om 十 二 ci 二 十 一 co 和 zx 
p” 


之 co 二 二 cl 十 "十 Lo, 十 二 ， 
pr pr 
再 次 表示 出 实数 x。 如 果 x 为 正 或 为 零 , 则 整数 co 也 为 正 或 为 零 ， 
而 co 本身 具有 下 列 形式 的 有 限 展开 式 : 
/ co= do + pdit+ pdit+ + + pedi, 


这 里 de， di， “*"s di 取 0， ] ， ev pp 1 之 中 的 一 个 值 ， 于 是 * 的 


“以 2 为 进位 基数 ”的 完整 表达 式 取 下 列 形式 : 


x = didimi' dido.cic2C3° 
如 果 >x 为 负 ， 我 们 则 可 对 一 x 采用 这 种 表达 式 ， 
非 10 基数 的 系统 实际 上 已 得 到 了 广泛 采用 天 文学 家 们 仿 


效 二 巴比伦 人 ,在 许多 世纪 中 始终 把 一 些 数 表示 为 以 户 一 60 为 基 ~ 


数 的 “六 十 进位 分数. 


论 意义 ， 在 计算 机 的 逻辑 设计 中 很 有 用 。 罕 一 法 位 制 信人 
数字 只 能 取 两 个 值 , 即 0 和 1。 例如 , 数 一 写 为 101.01, 它 与 公式 


乞 一 22.1 二 2 | 
4 2 2 
全民 ( 见 图 1.4), 
101.01 
一 一- 一 一 一 一 一 一 一 了 上 
0 .1 10 11 100 101 40IT 111 


图 1.4 二 进位 制 中 的 分 数 全 和 


由 


i - 和 


进位 表示 法 等 等 都 很 直接 了 当 , 可 是 ,要 说 明 完 全 象 有 理 数 的 情况 
那样 ,完成 有 理 运算 并 且 仍然 遵 慎 诸如 结合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 这 “ 
些 算术 运算 法 则 ,也 能 对 实数 连续 统 进行 运算 ,这 一 点 看 来 并 不 是 - 
显而易见 的 ， 不 过 ,其 证 明 仍 是 简单 的 ,尽管 有 些 宛 长 烦琐 .为 了 
不 妨碍 了 解数 学 分 析 的 生动 内 容 ,我 们 不 在 此 处 处 理 这 个 问题 ,而 
暂且 承认 对 于 实数 可 以 进行 通常 的 算术 运 第 ， 当 我 们 揭示 了 极限 
的 思想 及 其 含义 时 ， 对 于 数 的 概念 所 依据 的 逻辑 结构 就 会 得 到 更 


” 深 一 步 的 理解 ，( 见 本 章 补 篇 ,第 97 页 . 


d. 邻 域 的 定义 


不 仅 实数 的 有 理 运算 ,而 且 实 数 的 顺序 关系 或 不 等 式 ,都 服从 
在 有 理 数 系 中 同样 的 法 则 . 

由 一 对 实数 “和 2 (4 < 5) 也 能 给 出 闭 区 间 [a, 5] (< 
达 5) 和 开 区 间 (4,5) 《a < x 二 纺 . 成 们 常常 将 点 和 同 包 含 着 
这 一 点 的 各 种 开 区 间 联 系 起 来 ,特别 是 以 这 一 点 为 中 心 的 开 区 间 ， 
并 且 称 这 些 开 区 间 为 点 am 的 邻 域 。 更 确切 地 说 ,对 任 一 正 数 ,点 
xo 的 6 邻 域 是 满足 不 等 式 % 一。 二 x < x 十 8 的 * 点 组 成 的 , 即 


区 闻 (wo 一 se, xo 十 se)。 任何 包含 点 如 的 开 区 间 C4, 5)， 也 总 包 


含有 一 个 X0 的 邻 域 ， 、 
[定义 了 具有 实 端 点 的 区 间 之 后 ， 我 们 就 能 用 如 在 有 理 数 端点 
铺 避 千村 的 定 匀 来 和 成语 过 训 ， 人 条 及 数 生 富生 


过 上 和 归 过 


到 可 上 的 相符 说 ,是 和 要 的 补 篇 第 100 页 ). ) 


e。 不 等 式 

基本 法 则 

不 等 式 在 高 等 数学 中 所 起 的 作用 要 比 在 初等 数学 中 大 得 多 . 
一 个 量 * 的 精确 值 往往 难以 确定 ,不 过 ,对 x 进行 估 值 ， 即 指明 * 
大 于 某 个 已 知 量 4 而 小 于 另 一 个 已 知 量 5, 却 可 能 是 容易 做 到 的 ， 
在 许多 应 用 中 ,重要 的 只 是 知道 * 的 这 种 估 值 .所 以 ,我 们 简略 地 
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顾 一 下 关于 不 等 式 的 一 些 基本 法 则 ， 

两 个 正 实数 之 和 或 积 仍然 是 正 数 , 这 是 一 个 基本 事实 ; 即 如 采 
za>0 和 2>>0, 则 有 za 士 2>0 和 绍 > 盖 0 而且, 依据， 不 等 式 
4 盖 0 等 价 于 一 上 >0， 因 此 ,两 个 不 等 式 e>2 和 ec>4 能 够 
相 加 而 得 到 不 等 式 a 上 c > 十 4， 这 是 因为 

(at+c)—L+d))=(4—6)+ (cd) 
作为 两 个 正 数 之 和 应 为 正 数 .〈 不 能 将 上 面 两 个 不 等 式 相 减 而 得 
到 4 一 > 5 一 4， 为 什么 ?) 不 等 式 能 够 乘 以 正 数 ; 即 如 果 a >。 
和 < 二 0, 则 有 ec > bec， 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 注意 到 
ac — be = (4— bb)e 


”是正 数 ，、 因 为 它 是 两 个 正 数 之 积 。 如 果 ¢ 是 负数 ， 则 我 们 可 以 由 


a 之 5 推出 ac 一 pc。 更 一 般 地 ,由 ec>2>0 和 c> 盖 d>0， 可 
了 得 到 ac 汪 > Bd 
不 等 式 具 有 传递 性 ， 在 几何 上 这 是 显然 的 ， 即 如 果 a>>6 而 
>c， 则 a > c。 传递 性 ?也 可 由 和 
(a—b)+(b—c)=a—e 
为 正直 搂 推 出 ,在 上 述 推 将 中 如 果 我 们 处 处 都 用 符号 宇 代替 > ， 
则 各 项 法 则 仍然 成 立 . 
设 4 和 4 都 是 正 数 ,并 且 注意 到 
=(atb)Ge mb),. - 
则 因为 a 十 2 是 正 的 ， 从 而 由 4 2 可 以 推出 和 之 如 ， 这 样 , 正 
数 之 间 的 不 等 式 可 以 进行 平方 运算 ， 类 似 地 ,如 果 “之 2 之 0， 
则 有 。 ? 人 久 ， 由 于 等 式 


1 
d—b= a — b’) 
4 


对 于 一 切 正 数 a。 和 4 都 成立 , 则 可 得 知 逆 运 算 也 正确 ; 即 对 于 正 数 


a 和 4b, 由 ?> 娘 可 以 推出 a > 5， 把 这 一 结论 用 于 数 a= V x 


1) 传递 性 说 明 可 以 用 复合 公式 “4a<56<e…” 来 表示 “a<5 和 5<c， 等 等 ”， 
象 x <y > z 这 样 的 非 传递 的 排列 应 吕 免 ,这样 的 排列 容易 引起 混淆 和 误解 ， 


e [de 


Er 
He 


-rd rrp, 


一 Vy (x,y 为 任意 正 实数 ), 我 们 得 到 ?， 当 
z 之 y 时 , 则 有 MY * > Vy .更 一 般 地 ， 如果 * 宇 y 宇 0， 则 有 
V* 之 VY .因此 ,在 非 负 实数 之 间 的 不 等 式 两 端 能 够 取 平方 根 ， 
假设 a 和 2 是 正 数 ,而 二 是 正 整 数 ， 在 分 解 式 
da” — b= (a— ba lt a D+. 十 22m1) 
之 中 ,第 二 个 因子 是 正 的 .因此 ,a 一 "和 4 一 2 符号 相同 ;如 果 
a 之 62" 则 4 汪 52, 向 如 果 a? 二 2", 则 4 过 2 
我 们 将 要 遇 到 的 大 多 数 不 等 式 ， 是 以 对 于 一 个 数 的 绝对 值 的 
估计 的 形式 出 现 的 ,我们 回想 到 当 x 宇 0 时 |x| 定 义 为 x, 当 x 二 0 
时 则 定义 为 一 *。 我 们 也 可 以 说 , 当 * 不 为 零 时 , |x| 是 * 和 一 x 两 
数 中 之 较 大 着 , 当 zx 为 堆 时 ，jx| 则 等 于 它们 二 者 ， 因 此 ,不 等 式 
x] 委 表示: x* 和 一 x 都 不 超过 4a， 即 x 二 4 和 一 x 二 a。 因 为 
一 x 亿 4 等 价 于 x 之 一 a, 所 以 我 们 看 出 ， 不 等 式 |x| 和 “意味 着 
* 位 于 以 0 为 中 心 长 度 为 24 的 闭 区 间 一 4 万 x 二 4a 之 中 , 不等式 
jx 一 知 委 2 则 表示 一 上 和 一 zi 委 4 或 者 和 一 4 和 安 z 委 2 十 
a， 并 * 位 于 以 xo 为 中 心 长 度 为 24 的 闭 区 间 之 中 ( 见 图 1.5). 同 
样 ,点 Xo 的 8 令 域 (x0 一 & > YY 十 s);, 妈 开 区 间 Xo 一 EX 二 Xo 十 
s，。 能 够 用 不 等 式 jx 一 xo| 二 8 来 描述 . 


Xo~“a 0 x0+a 
“图 1.5 区 闭 |x ~ xo 所 a 


对 于 任何 实数 a, 6 的 所 谓 三 角 不 等 式 
la+ 6| < 1al 十 | 
乃 是 关于 绝对 值 的 最 重要 的 不 等 式 之 一 “三 角 不 等 式 ? 这 个 名称 ， 


1 由 此 以 后 ,对 于 x>0, 符 号 VY = 表示 一 个 非 负 数 ， 其 平方 等 于 x, 按照 这 个 规 


定 , 对 于 任何 实数 c, 有 |c] = Y ,因为 |c{>0 和 1c1: = c. 由 此 ,我 们 得 
到 重要 的 恒等式 jxy| 二 |x| . jyij， 因 为 
[yl = xy =xy = (rl .|y|}. 


15e 


对 村 等 价 的 不 等 式 
jc 一 8 委 lz 一 7 十 17 一 8 
来 说 更 为 合适 ， 这 里 我 们 已 令 “一 “一 7，2 一 7 一 86， 语 一 不 
等 式 的 几何 解释 是 : 从 & 到 8 的 直达 距离 小 于 或 等 于 经 过 第 三 反 
7 的 两 妥 上 距离 之 和 《此 不 等 式 还 相应 于 下 述 事实 在 任何 三 角 
形 中 ,两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,) 
不 难 给 出 三 角 不 等 式 的 正式 证 明 . 为 此 ,我 们 区 别 两 种 情况 : 
4a 十 5 之 0 和 4 十 6 二 0。 在 第 一 种 情况 下 ,三角 不 等 式 成 为 
4 十 45 过 14| 十 15|, 这 显然 可 由 不 等 式 a < |a] 和 5 < 12| 相 加 
而 得 到 。 在 第 二 种 情况 下 ， 三 角 不 等 式 化 为 一 (a 十 纪委 1a| 十 
15| ,这 个 不 等 式 由 一 上 委 j4| 和 一 5 委 151 相 加 便 可 得 到 ， 
我 们 可 以 直接 推出 关于 三 个 量 的 一 个 类 似 不 守 式 : 
~ lar+rbt+ecl<lal+ 12| + |el; 
因为 ,应 用 两 次 三 角 不 等 式 ,就 有 
a+2+cl= 二 |(s++ 人 +c| 碾 a+5|+ 上 
<|a] + 12l + |el. 
同 理 , 可 得 更 一 般 的 不 等 式 
a 二 ot 十 4s| 筷 |al 二 |al 十 .十 |a,l, 
有 时 ,我 们 需要 jz 十 引 的 下 限 佑 值 . 我们 注 半 到 
|j 王 (Ce 十 人 一 下 委 | 士 引 士 | 一 下 王 | 十 中 十 5， 


因此 ,下 列 不 等 式 成 立 : 


la++ 5 之 1al 一 |2|. 
柯 西 (Cauchy)- 项 瓦 兹 (Schwarz ) 不 和 寺 式 
某 些 最 重要 的 不 等 式 是 利用 了 下 述 明 显 的 事实 : 实数 的 平方 


决 不 会 是 负 的 ， 因 而 平方 之 和 也 不 能 是 负 的 。 由 此 所 得 到 的 最 常 、 


用 的 不 等 式 之 一 , 便 是 柯 西 - 希 瓦 北 不 等 式 
( ab 十 ap 十 .十 0 2 
二 (o 十 巡 十 十 用 放 玫 十 上 十 二 82》 


二 


二 十 如 2 十 ‘二 a1， 


一 010 十 0 十 十 arp 
C= 十 如 十 …: 十 以 ， 
此 不 等 式 则 变 为 4C 之 B?. 为 了 证 有 明 ， 我 们 注意 到 ,对 于 任何 实 
数 z, 有 
0 和 at 二 Cyt 二 十 (a, + 161)， 
因为 右 疝 是 一 些 平方 之 和 。 将 每 一 个 平方 展开 ,并 且 按 ;的 办 次 
排列 ,我 们 得 到 ， 对 于 所 有 z 
0 和 4 十 28B5 十 Cz, 
， 其 中 ， 4, B,C 的 含意 和 上 面 指出 的 一 样 ， 这 里 C 之 0. 我 们 可 
以 假设 C 二 0， 因为 当 C = 0 时 ,必定 有 及 一 4C 一 1， 了 种， 


将 用 特殊 值 : 一 一 到 [相应 于 二 次 式 
4 十 2B: 十 Ce 一 Cl 十 十 (4 一 阿 


CG 
的 极 小 值 了 来 代替 ,我们 得 到 
| 0 过 4- 全 了 一 -4 一 了 


天 而， AC B: 守 0 


图 1.6.x 和 的 几何 平均 值 和 算 林 六 均值 


在 ”一 2 的 特殊 情况 下 ,我 们 选取 
a = Vr, VY bh Vy, bh—V, 
这 里 x 和 y 都 是 正 数 ， 这 时 , 柯 西 - 希 瓦 兹 不 等 式 成 为 :2W zy 


此 不 等 式 表明 ， 两 个 正 数 *, y 的 几何 平均 值 Vxy 决 不 超过 其 算 


术 平 均值 二 .如果 直角 三 角形 的 高 将 斜 边 分 为 两 个 线 眉 ,其 长 


度 分 别 为 * 和 y， 则 两 个 数 *，y?y 的 几何 平均 值 就 可 解释 为 此 高 的 
长 度 。 因 此 ,上 述 不 等 式 表 明 ， 在 直角 三 角形 中 , 斜 边 上 的 高 不 超 
过 斜 边 的 二 分 之 一 ( 见 图 1.6)0， 


1.2 函数 的 概念 


自 十 七 世纪 起 近代 数学 产生 以 来 ， 函 数 的 概念 一 直 是 处 于 数 ， 
学 思想 的 真正 核心 位 置 , (首先 使 用 “函数 ”一 词 的 看 来 是 莱 布 尼 ， 


兹 《Leibnitz)， 虽 然 函数 关系 这 一 概念 的 重要 意义 远 远 超出 了 . 数 
学 领域 ,我 们 自然 还 是 要 把 注意 力 集中 于 数学 意义 下 的 函数 , 即 在 
数学 量 之 间 通 过 数学 关系 式 、 或 某 种 数学 上 的 约定 ,或 “运算 子 ” 而 
， 形 成 的 联系 . 数学 和 自然 科学 的 绝 大 部 分 都 受 着 函数 关系 的 支配 ， 
因为 在 数学 分 析 几何 学 、 力 学 以 及 其 他 学 科 当中 ,函数 关系 到 处 
都 会 出 现 ， 例 如 ,理想 气体 的 压力 是 密度 和 温度 的 函数 ; 运动 着 的 
分 子 的 位 置 是 时 间 的 函数 ;圆柱 体 的 体积 和 表面 积 是 其 半径 和 高 


的 臣 数 ， 只 又 一 些 量 人 3 OO，Cc， ` 的 值 由 男 一 些 量 x， yy 2," 的 | 


值 来 确定 ， 我 们 就 说 as 0, Cc,: … 依赖 于 X,Y Zs,“ ,或 首 襄 是 
1 的 六 数 .下 面 通过 表达 却 来 给 出 函数 关系 的 一 些 例 子 . 
(a) 公式 4 一 时 将 4 定义 为 < 的 函数 . 当 a > 0 时 ， 我们 可 


以 把 4 解释 为 边 长 为 4 的 正方 形 的 面积 . 
(b》 对 于 一 切 满足 一 1 委 * 魏 1 的 x*, 公 式 
y 一 V1l—x’ 一 和 


1) 有 兴趣 的 读者 ， 可 在 了 下列 著作 中 找到 更 多 的 资料 : 下 F， Beckenbach and 
R. Bellman,，An Introduction to Inequalities (不 等 式 引 论 )，Random 
House，1961 以 及 N. Karzarinoff，Geometric Inequalities 《几何 不 等 式 )， 
Random Hou se, 1961, 
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国 二 和 


ee 


将 >》 定义 为 * 的 溺 数 。 当 x > 0 时， 此 函数 表示 在 和 斜 边 为 1 的 直 
和 角 三 角形 中 ,一 个 直角 边 y, 可 由 另 一 个 边 * 确定 . 

(c) 对 于 每 一 个 1, 方 程 : 

YX 一 上 y=—! 

确定 了 * 和 y 的 值 ， 于 是 将 * 和 y 定义 为 圭 的 函数 。 如 果 我 们 把 
* 和 ? 解释 为 平面 上 点 了 的 直角 坐标 ,把 z 解释 为 时 间 ， 那 么 ,上 
述 方程 描述 了 点 P 在 时 刻 z 的 位 置 ; 换 句 话说 ,这 些 方 程 描 述 了 点 
“了 的 运动 
《d) 方程 


2 


— p= > , 
Xx 十 入 十 入 
当 妇 十 大夫 0 时 ,将 < 生 定义 为 > 和 ?的 函数 .如 果 把 *，y 和 
4a， 5 这 两 对 值 解释 为 两 个 点 的 直角 坐标 ， 我 们 则 可 看 出 , 上 述 方 
程 对 每 一 个 点 (x, y) [坐标 原点 (0, 0) 除外 ], 确 定 了 一 个 “映像 ” 
(a, 2)。 读 者 不 难 证 明 , 像 点 Ca, 5) 和 “ 原 像 点 ”(x, y) 总 是 处 在 
由 坐标 原点 出 发 的 同一 条 射线 上 ， 与 原点 的 距离 则 为 原 像 点 与 原 
.点 距离 的 倒数 .因此 , 我 们 就 说 通过 上 述 用 * ，y 来 表示 as，2 的 
方程 把 (x, y) 映射 为 (a, 5). / 
在 以 上 各 例 中 ,函数 规律 是 通过 简单 的 公式 来 表示 的 ,这 些 公 
式 用 一 些 量 确 定 另 一 些 量 ?。 公 式 左 端 出 现 的 各 量 一 “ 因 变 量 ”， 
都 是 由 右 端 的 “ 自 变量 ”来 表示 的 ， 对 于 自 变量 的 给 定 值 确定 因 变 
量 的 唯一 值 的 数学 规律 ， 称 为 函数 . 冰 数 规律 不 受 这 些 变 量 的 名 
称 *, >， 等 等 的 影响 ， 在 例 。 中 ， 有 一 个 自 变量 * 和 两 个 因 变 量 
x*，? ;在 例 d 中 , 则 有 两 个 自 变量 x, y 和 两 个 因 变 量 *，2。 
y 通过 函数 关系 依赖 于 x+， 常常 简单 地 表述 为 “y 是 * 的 函 
类 人 “2 


1) 以 后 我 们 将 会 逐渐 认识 到 ， 有 必要 和 苦 虑 不 能 用 这 种 简单 公式 来 表示 的 一 些 函 
”” 数 ,《 例 如 见 第 27 页 ) 
2) 这 种 说 法 在 目 然 科学 中 已 随意 使 用 ， 而 只 是 在 一 些 比 较 拘谨 的 文章 中 才 避 免 
它 。 只 受 是 无 关 大 局 ,我 们 都 不 去 过 分 追求 不 必要 的 “严格 ”而 来 束缚 自己 的 
于 脚 ,因为 这 村 做 并 无 好 处 ， 


» 19 。 


“a, 映射 一 图 形 


函数 的 社 义 域 和 信 域 

在 几何 上 ， 我 们 通常 把 自 变量 解释 为 一 维 或 多 维 空间 中 一 个 
点 的 坐标 ， 在 例 b 中 ,这 就 是 * 轴 上 的 点 ,在 例 d 中 , 是 x,y 平 面 
上 的 点 ， 有 了 时, 象 在 例 a 和 例 c 中 那样 , 自 变量 可 以 随意 取 所 有 的 
值 ， 可 是 ,常常 存在 着 一 些 固 有 的 或 附加 的 限制 ,因而 我 们 考虑 的 
台 并 不 是 对 了 了 也 有 的 信 邦 有 定义 ， 合 和 本数 育 定义 的 那 此 人 或 
点 的 集合 ,构成 函数 的 “定义 域 "， 在 例 a 中 , 定义 域 是 整个 a 轴 ， 


在 例 b 中 , 十 区 间 一 1 委 x 委 1， 全。 中 , 是 整个 z 轴 , 而 在 例 


4 中 , 则 是 x, ?平面 上 除 坐 标 原 点 以 外 的 各 点 . 

对 于 定义 域 中 的 每 一 个 点 P, 兽 数 规定 了 因 变 量 的 确定 值 . 也 
可 以 把 这 些 人 解释 为 点 0 一 一 点 了 的 像 一 一 的 坐标 .于 是 我 们 
说 , 通 数 将 点 P“ 肌 射 "为 点 O. 这 样 , 在 例 d 中 , *, ?平面 上 的 点 


P 一 (1, 2) 被 映射 为 4， 平面 上 的 点 9 一 (十, 之)。 我 们 说 像 


点 日 构成 函数 的 所 谓 值 域 *". 此 值 域 中 的 每 一 个 点 2， 旋 是 函数 定 


义 域 中 一 个 (或 多 个 ) 点 的 像 ， 

在 例 c 中 , * 轴 上 的 各 点 ,都 有 在 *, y 平面 上 的 点 作为 它们 的 
像 点 。 * 轴 被 映射 到 *, 》 平面 上 ， 然 而 ,并 不 是 x, ?平面 上 的 每 
一 点 都 作为 像 点 出 现 ， 而 只 是 满足 y = 一 x? 的 那些 点 才 是 像 点 ， 
因此 , 这 一 映射 的 值 域 是 抛物 线 y 一 一 *。 我 们 说 + 轴 被 映射 为 
抛物 线 y 一 一 x?, 其 意义 是 指 其 象 点 充满 了 这 一 条 抛物 线 . 

在 例 d 中 , 值 域 是 由 a,。 下 面 上 的 一 些 上 (a, 5) 组 成 的 , 其 


坐标 可 以 写 为 6 一 站 ， 4 一 卫 二 下 
* 十 六 到 0 的 值 ， 换 名 话说 ， 信 域 是 由 使 得 上 述 方程 具有 解 (x， 


y 的 那些 点 (a, 5) 组 成 的 。 立 即 可 以 看 出 ,这 一 值 域 包括 那些 a 


1) 把 点 9 称 为 己 的 "函数 ?常常 是 很 方便 的 ， 昌 然 在 解析 表达 式 中 会 出 现 表 示 台 的 
不 同 坐 标的 几 个 函数 ， 


,2 一 一 的 形式 ， 其 中 zy 应 取 


py rp 


下 - 
i 


全 
3 
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和 2 不 能 同时 为 零 的 点 (a, 56); 每 一 


a ， 个 
一 了 ) 全 卫 二 的 像 ， 于 是 ,，x。? 平面 上 的 每 一 个 几何 


图 形 都 被 映射 为 4, 2 平面 上 的 一 个 相应 的 图 形 , 此 图 形 是 由 前 一 


图 形 各 点 的 像 点 组 成 的 。 例 如 ， 围 绕 坐 标 原点 的 圆 ?十 这 二 7， 


被 映射 为 a, 5 平面 上 的 圆 @? 十 名 二 = 


在 本 章 和 以 后 各 章 中 ,我 们 儿 乎 完全 是 研究 单个 自 变量 ( 警 如 
说 *) 和 单个 因 变 量 《 辟 如 说 y) 的 情 妃 ， 正 如 在 例 b 中 所 表明 的 
那样 ". 这 种 函数 , 我 们 通常 是 按 标准 方式 , 用 它 在 x, 》 平面 上 的 


图 形 。 见 用 由 点 (x*, y) 组 成 的 曲线 来 表示 的 , 曲线 各 后 的 纵 坐 标 


y 同 模 坐标 * 满足 特定 的 函数 关系 ( 见 图 1.7)， 对 于 例 b 来 说 ,其 
图形 是 围绕 着 坐标 原点 半径 为 1 的 圆 的 上 半 部 . 


图 1.7 溺 数 的 图 形 


另外 ， 如 把 函数 解释 为 由 x 轴 上 的 定义 域 到 y 轴 上 的 值 域 的 - 


映射 , 还 可 得 到 半数 的 另 一 种 形象 描述 。 这 里 我 们 不 是 把 x* 和 3 
解释 为 +, ?平面 上 同一 所 的 2 和 由 大 解 灶 力 酌 个 个 国 的 的 
数 轴 上 的 点 ， 于 是 , 陪 数 就 把 x* 轴 上 jy 上 
7, 这 种 映射 在 几何 学 中 是 常常 会 现 的 ， 网 如 把 = 轴 上 的 点 4 
1) 然而 ， 从 一 开始 就 应 着 重 指 出 : 在 许多 场合 多 变量 沙 数 的 出 现 是 很 自然 的 ， 在 
第 二 卷 中 ,将 系统 地 讨论 多 变量 函数 ， 
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投影 到 平行 的 》 轴 上 的 点 ?( 投 影 中 心 0 处 于 两 加 所 在 平面 内 ) 时 


所 产生 的 仿 射 "映射 ( 见 图 1.8)。 不 难 上 明定, 这 一 有 映 射 可 用 线性 胃 
数 》 一 ax 十 兴 其 中 和 2 均 为 前 数 ) 解 析 地 表示 。 显然 , 仿 射 映 
射 是 一 对 一 的 映射 ， 其 中 每 一 个 映 象 ? 反 过 来 又 对 应 着 唯一 的 
原 象 *， 另 一 个 更 为 一 般 的 映射 是 由 同一 类 投影 定义 的 “透视 上 映 
射 ,只 是 ,两 轴 不 一 是 平行 ， 其 中 ,解析 表达 式 由 形 如 y 二 (ax 十 
6)/(ecx 十 4) 的 有 理 线性 函数 给 出 ,其 中 a,5, c,dd 均 为 征 数 . 


-J te 


图 1.8 配对 


由 某 一 中 心 入 将 空间 中 的 一 个 曲面 5 向 另 一 曲面 5 所 做 的 


任何 投影 , 均 可 看 作为 一 个 映射 ,其 定义 域 是 5, 而 值 域 处 于 S 上 上， 
网 如， 将 球 上 的 每 一 点 P 通 过 由 北极 发 出 的 射线 投影 到 赤道 平面 
上 的 点 P, 我 们 便 可 将 此 球 映射 为 赤道 平面 ( 见 图 1.9)。 这 个 喘 


射 就 是 在 画 地 图 时 常常 使 用 的 “ 球 极 平面 投影 ,许多 这 种 类 型 风 


例子 ,使 得 我 们 想到 把 函数 解释 为 “映射 ”. 
”” 当 包 含 多 个 自 变量 和 多 个 因 变 量 时 ,用 映射 来 定义 函数 , 比 几 
图 形 来 定义 , 可 以 提供 更 灵活 \ 更 适宜 的 解 好， 这 一 事实 , 在 第 二 


+ 22 4 


”TT 


图 1.9 球 极 乎 前 投影 
卷 中 将 会 变 得 十 分 明显 . 


b. 连续 变量 的 函数 概念 的 定义 ， 函 数 的 定义 域 和 值 域 


单个 自 变量 z 的 函数 , 是 讲 对 于 一 些 * 值 , 确定 了 一 些 ? 值 . 
而 函数 的 定义 域 就 是 使 得 函数 有 定义 的 * 值 的 全 体 。 在 我 们 所 关 
心 的 情况 中 ,函数 的 定义 域 大 都 是 由 一 个 或 几 个 区 间 组 成 的 ( 见 图 
1.10)。 这 时 ， 我 们 就 说 y 是 连续 变量 的 函数 . (在 另 一 些 情况 下 
则 相反 ， 例 如 ， 可 能 只 是 对 于 * 的 有 理 数 或 整数 值 ， 函 数 才 有 定 
义 .) 这 里 ,构成 定义 域 的 “区 间 ”, 可 以 包含 其 端点 也 可 以 不 包含 其 
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端点 ,并 且 可 以 在 一 个 方向 或 两 个 方向 上 延伸 到 无 穷 远 ?. 于 是, 加 
数 》 二 M1 一 x? 定义 在 闭 区 闻 一 1 之 x 过 十 1 上, 函数 y= 二 


定义 在 两 个 半 无 穷 开 “ 区 间 * 4 二 0 和 4 二 0 上, 函数， 一 吉 定 义 
在 由 一 切 组 成 的 无 穷 区间” 一 ce < yx 一 十 co 上 ， 国 数 ) 一 
V(x? 一 1)(4 一 x?) 定义 在 两 个 互相 分 离 的 区 间 1 万 * 志 2 和 
一 2 委 Y 委 一 1 上 ， 

项 数 用 六 已 ,8 等 这 样 一 些 符号 来 表示 。 而 > 与 其 相对 应 的 
y 值 之 间 的 对 应 关系 则 写 为 y 一 (x), y 一 F(x) 或 y = 二 g(x) 等 
形式 ， 有 了 时 还 写 为 y 一 y(x) 用 以 表示 > 依赖 于 x*?。 例如 ， 如 果 
f(x) 是 由 表达 式 x? 十 1 来 定义 的 ， 则 有 103) 一 3 二 1 一 10， 


A 一 > 十 工 一 2. 


人 二 


在 函数 1 ) 的 一 般 定义 中 ,一 点 也 未 说 到 当 给 定 自 变量 的 值 


时 求 因 变 量 所 依据 的 函数 关系 的 性 质 ， 不 过 如 前 所 述 。 函 数 常常 


是 用 如 f(x) 二 x 十 1 或 f(x) = V1 十 sin?x 这 样 一 个 简单 的 表 
达 式 以 “封闭 形式 ”给 出 的 。 在 早期 的 微 积分 中 ,数学 家 们 所 说 的 


陷 数 多 半 指 的 就 是 这 样 一 些 明 显 的 表达 式 。 机械 装置 的 运动 常常 
会 产生 各 种 几何 曲线 或 几何 图 形 ， 而 这 些 曲线 和 图 形 就 确定 了 一 


些 函数 ， 摆 线 ， 即 沙 * 轴 滚 动 的 贺 上 的 一 个 固定 点 所 描绘 的 曲线 
便 是 一 个 著名 的 例子 ( 见 图 1.11)， 摆 线 的 函数 解析 表达 式 , 将 在 
第 二 分 册 中 给 出 . 

从 逻辑 上 看 ,我 们 并 不 局 限于 这 种 由 几何 方式 或 机 械 方式 所 


”产生 的 函数 .只 要 对 于 x 的 值 依据 某 一 规则 就 确定 y 的 值 , 那 末 任 
何 这 样 的 规则 都 可 以 构成 一 个 函数 ， 事 实 上 ,在 某 些 理论 研究 中 ， 


1》 我 们 通常 只 是 对 于 “有 界 的 ” 即 “ 有限 的 ”区 间 ， 才 使 用 “区 闻 ” 一 词 ， 其 端点 为 确 
定 的 有 限 值 ; 因而 , 本 书 中 所 用 的 更 广泛 的 概念 ,可 用 “ 凸 集 ” 一 词 来 表示 , 它 指 
的 征 这 样 的 集合 ; 该 集合 如 果 包 含 两 个 点 ， 则 必定 包含 两 点 中 间 的 所 有 的 点 . 

“) 采用 这 种 写法 时 ,我 们 想 变 强调 的 是 函数 本 身 为 变量 ， 而 不 是 用 f 这 样 的 符号 
明显 地 表示 出 该 函数 的 运算 . 对 于 把 x 映射 为 的 函数 记 有 时 还 会 用 到 下 列 
与 法 ; 


f: TXT->》,， 


。24 。 


、 


到 1.11 


函数 概念 的 这 种 普遍 性 或 不 限定 性 是 一 个 优点， 然而 ,对 于 应 用 , 特 
别 是 在 微 积 分 中 ,一 般 的 函数 概念 不 需要 那么 广泛 .为 了 使 意义 重 
大 的 数学 分 支 的 发 展 成 为 可 能 ,对 于 * 信和 而 确定 值 所 依据 的 “ 任 
总 ?对 应 规律 , 必须 受到 根本 的 限制 ， 在 前 一 个 半 世 纪 中 , 数学 家 
们 已 经 认识 到 必须 用 精确 的 术语 对 过 于 一 般 的 函数 概念 加 上 不 可 
缺少 的 限制 ， 以 便 使 所 得 的 函数 确实 具有 人 们 在 直觉 上 所 期 望 的 
一 些 有 用 的 性 质 
你 才 于 册 此 明显 式 给 出 的 函数 来 说 ， 函 数 的 任何 全 
面 的 描述 ,都 必须 包括 规定 函数 的 定义 域 ,认识 到 这 一 点 是 很 重要 
的 由“ 当 0 二 x 过 2 时 , f(x) 一 x 所 描述 的 销 数 二 严格 地 说 ， 
和 由 “在 较 大 的 定义 域 一 2 二 x 二 2 上 ，g(x) = x2” 所 给 出 的 函 
” 数 g, 并 不 是 同样 的 函数 , 尽管 j(x) 和 g(x) 在 二 者 均 有 定义 的 区 
间 0 二 x < 2 上 取 相同 的 值 ， 一 般 说 来 ， 如 果 在 函数 了 有 定义 之 
处 ,函数 8 也 有 定义 并 且 取 相同 的 值 ,我 们 就 把 f 称 为 的 “限定 ” 
(或 者 称 8 为 了 的 “ 延 拓 ”)， 当 然 , 同一 个 函数 f, 能 够 由 许多 不 同 
的 函数 经 过 限定 来 产生 在 刚才 讲 到 的 例子 中 ，f 也 是 下 述 函 数 
的 限定 ， 当 0<xzx<2 时 ，Hx) = 一刀 当 一 2<x 魏 0 肝 ， 
h(x) = 一 2 事实 上 , 这 个 例子 说 明了 与 形成 限定 函数 的 过 程 相 
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反 的 一 种 过 程 ,可 以 将 这 种 过 程 称 为 “ 逐 段 相 联 *, 这 样 ， 我 们 就 能 
够 直接 定义 出 新 的 函数 , 即 在 定义 域 的 不 同 部 分 上 , 取 个 同 的 明显 


c。 范 数 的 图 形 表 未。 单调 函数 


解析 几何 的 基本 观念 是 : 对 于 本 来 由 某 种 几何 性 质 定义 的 曲 


线 , 给 出 解析 的 表示 式 . 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 通病 把 直角 坐标 之 
一 ， 壁 如 说 y, 看 作为 另 一 个 坐标 上 的 孜 数 7 一 f(x); 例如 , 一 条 
抛物 线 由 沙 数 y 二 x? 来 表示 , 围绕 坐标 原点 半径 为 1 的 圆 ， 由 两 


个 函数 y= 二 V1 一 x 和 y 一 一 V1 一 x? 来 表示 .在 前 一 个 例子 


中 ,我 们 可 以 认为 函数 是 定义 在 无 穷 区 间 一 co 二 x < 二 co 上 的 ;在 
后 一 个 例子 中 ;我们 则 必须 只 限于 考虑 区 间 一 1 委 z 所 1, 因为 在 


”这 个 区 间 以 外 ,函数 没有 意义 


.反之 ,如 果 我 们 不 从 几何 上 确定 的 曲线 出 发 ,而 是 考虑 按 解 析 
方式 给 出 的 评 数 y 一 f(x)， 和 人 和 放下 于 四维 天 ， 就 可 以 用 
图 形 来 表示 y 对 * 的 函数 依赖 关系 《 见 图 1.7)。 如 果 对 于 每 一 个 
模 坐 标 *， 取 相应 的 纵 坐 标 y = f(x)， 我 们 俐 得 到 阴 数 的 几何 表 
示 ， :在 函数 概念 上 所 要 加 的 限制 , 应 保证 其 几何 表示 形状 是 一 条 
合理 的 “几何 曲线 . 当然 ,这 里 所 说 的 只 是 一 种 直观 感觉 ,而 不 古 
严格 的 数学 条 件 。 但 是 ,不 久 我 们 将 系统 地 叙述 象 连续 性 、 可 微 性 


等 这 样 一 些 条件 ， 它 们 将 保证 函数 的 图 形 是 一 条 能 够 在 几何 上 描 


绘 出 来 的 曲线 。 如 果 我 们 承认 一 些 所 请 “病态 ”函数 , 则 情况 并 非 


如 此 : 例如 , 对 于 * 的 每 一 个 有 理 数值 函数 ;的 值 为 1; 对 于 x* 


的 每 一 个 无 理 数值 , > 的 值 为 0 。 这 样 定义 的 函数 ,对 于 每 一 个 
值 , 规定 了 一 个 确定 的 7 值 ; 但 是 , 在 * 的 每 一 个 区 间 上 , 无 论 这 
个 区 间 多 么 小 ,y 值 由 0 到 1, 由 1 到 0， 跳 路 无 限 多 次 。- 这 个 例 
子 表明 ,一 般 的 不 加 限制 的 函数 概念 ,可 以 导出 这 样 一 些 图 形 , 这 
些 图 形 我 们 不 会 把 它们 看 成 是 曲线 的 . 

1》 我 们 通常 不 芳 虑 和 ?的 虚数 值 和 复数 值 ， 


ee DO 。 


多 值 函 数 

我 们 只 考虑 对 于 定义 域 中 每 一 个 * 值 取 唯一 的 y 值 的 函数 
y 一 He)， 例如: y 一 好 或 一 sinx。 可 是 ,对 于 几何 上 描绘 的 
曲线 ,例如 对 于 圆 x? 十 炎 二 1, 可 能 发 生 这 种 情况 :曲线 的 整个 图 
形 不 是 由 一 个 ( 单 值 ) 函 数 给 出 的 ， 而 是 要 求 
在 圆 的 情况 下 ,要 求 两 个 郧 数 y 一 V1 一 + 和 y 二 一 V1 一 *， 
对 于 双 曲 线 六 一 x 一 1, 也 是 这 样 , 它 是 由 两 个 函数 y 一 W 1 十 和 

和 y= 二 一 V1 十 x? 来 表示 的 。 因 此 ,这 种 曲线 没有 明确 地 规定 对 
训 我 们 有 时 说 ,这 种 曲线 是 由 多 值 函数 表示 的 ; 这 时 , 表 


示 一 条 曲线 的 各 个 函数 ， 称 为 对 应 于 该 曲线 的 多 值 函 数 的 单 值 分 
枝 ， 为 简明 起 见 ,今后 我 们 使 用 “函数 ”一 词 , 指 的 总 是 单 值 函数 ， 


例如 , 符号 Vx* (对 于 x > 0) 总 是 表示 平方 为 * 的 非 负数 . 
:如 果 一 条 曲线 是 一 个 函数 的 图 形 ， 则 y 轴 的 任何 平行 线 同 这 
条 曲线 最 多 相交 于 一 个 点 ， 因 为 定义 区 间 内 的 每 一 个 点 * 正好 对 


应 着 一 个 y 值 .由 两 个 函数 表示 的 单位 圆 , 同 y 轴 的 平行 线 的 交点 


”多 于 一 个 。 对 应 于 不 同 单 值 分 校 的 曲线 的 各 部 分 , 有 时 彼此 连接 
”着 ， 使 得 整 条 曲线 形成 一 个 单一 的 图 形 , 例 如 圆 ( 见 图 1.12); 另外 ， 


曲线 的 各 部 分 也 可 以 是 完全 分 离 的 ,例如 双 曲 线 ( 见 图 1.13). 


图 1.12 图 1.13 
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例 让 我 们 进一步 考察 函数 的 图 形 表示 , 
(a) y 与 + 成 正比 ， 
y 一 axX. 
其 图 形 是 通过 坐标 原点 的 一 条 直线 ( 见 图 1.14 )， 


» 


图 工 .1 
”(b) y 是 * 的 "线性 函数 ”， 
7” 一 4x 十 2 
x 一 0, 一 的 一 条 直线 ， 其 中 如 果 “。 去 0， 
条 直线 还 通过 点 x 二 一 人 


(c) y 与 + 成 反比 ， 


特别 是 , 当 4 一] 有 时 


于 是 , 当 x*+ 二 1 时 y= 二 1, 


这 


y= 0, 而 如 有 果 4a 二 0, 则 为 水 平 线 ， 


， 1 i 
， 当 # 一 本 有 时 一 2 当 * 一 2 阿 ? 一 本 。 


其 图 形 是 等 轴 双 曲线 , 即 关 于 坐标 轴 夹 角 的 平分 线 对 称 的 曲线 ( 见 


图 1.15 无 穷 间 断 性 


对 于 数值 x = 二 0, 这 个 函数 显然 没有 定义 ,因为 用 零 除 没有 意 
义 ， 在 这 一 例外 的 点 * = 0 的 邻 域内 ,水 数 具 有 任意 大 的 值 , 既 可 
为 正 , 也 可 为 负 ; 这 是 无 穷 闻 断 性 的 最 简单 的 例子 ,关于 间断 性 的 
概念 ,我 们 将 在 后 面 讨论 ( 见 36 页 ). 

(d) 7 是 xz 的 平方 ， 

y 一 x 

如 所 周知 , 这 个 函数 是 由 一 条 抛物 线 来 表示 的 〈 见 图 1.16)， 

类 似 地 ， 函 数 》 一 妇 是 由 所 谓 立方 抛物 线 来 表示 的 ( 见 图 
1.17). 

单调 承 数 

一 个 函数 ， 如 果 对 于 某 一 区 间 内 的 一 切 * 值 取 相同 的 值 》 = 
“; 则 称 为 常数 〈 函 数 ); 它 在 图 形 上 是 由 一 条 水 平 线段 来 表示 的 ， 
如 果 一 个 函数 , 当 * 的 值 增加 时 y 值 也 由 总 是 增加 ， 即 当 ; x 二 x 时， 
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单调 函数 的 曲线 ， 当 * 在 定义 区 间 上 
按 增 加 方向 变动 时 ,总 是 上 升 ,或 者 总 
是 下 降 ( 见 图 1.18)。 单 调 函 数 总 是 把 
不 同 的 * 值 映 射 为 不 同 的 值 ， 也 就 
是 说 ,这 种 映射 是 一 对 一 的 映射 . 


得 和 


0 
图 1.16 抛物 线 
”如 果 由 y = f(x) 表示 的 曲线 关于 Y 轴 征 对 称 的 ， 即 如果 当 
* 一 一 4a 和 * = a 时 ,水 数 取 相 同 的 值 


图 1.17/ 三 次 沂 物 线 


> 


图 1.18 单调 函数 
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太一 xz) = f(x), 
我 们 将 此 水 数 称 为 偶 溺 数 。 例如 ,函数 y 三 ?是 偶 函 数 ( 见 图 
1.16)。 有 反之 ;如果 曲 线 关 于 坐标 原点 是 对 称 的 , 即 如 果 . 
1(—x*) = —f(x), 
我 们 则 将 此 水 数 称 为 奇 疯 数 ;例如 , 沙 数 y 二 x,y 一 x( 见 图 1.17) 


和 》 一 二 ( 见 图 1.15) 部 是 


奇 郑 数 . 

游 虑 一 下 不 等 式 的 几何 
表 不 靖 菠 是 有 益 的 .例如 ,不 
等 式 y 之 是 由 抛物 线 y 一 
x 上面 的 区 域 来 表示 的 (图 
1.19)， 中 心 在 坐标 原点 的 
单位 贺 的 内 部 ， 是 由 不 等 式 
科 十 帮 < 工 来 描述 的 (图 
1.20). 
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图 1.20 碾 十 只 <1 的 图 形 
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图 1.19 y > x 的 图 形 


几 个 不 等 式 贡 和 贡 摘 述 出 边 完 由 不 同 片段 组 成 的 比较 复杂 的 区 


域 ， 例如 ， 单位 贺 由 部 的 第 
一 "象限 ,由 下 列 一 组 同时 成 立 
的 不 等 式 来 揪 述 : : 

x 十 过 1], x 这 0, y 汪 0 
( 见 图 1.21)。 


d. 连续 性 


直观 解释 和 确切 表述 

上 面 考察 的 函数 和 图 形 ， 
展示 了 微 积分 中 的 一 种 最 重要 
的 性 质 一 一 连续 性 直观 地 看 
来 ， 连 续 性 指 的 是 自 变量 * 的 
微小 变化 只 能 引起 因 交 量 y = 
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j(x) 的 微小 变化 而 排除 了 YY 值 的 跳跃 ， 因此, 函数 的 图 形 是 由 一 
茶 曲 线 组 成 的 ， 反之 , 由 在 横 华 标 % 处 断 开 的 两 条 曲线 组 成 的 图 


'y 


图 1.21 xz 十 和 2<<1xy>0, >0 的 区 域 


1/100000,， 才 能 列 出 7 值 . 
但 是 ， 对 于 表 中 未 列 出 的 间 
隔 中 的 xz 值 所 相应 的 函数 
值 , 也 可 能 是 需要 的 。 这 时 
我 们 上 暗中 假定 ， 表 中 未 列 出 
的 函数 值 人 zxo)，, 同 表 中 出 现 
的 咒 近 的 * 所 对 应 的 尔 数 值 
f(x) 近似 相等 ,而 且 , 近 似 的 
程度 想 多 么 精确 就 可 多 么 精 


， 确 ， 只 需 表 中 的 x 值 彼此 之 


间 充 分 接近 . 


1) 读 作 “的 “signumz2 或 “sign”. 
“跳跃 ” 一 国 数 从 左右 两 边 趋 近 
二 ( 当 x 寺 0 时 ) 和 ?一 0( 当 xz 一 0 时 ) 这 
二 有 其 他 类 型 的 间断 件 ， 以 后 我 们 还 要 讨论 ， 


2) 在 数学 上 ， 


的 数值 并 不 部 与 九 xzo) 相等 ，y = 
一 半数 呈现 出 的 是 无穷” 同业 性 ， 


S37 a 


人 


形 y 二 f(x), 就 在 xz 处 出 现 
忠 跃 性 间断 。 例如 。 函 数 

f(x) = sgnx?: 当 x > 
0 时 f(x) 二 十 1, 当 x< 二 0 
时 fx) = 二 一 1, 以 及 0)= 
0， 在 Xo Q 处 具有 跳跃 性 
间断 气 见 图 1.22)， 

在 初等 数学 的 日 前 应 用 
中 实际 上 已 隐 含 者 连续 性 的 
概念 。 每 当 我 们 用 如 对 数 表 
或 三 角 孙 数 表 这 样 一 些 数 表 
来 描述 水 数 y = f(x) 时 ,只 


是 对 于 自 变量 * 值 的 “离散 ” 值 集合 ， 璧 如 说 其 间隔 为 /1000 或 


冰 数 fx) 在 处 的 连续 性 指 的 是 :， 当 x 充分 接近 和 时 ,fx ) 
辣 函 数值 信 xo) 相差 任意 小 . “充分 接近 ”和 “相差 任意 小 ”这 两 句 
话 是 不 大 明确 的 ,而 必须 用 定量 的 术语 也 以 严格 的 表述 ， 

我 们 事先 指定 任何 一 个 “精确 度 的 界限 "或 "容许 界限 ”、 即 任 
一 下 实数 6《 丐 论 多 和 必 小 )，、 为 了 使 得 f 在 x 具有 连续 性 , 我 们 要 
求 对 于 足够 接近 x 的 一 切 * 值 ( 或 与 mm 在 某 一 距离 8 之 内 的 一 切 
x 值 )， 帮 xs) 和 所 x0) 之 其 保持 在 这 个 寞 限 之 内 则 jx) 一 
f(x0)| = &. : 

如 果 把 了 解释 为 一 个 映射 ， 它 把 x 轴 上 各 点 * 上 映射 为 ”》 轴 上 
的 像 , 我 们 就 能 最 容易 形象 地 理解 连续 性 的 含 疮 是 什么 。 取 z* 轴 
上 的 任 一 氮 因 及 其 像 % 二 1xo)( 见 图 1.23). 我 们 在 y 轴 上 划 出 
以 所 加 为 中 心 的 任意 开 区 间 J。 如果 J 的 长 度 为 28, 则 J 了 中 的 各 
点 7》 同 yj 的 距离 均 小 于 se, 或 者 , 对 于 这 些 点 来 说 1y 一 | 二 8， 
1 中 ;或 者 , 能 够 在 * 轴 上 划 出 一 个 以 x6 为 中 心 的 区 间 7， 譬如 说 
区 同 x0 一 6 过 x 过 wo 十 6, 使 得 IT 中 的 每 一 个 点 * 的 像 f(x) 在 
] 中 ,因而 , |]f(x) 一 fx,)| 二 se， f(x) 在 x 的 连续 性 指 的 是 ， 对 
于 7 轴 上 点 % 二 0) 的 任意 6 令 域 /来 说 ， 能 够 在 x 轴 上 找到 
点 的 6 邻 域 7， 使 得 工 中 的 一 切 点 都 被 映射 为 了 中 的 点 0。 当 
然 ,这 只 是 对 于 * 轴 上 使 得 该 映射 有 定义 的 代 , 即 属于 f 的 定义 域 


备 


一 团 * 价 ,个 等 式 


1) 在 这 个 连续 性 的 定义 中 , 7 和 /是 两 个 区 间 ， 它 们 的 中 心 分 别 在 点 xo 和 yo. 在 
: 后 Xo 的 连续 性 的 分 析 定 义 用 距离 lx 一 zol 和 Iy 一 yo| 表述 是 很 方便 的 ， 但 
是 ， 如果 我 们 把 f 在 几 伍 上 解释 为 一 个 映射 , 这 个 定义 就 有 点 不 大 自然 了 。 用 
另 一 种 方式 同样 也 可 以 定义 y 三 f(x) 在 点 xo 的 连续 性 ， 即 要 求 : 对 于 y 轴 上 
每 一 个 包含 点 yo 二 (Xo) 的 开 区 间 J, 我 们 能 够 在 x 轴 上 找到 一 个 包含 点 xo 的 
开 区 图 i， 使 得 7 中 该 映射 有 定义 的 任何 一 点 * 的 像 ， 都 在 中， 这 两 个 定义 
的 等 价 性 的 证 明 留 给 读者 ,作为 一 个 简单 的 练习 ， 


9 3 了 4 9 


f(x) ~— f(x)| < 


J0 一 上 


图 1,23 映射 y= f(x) 在 点 zo 的 连续 性 


当 我 们 用 * 一 平面 上 的 图 形 来 表 


连续 性 的 几何 解 


释 赴 很 有 用 的 ( 见 图 1.24). 设 P 一 《%,, yo) 是 函数 图 形 上 的 一 个 


f HT, 


人 


扩 。 这 时 ,满足 % 一 8 二 y 过 yo 十 6 的 各 点 《x,y) 构成 一 个 包 


含 点 B 的 水 平 “ 长 条 ”J. 


给 定 任何 一 


f 在 2 的 连续 性 指 的 是 ; 


-人 Xo x0+6 


图 1.24 7 一 f(x) 在 后 0 的 入 续 性 


了 3 了 4。 


一 ur ii 加 a 


个 这 样 的 水 平 长 条 J， 无 论 ] 多 么 罕 ， 我 们 都 能 找到 一 个 由 和 一 
6 二 x 过 wo 十 6 给 出 的 足够 军 的 垂直 长 条 了 T， 使 得 处 于 工 内 的 每 
一 个 图 形 上 的 点 ,也 在 7 内 . 
作为 一 个 例证 ,我 们 芳 虑 线性 函数 f(x) = 5x 十 3; 这 时 有 
fx) — fCx0)) = |Gz 十 3) 一 (5xo 十 3)| = 5]x — xo), 
此 式 表 明 , 肌 射 y= 5x 十 3 把 距离 放大 到 五 倍 。 这 里 , 对 于 满足 


一 2 一 = 的 一 切 x, 显然 有 [f(x) 一 fCxo)| < s。 因 此 ， 如果 


我 们 选取 5 = = (当然 ,任何 正 数 5 二 = 也 都 是 可 以 选取 的 ), 则 


f(x) 在 点 to 的 连续 性 条 件 被 满足 ;这 时 ,区 间 x6 一 5 二 + 过 x 十 
6 中 任何 一 点 的 像 , 都 在 区 间 yj 一 8 二 9 二 yo 十 8 之 中 ， 在 这 个 
”例子 里 , 对 于 “充分 小 的 ”|x 一 zl, 距离 jy 一 pp| 是 “任意 小 的 ” 
这 一 句 话 ,能 够 赋予 非常 明确 的 意义 ;事实 上 ,如 果 这 里 的 |x 一 xo| 
不 超过 |y 一 yo| 之 值 的 五 分 之 一 , 那么 它 就 是 充分 小 的 . 

因数 jx) = x? 可 以 作为 另 一 个 例子 。 这 里 ,对 于 |x 一 如 [<< 
6, 我 们 有 

| fr) 一 fCxo) | 一 正 过 一 x? | 一 [x 一 Xo | |2xo 十 (x 一 x0) | 

< jx 一 xpj 2jxoj 十 jx 一 xoj) 委 6(2jxoj 十 5). 

于 是 可 以 立即 证 明 , 如 果 我 们 选取 6 = 一 |x,| 十 Ms 十 |xol?， 则 
满足 条 件 I(x) 一 fCx0)| 二 s. 

直观 看 来 ， 连 续 性 的 概念 似乎 是 显然 的 而 不 需要 和 解释， 但 是 
严格 的 表述 起 初 可 能 会 感到 有 点 难于 领会 ,因为 要 认可 象 “能 够 找 
到 ”和 "任意 选取 ”这 样 的 一 些 话 。 但 是 ,最 初 满足 于 连续 性 的 一 些 
直观 概念 的 读者 ， 将 会 逐渐 地 学 会 理解 这 一 分 析 定 义 在 逻辑 上 的 
严格 性 和 普遍 性 ， 这 一 分 析 定 义 力 是 为 了 把 直观 理解 和 有 逻辑 上 的 
透彻 两 方面 的 需要 统一 起 来 而 进行 长 期 不 懈 努 力 的 结果 .归根 到 
底 ， 连续 性 ”一 词 的 严格 意义 是 不 可 缺少 的 ;这 里 所 给 出 的 分 析 定 
义 , 便 是 对 函数 的 一 种 重要 性 质 的 必 不 可 少 的 表述 ， 

对 于 初学 者 来 说 ， 还 应 强调 指出 : “小 ?并 不 是 一 个 数 的 绝对 
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指标 ;而 “任意 小 * 这 一 术语 指 的 却 是 这 样 一 个 数 , 这 个 数 开始 时 并 
不 固定 而 可 以 取 任何 正 值 , 并 且 为 了 更 加 逼近 芒 xo)， 这 个 数 还 可 
以 相继 取 更 小 的 值 , “充分 小 ” 指 的 是 数 8, 这 个 数 必 须 进行 调整 ， 
以 便 适 应 由 另 一 个 数 。 事先 决定 的 容许 界限 ， 

举例 说 明 连 续 性 和 间断 性 ， 我 们 可 以 通过 不 满足 上 述 连 续 性 


定义 的 间 新 纯 数 的 例 于 来 进行 对 比 ， 以 便 进 一 步 说 明 这 个 定义 ， 


， ”回顾 一 下 第 32 页 上 关于 函数 f(x) 二 sgn x 的 简单 例子 , 显然 ,对 于 


任何 x。 关 0, 根据 上 述 s，5- 定 义 , 这 个 函数 是 连续 的 ,事实 上 ,不 
论 选 定 的 8 多么 小 ,都 可 取 常 数 5 = | 种 |。 但是, 当 xo 一 0 时 ,如 
果 s 小 于 1, 则 根本 找 不 到 3, 因为 对 于 每 一 个 不 等 于 零 的 x, 不 论 
zx 多 么 接近 于 零 , 均 有 |f(x) 一 0)| = |f(x)| = 二 1>&. 

| 函数 sgn x 一 例 说 明 在 一 点 
跃 性 间断 ,在 这 种 情况 下 , 当 * 趋 近 于 # 时 ,f(x) 从 左边 和 从 右边 趋 
近 于 两 个 极限 值 ,但 是 这 两 个 极限 值 或 者 彼此 不 相等 ,或 者 不 等 于 
点 处 的 了 值 ?. 于 是 在 x* 二 处 图 形 出 现 闻 断 ， 图 1.254 和 画 
出 了 另 一 些 具有 跳 牙 性 间断 的 曲线 ;这些 函 数 的 定义 由 图 便 可 得 
2 


(b) 
图 1.25 


1) 极限 的 严格 定义 将 在 1,7 节 给 出 ; 这 里 对 于 直观 概念 所 微 的 描述 性 的 说 明 已 经 
”是 足够 的 了 . z 
2) 在 所 举 的 这 些 跳 路 性 间断 的 例子 中 ,在 间断 点 处 函数 从 右边 和 从 左边 趋 近 的 极 

限 具 有 不 同 的 值 。 由 
当 x 闻 0 时 x) = 二 0， 当 x = 二 0 时 fx) = 1 定义 的 泣 数 jCx)， 可 作为 一 
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在 这 类 跳跃 性 间断 的 情形 中 ， 从 右边 和 从 左边 趋 近 的 函数 极 
限 都 存在 。 现在 , 我 们 米 考虑 间断 性 的 另 一 些 情况 ， 其 中 最 重要 
的 是 无 穷 大 间断 性 ， 这 些 间断 性 正 象 函 数 二 和 三 在 点 * 一 0 所 


显示 的 那样; 当 + 一 0 时 ,函数 的 绝对 信 |f(e) | 增 大 并 超出 任何 办 
限 ， 当 * 从 右边 和 从 左边 趋 近 于 坐标 原点 时 , 浮 数 二 分 别 取 正 什 


和 负 值 , 且 其 增 大 的 数值 超出 了 任何 界限 ， 另 一 方面 ,函数 一 在 . 


成 + 二 0 长 有 无 穷 间 断 性 , 当 * 从 两 边 趋 近 于 坐标 原点 时 ， 函 数值 
人 多 网 1.26 和 图 1.27)。， 图 1.27 所 表示 


的 函数 一 一 ， 仁 + 一 1 和 x 二 一 1 两 处 部 具有 无 穷 同 断 性 ， 


y 


个 浅显 的 例子 来 镶 明 另 一 种 跳跃 性 间断 ,这 寺 ,， 由 两 边 趋 近 的 极限 彼此 相等 ,但 
是 不 等 于 间断 点 5 上 了 的 值 ， 于 是 ， 人 入 强 一 个 呈 移 泰 稀奇 上 《通常 称 可 去 
间断 瓜 。 译 者 注 少 则 我 们 能 够 使 得 了 在 这 一 点 上 成 为 连续 的 ， 只 须 改变 f 在 点 
§ 的 值 ,使 得 它 同 由 两 边 趋 近 的 极限 值 相等 , 
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图 1.27 


另 一 种 类 型 的 间断 性 是 该 点 的 左 、 右 极限 都 不 存在 的 情形 . 例 
如 图 1.28 所 示 的 “ 逐 段 线性 ” 偶 函数 y 一 f(x)， 它 定义 如 下 对 


“于 形 如 土 坟 《其 中 为 任何 整数 ) 的 * 值 。 交 替 取 值 +1 和 一 1; 


(+) = (一 D" 在 每 一 个 区 间 -5 <*<< 寺 或 一 二 之 


Dt! 


二 一 一 一 之 中 ,函数 f(x) 是 线性 的 ,( 取 到 十 1 和 一 1 之 间 的 一 


n+l 

切 值 . ) 因此 ， 当 * 越 来 越 接近 点 * = 0 时 ， 这 个 函数 在 十 1 和 

一 1 二 值 之 间 越 来 越 快 地 上 下 摆动 , 且 在 接近 点 * = 0 的 邻 域内 ， 

这 种 摆动 出 现 了 无 限 多 次 。 光滑 曲线 也 会 呈现 同样 的 性 质 (图 

”1.29)。，[ 这 里 ，f(*) 实际 上 是 由 一 个 封闭 形式 的 公式 f(x) = 
sin 一 给 出 的 , 其 中 正 艾 函数 我 们 将 在 第 52 页 中 适当 地 定义 .] 

下 述 的 逐 段 线性 函数 是 与 此 相反 的 一 个 例子 ， 此 函数 对 于 一 
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切 整 数 取 值 攻 土 汪 ) 一 (一 荆 ) ,而 对 于 其 间 的 * 值 则 是 线性 


的 ( 见 图 1.30)。 这 里 , 如 果 我 们 令 f(x) 在 点 x 二 0 的 值 为 0. 则 
f(x) 在 这 一 点 仍然 是 连续 的 ， 在 坐标 原点 的 邻 域内 。 函数 上 下 择 


» 39 4 


/ 
4 
~、、 / 
\ / 
\ / 
1 
7 
、 / 
、 / 
和 pa 
、 pp4 
AN pe 
A 
- 年 DO ~ ~ 
-7 Yohd \/ I 2 
> \ 
/ 、 z 
7 \ 
/ ~\、 
/ ~ 
4 \ 
~、 
/A 、 
pa \ 
pa BD 
、 
A ~、 
~、 
\ 
\ 
、 


图 1.30 不 连续 的 摆动 项 数 


” 动 无 限 多 次 ,而 当 * 趋 近 于 坐标 原点 时 ,这 些 摆动 的 振幅 可 为 任意 
小 ， 又 ,对 于 函数 》 一 xsin 一 来 说 ,情况 相同 ( 见 图 131)， 


这 些 例子 表明 : 活 续 性 可 以 有 各 种 各 样 值得 注意 的 可 能 性 ， 
而 与 我 们 朴素 的 直觉 是 不 很 相同 的 ， 

可 未 间断 点 

刚才 已 经 指出 可 能 会 发 生 这 种 情 况 : 在 某 一 点 , 辟 如 说 x 二 0， 
函数 不 是 按 原 有 的 规律 定义 的 ， 例 如 上 面 讨论 中 后 面 一 些 例 子 . 
在 这 样 的 点 上 如 果 我 们 规定 函数 取 任 何 所 希望 的 值 ， 那 末 便 可 将 
函数 的 定义 域 随意 延 拓 .在 最 后 一 个 例 中 ,我 们 可 以 这 样 来 定义 ， 
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图 1.31 连续 的 摆动 库 数 


使 得 函数 在 点 *=0 也 是 连续 的 , 即 当 *= 一 0 时 , 取 /一 0， 事 实 上 ， 
. 只 要 是 左 极限 和 右 极限 二 者 都 存在 ,并 且 被 此 相等 ,我 们 就 可 以 定 

义 类 似 的 连续 延 拓 ; 此 时 ,为 了 使 得 函数 在 有 问题 的 点 上 成 为 连续 
的 , 只 须 令 这 一 点 上 的 函数 值 等 于 左 、 右 极限 .也 就 是 说 , 不 论 在 
* 二 0 处 的 定义 所 形成 的 间断 性 是 怎样 的 ,只 要 适当 规定 函数 的 值 


fC0), 这 种 间断 性 就 可 移 去 的 "了 ， 然 而 ,对 于 函数 》 一 sin 二 和 


图 1.28 中 的 函数 ,这 是 不 可 能 做 到 的 。 因 为 在 * = 0 处 不 论 规定 
函数 取 什 么 值 , 延 拓 后 的 函数 都 是 不 连续 的 ， 
连续 性 的 模 ， 一 致 连续 性 


在 关于 函数 f(x) 在 点 x 连续 的 定义 中 ,要求 对 每 一 个 精确 
度 s > 0, 存在 量 5 > 0( 所 谓 连 续 性 的 模 ?)， 当 x 在 的 定义 域 


1) 以 下 简称 连续 模 ， 一 一 译 者 注 
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中 并 满足 lt 一 xo 二 5 时 , 有 |f(x) 一 fCxo)| < e。 连续 性 的 模 
表明 了 了 对 x 的 变化 的 敏感 度 ， 显 然 这 样 的 连续 模 8 决 不 是 唯一 
的 ; 它 总 是 能 用 任何 更 小 的 正 值 8 来 代替 (对 于 相同 的 x。 和 8 )， 
因为 当 jx 一 xo 二 6 时 也 一 定 有 jx 一 zol 三 5， 所 以 |f(x) 一 
f(xo)| 二 &。 对 于 各 种 实际 居 的 ,如 在 数值 计算 中 ,我 们 所 关心 的 
可 能 是 6 的 特定 选择 ; 例如 , 6 的 最 大 值 ， 但 另 一 方面 , 如 果 我 们 
仅仅 想 要 证 实 1 在 x 是 连续 的 这 一 事实 , 那么 只 须 对 于 每 一 个 正 
的 8 找 出 任何 一 个 连续 模 即 可 . 
如 前 述 例 中 所 示 ， 一 般 说 来 ， 这 个 6 = 5(e) 不 仅 依赖 于 es， 
而 且 还 依赖 于 zx 的 值 。 当然 ， 我们 不 必 考 虚 所 有 的 正信 8, 而 总 
可 以 只 限于 考虑 充分 小 的 e, 譬如 说 e < sol 对 于 任意 给 定 的 80)， 
因为 当 s > go 时, 我们 可 以 就 取 8 == 8 时 相同 的 连续 模 。 类 似 
地 ， 我 们 只 需 考 虑 了 的 定义 域 中 处 于 因 的 任意 邻 域 里 的 点 x， 尽 
如 说 满足 |x 一 xo| 二 2 的 那些 点 ,因为 ,任何 连续 模 5, 总 是 可 以 
用 不 超过 6 的 更 小 的 一 个 模 来 代替 . f 在 x 的 连续 性 是 一 种 局 
部 的 性 质 ， 也 就 是 说 , 这 种 性 质 只 同 的 某 个 无 论 多 么 小 的 邻 域 ， 
内 的 f 值 有 关 ， : 
我 们 已 经 看 到 ,函数 f 对 于 某 些 点 可 以 是 连续 的 ,而 对 于 另 一 
“ 些 点 则 可 能 是 间断 的 。 如 果 一 个 函数 在 某 个 区 间 的 每 一 点 上 都 是 
连续 的 , 则 称 此 函数 在 该 区 间 上 是 连续 的 。 这 时 ,对 于 区 间 的 每 一 
点 如 来 说 , 我 们 都 有 连续 模 8 = 6(e), 它 可 能 随 x 而 变化 , 并 反 
喘 了 在 不 同 的 点 x 附近 ?> 随 * 变 化 而 变化 的 不 同 速率 . 
”如 果 对 于 某 个 区 间 , 我 们 能 够 找到 统一 的 ( 即 不 依赖 于 区 间 中 
A x 的) 连续 模 8 = 5(e), 则 称 f 在 此 区 间 上 是 一 致 连续 
的， 因此， 如 果 对 于 每 一 个 正 数 6， 存在 一 个 正 数 6, 使 得 CGO) 一 
加 jy 二 e， 其 中 * 和 % 是 某 个 区 间 中 满足 |x+ 一 wo| <6 的 任何 
两 个 点 , 则 f(x) 在 此 区 间 上 是 一 致 连续 的 . 
对 于 一 致 连续 函数 y 二 f(x) 来 说 ， 不 论点 x 在 区 闻 中 位 
置 如 何 ， 只 要 这 些 x 彼此 充分 接近 ， 则 相应 的 y 值 之 差 为 “任意 
小 *。 在 某 些 方面 ,一 致 连续 性 比 单纯 的 局 部 连续 性 更 接近 于 直观 
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的 概念 ， / 
例如 ,图 数 (5) 一 5x + 3， 对 于 自 变量 的 一 切 人 来 湾 , 是 一 
到 连续 的 ,因为 当 取 lx 一 | < 过时，|1Co) 一 xD| 一 5lz 一 


xro| < es， 于 是 5Ce) 一 -一 8 二 


商 数 x) 三 在 * 的 无 限 区 闻 上 显然 不 是 一 臻 连续 的 ， 
为 积 清楚， 只 要 * 充分 大 ,，z 的 艇 小 改变 能 够 引起 的 任意 大 的 
改变 。 看 一 看 整数 * 的 平方 数 表 便 可 得 知 , 当 x 增加 时 ,相继 的 平 
方 数目 隔 越 来 越 大 。 但 征 , 如 采 我 们 只 芳 虑 属于 轿 定 的 有 限 财 区 
国 [2 25] 的 各 对 后 x*, 加 值 , 则 可 找到 一 致 的 连续 模 ， 事实 上 ， 当 
x 一 xo| 二 6 时 ,我 们 有 

[f(x) — fr)| = x Co xi| = |x zxollx 二 wo) 

<21#— wilb]l + 1ol) <230)8| + zl) =s, 


各 个 取 8 一 了]5] 二 


对 于 函数 (x) 一 浅 《( 当 x 关 0 时 ), fC0) 一 0, 也 会 出 现 同样 
的 情况 ， 让 我 们 芳 虑 使 得 此 函数 在 其 中 处 处 连续 的 有 界 闭 区 闻 
a 过 x Eb. 这 样 的 区 间 不 能 包含 坐标 原点 ,因为 坐标 原点 是 间断 


”点 ,因此 a 和 必须 具 有 相同 的 符号 ， 假 设 a 和 6。 都 是 正 值 。 那 
么 ,对 于 属于 此 区 间 并 满足 1z* 一 xo| 二 6 的 x 和 zxo, 我 们 有 


1 1 = |x—x|— < =, 
* Xo [xol |x| a 


如 果 取 5 = we。 所 以 ,此 函数 在 区 间 [4, 5] 上 是 一 至 连续 的 . 当 
然 ,这 也 同时 证 明了 函数 f(x) = 一 对 于 每 一 个 点 % > 0 来 说 是 
连续 的 。 因为 ， 每 一 个 这 样 的 点 m 都 能 被 包含 在 某 个 区 间 a < 
z 一 六 之 中 ,0 均 为 正 数 。 如 果 我 们 将 * 限制 在 一 个 属于 此 区 
间 中 的 的 邻 域内 , 则 表达 式 6 一 “ze 是 函数 在 xm 的 连续 模 . 

上 述 各 例 中 的 连续 函数 ， 在 定义 域 中 的 任何 有 界 闭 区 间 上 是 
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连续 的 ， 实际 上 , 它 表 明了 一 个 普 授 事实" 
人 如 果 在 一 个 有 界 闭 区 间 上 是 连续 的 ， 司 然 在 此 区 间 


主 如 上 述 六 数 民 的 例子 所 表明 的 ， 区 有 办 这 个 限制 是 不 可 
缺少 的 ， 同 样 ,我 们 必须 规定 区 间 是 闭 的 ;例如 ,函数 y < 十 在 开 


区 间 0<*< 1 中 是 连续 的 ,但 是 在 此 区 则 中 并 不 是 一 致 连续 的 : 
只 宙 * 充分 接近 化 标 原点 ， 则 * 的 任意 小 的 改变 就 能 引起 3 的 任 
壮大 的 改变 ， 因 为 假如 说 对 于 区 间 (0, 1) 来 说 存在 一 致 的 连续 模 


8(s), 那 示 我们 就 可 取 例 如 xo 二 5,x = 六 显然 , 只 要 充分 


小 ， 圭一 二 一 车 便 大 于 任何 预先 指定 的 8。 结 果 就 与 存在 着 


一 致 的 6(e) 这 一 假设 相 巴 盾 ， 
李 普 希 北 (Lipschitz) 连续 性 一 堆 尔 德尔 (Haldsr> 连 续 性 
在 上 述 关 于 区 间 [es， 2 上 的 一 致 连续 函数 各 例 中 ， 我 们 找到 
的 是 一 个 特别 简单 的 连续 模 , 即 与 s 成 正比 的 5(e)， 这 一 事实 的 
最 一 般 情 况 ， 就 是 由 所 谓 按 李 善 希 北 疼 连 续 的 函数 f(x) 来 表示 的 。 
针对 于 区 间 [a, 61 上 的 一 切 x1, x;, 以 及 同 定 的 值 工 , 孙 数 满足 如 
下 形式 的 不 等 式 : 

[Hx2) 一 Kx) <LIx,— x 
《所谓 李 普 希 兹 条 件 )。 李 普 希 兹 连续 性 的 含义 是 ,对 于 区 间 [e :2] 
的 任何 两 个 不 同 的 点 构成 的 “ 差 商 ” 

[ee 一 fx 
其 绝对 值 决 不 起 过 一 个 回 定 的 有 限 值 工 ,或 者 说 映射 y = f(x) 把 
x 的 加 再 最 多 放大 到 LL 们 .显然 ， ia 


函数 来 说 , 表达 式 5(s) 一 二 是 连续 楼 ,因为 当 |x 一 | < 二 
1 证 朋 在 补 篇 中 (第 106 页 ) 给 出 . 


和 44 。 


时 ,|fCx2) 一 fxi)1<e。 反 之 ,具有 与 8 成 正比 的 连续 模 , 警 如 说 
5(e) 一 ce 的 任何 函数 , 部 是 李 普 希 兹 连续 的 ,此 时 工 = 二 


“~ 宪 第 二 章 中 将 会 看 到 ,我 们 所 过 到 的 多 数 函数 ， 除了 在 若干 独立 点 以 外 ， 
都 是 李 普 希 兹 连续 的 ,因为 它们 的 导数 在 不 包含 这 些 孤 立 点 的 任何 闭 区 间 中 
都 是 有 界 的 。 但 是 李 普 希 兹 连续 性 对 于 一 致 连续 性 来 说 ,只 是 充分 条 件 , 币 
不 是 必要 条 件 。f(x) = Vx ( 当 *x 之 0 时 ) 和 在 xeo= 0 附近 给 出 了 是 一 至 
连续 函数 但 不 是 李 普 希 兹 连续 函数 的 一 个 最 简单 的 例子 ， 这 里 , 当 * 充分 小 
时 , 差 商 : 

人 xz) 一 fA(0) 1 


Np 


+ 一 Vr 

变 为 任意 大 ， 因 而 不 能 以 国定 的 常数 工 为 界 。 所 以 不 可 能 选取 与 8 成 正比 
的 5(8); 但 是 ,对 于 这 个 尔 数 来 说 ,存在 男 为 外 的 看 线性 的 连续 模 , 例如 9(6) 一 
8 。 

函数 VY * 属于 称 为 “ 誉 尔 德尔 连续 ”的 一 一 天 图 数 ,这 一 类 汲 数 对 于 在 区 间 
土 的 一 切 *,, *, 满足 堆 尔 德尔 条 件 ” 

[f(x2) — Hr) | Ll xi), 

其 中 工 和 a 是 固定 的 常数 ,而 这 个 “ 霍 尔 德尔 指数 ”o 的 取信 限于 0<ag1. 
对 于 塞 尔 伪 尔 指数 的 特定 值 «a = 1, 则 得 到 李 普 希 兹 连续 函数 ， 


显然 ，5 = L765 是 埠 尔 德尔 连续 函数 f 可 能 有 的 连续 模 ; 这 里 6 与 63 
成 正比 ,而 不 与 本 身 成 正比 ，。 函 数 j(*) = V7 是 志 尔 德尔 连续 的 ， 其 指 


数 «= 二 ， 这 一 点 可 由 不 等 式 


VS 
得 知 ,因为 只 要 注意 到 
[Vx 一 Vi Ve + Vr | 
并 乘 以 | Vx， 一 Vx |, 便 可 推出 ， 于 是 便 得 到 Vx* 的 连续 横 6(8) = s*, 正 
如 前 面 所 指出 的 ， 
更 一 般 地 ,分 数 害 Kx)=x" ( 当 0<w<1 时 ) 是 起 尔 德尔 连续 的 。 其 淖尔 
德尔 指数 为 w。 / / 
霍 尔 德尔 连续 函数 , 仍 未 将 一 切 一 致 连续 的 函数 包括 无 遗 、 我 们 不 难 建 
立 一 些 连续 隧 数 的 例子 ， 对 于 它们 来 说 ，。 的 罕 不 能 够 作为 连续 模 ，( 见 第 
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126 页 , 问题 13 。) 


”@. 中 间 值 定理 ， 上 反 漳 数 


一 个 连续 的 、 因 而 就 不 存在 “跳跃 ”的 函数 ,如 果 不 经 过 所 有 中 
同 的 值 ,就 不 能 从 一 个 值 变 到 另 一 个 值 ,这 一 点 在 直观 上 是 没有 疑 
问 的 ， 这 一 事实 ,可 由 所 谓 中 间 值 定理 来 表达 (定理 的 严格 证 明 在 
补 篇 中 给 出 ; 见 第 107 页 )， 


日 
者 


和 


在 几何 上 渴 行 解 条 时， 中 间 值 定理 表示 如 果 连 续 函 数 f 的 
图 形 上 的 两 个 点 Ca, f(a)) 和 (5, 1(5)) 位 于 与 * 轴 平 行 的 线 7 一 
7 的 两 人 出， 则 此 平行 线 同 函数 的 图 形 相 交 于 其 一 个 中 间 点 〈 兄 图 
1.32 )。 当 然 , 也 可 能 存在 多 个 交点 。 在 某 些 重要 的 情况 下 , 即 当 
” 销 数 x) 在 整个 区 | 同上 单调 增加 或 持 调 臧 少时 ,只 能 有 一 个 交点 ， 
因为 这 时 对 于 两 个 不 同 的 了 值 , 了 不 能 取 相 同 的 值 ?7. 


图 1.32 中间 值 定理 
我 们 取 国 数 f(x) 一 x 作为 一 个 例子 ， 这 个 通 数 在 区 间 1 < 
，46 ， 


* 委 2 上 是 单调 增加 和 连续 的 。 这 里 , f(1) 一 1, 2) 一 4 取 1 
和 4 之 闻 的 数值 2 作为 2, 我 们 看 出 ,在 1 和 2 之 间 存 在 唯一 的 5， 
使 得 8 二 2， 当 然 ,这 个 数 是 由 W 2 来 表示 的 ， 

有 反 阅 数 科 连 续 性 

对 于 定义 在 区 间 a x 达 4 上 的 任何 单调 增加 的 连续 函数 
f(x) 来 说 ,我 们 看 出 ,对 于 每 一 个 满足 f(x) 二 7 筷 1(5) 的 正好 
存在 一 个 满足 a 魏 皇 委 2 的 8, 使 得 5) = 加, 设 o= f(a), == 
f(5)， 因 为 是 由 唯一 确定 的 ,所 以 这 就 表示 出 : 一 个 定义 在 闭 
区 间 fw, 6] 上 变 元 为 7 的 函数 5 二 g(7)。 我 们 称 这 个 函数 8 为 
f 的 反 函数 ， 因 为 较 大 的 5 对 应 着 较 大 的 = 5), 所 以 函数 2 
仍然 是 单调 增加 的 。 不 难 证 明 , 反 函数 8 也 是 连续 的 ,| 

事实 上 j 设 7 是 a 和 8 之 间 的 任 一 值 ( 见 图 1.33)， 这 时 ,& = 
97) 必然 位 于 4 二 gCa) 和 4 一 g(8) 之 间 ， 设 8 是 给 定 的 正 数 ，- 


图 1.33 ”单调 连续 函数 的 反 项 数 的 连续 性 . 


1) 上 述 中 间 值 定理 ,对 于 开 区 间 f(a)<w</(8) 中 的 7 选 定 了 .而 对 于 二 fe) 
或 了 = 1(6), 我 们 当然 只 需 取 5 =a 或 吉 二 5 


® 才 


日 和 - 


我 们 可 以 假设 。 是 如 此 之 小 ， 以 致 v 二 5 一 二 5 十 8 二 5， 我 
们 必须 证 明 , 对 于 所 有 充分 接近 7 的 y, 1g(y) 一 g(7)| 天 s， 因 
为 了 是 增加 的 , 所 以 5 = 人 85) 位 于 1 一 2)= 4 和 fl 十 E) 一 
B 两 值 之 则 ,于 是 我 们 能 够 找到 如 此 之 小 的 5, 使 得 
4<7T 一 <7 十 5 一 也 
如 未 ? 征 满足 7 一 5<》<?7 士 5 的 任何 值 ， 而 zx 一 8y)， 我 们 
则 有 4 二 yy 二 B, 包 以 gC(A) < gy) < 8g(B), BE 8 < g(y) 
5 十 8, 或 者 jg) 一 gC《7)| 二 e。 当 7 是 8 的 定义 区 间 的 端 
点 8% 和 8 之 一 时 ,同样 的 证 明 , 稍 作 更 动 , 仍 可 采用 ， 
关系 式 y 二 f(x) 和 x 二 g(y) 是 等 价 的 ， 并且 在 x, 7 平面 上 
是 由 同样 的 图 形 来 表示 的 ; 在 +, 7 平面 上 满足 y = f(x) 的 点 (x， 
y), 和 那些 满足 x = g(y) 的 点 是 同样 的 .如果 按 通常 习惯 的 方式 
将 函数 8 表示 为 y = 二 g(x), 我 们 则 必须 交换 上 和? 的 位 置 ;这 时 ， 
取 y = fx) 的 图 形 相 对 于 直线 y= 二 x 对称 的 宰 纱 ， 便 得 到 yy = 
g(x) 的 图 形 , 例 如 , 尔 数 用 x) 二 x? ( 当 x 之 0 时 ) 的 图 形 ,和 反 消 数 
g(“) 一 V *( 当 * 之 0 时 ) 的 图 形 , 便 是 如 此 ( 见 图 1.34). 


图 1.234 皮 吧 数 
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1.3 初等 函数 
a. 有 理 函 数 


现在 我 们 来 简略 地 回顾 一 下 熟知 的 初 等 函数 。 最 和 倘 单 的 一 类 
函数 是 通过 反复 进行 初等 运算 一 一 加 法 和 乘法 而 得 到 的 。 如 果 我 
们 把 这 些 运 算 用 到 自 变 记 * 和 一 组 实数 a1, … , a, 上， 便 得 到 多 

yy 二 40 十 ax 十 十 0 

多 项 式 是 数学 分 析 中 最 简单 的 水 数 ,而 从 某 种 意义 上 有 末 说 ,也 
尽 基本 的 水 数 . 

两 个 这 柱 的 多 项 式 组 成 如 下 形式 的 阿 : 
do qr."* 十 4anx" 

已 十 2X 十 ， .… 十 户 xm 
就 是 一 般 的 有 理 函 数 ; 有 理 函 数 在 分 母 不 为 零 的 所 有 点 上 都 有 定 
久 。 


Pi 
rr 


最 简单 的 多 项 式 ,久生 性 函数 
: yy 一 ax 十 5， 
企图 上 十 由 一 条 直线 来 表示 的 ， 每 一 个 二 次 函数 
一 0X 十 px 十 ec 
是 由 一 条 抛物 线 来 表示 的 . 三 次 多 项 式 
y 一 ax 二 br: 十 cx 二 4d 
的 图 形 , 有 时 也 称 为 三 次 抛物 线 ,等 等 . 
在 图 1.35 上 给 出 了 昭 数 y 一 x” 当 指数 n= 二 1,2,3, 4 时 的 图 
形 , 当 # 为 偶数 时 ， 喘 数 y 二 x 满足 方程 所 一 +) 一 f(x), 因而 是 
偶遇 数 ; 当 7 为 丙 数 时 ,此 冰 数 满足 杀 作 人 一 *) 一 一 (x) ,因而 是 
夷 函数 ， 
第 28 页 上 提 到 过 的 函数 y = 一 , 力 是 有 理 水 数 ( 除 多 项 式 外 ) 


最 全 单 的 例 于， 其 图 形 是 等 轴 双 曲线 另 一 个 例子 是 函数 y 一 
三 ( 见 图 126, 第 37 页 ). : 
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b. 代数 函数 


为 了 解决 寻求 有 理 函 数 的 反 函数 问题 ， 我 们 就 不 得 不 超出 有 
理 函 数 集合 的 范围 ， 其 典型 实例 是 函数 VY + 一 一 x" 的 反 函 数 .不 
难看 出 , 当 * 之 0 时 , 函数 y == *" 是 单调 增加 的 和 连续 的 , 因此 ， 
” 它 具 有 单 值 的 反 函数 ,我 们 用 符号 x 一 VY 来 表示 ， 而 如 果 交 换 
因 变量 和 自 变量 所 用 的 字母 , 则 可 用 符号 
z y 一 Vr 
来 表示 .根据 定义 ,这 个 根 总 是 非 负 的 . 当 ”为 奇数 时 ,对 于 所 有 的 
* 值 (包括 负 值 ) 来 说 ， 函 数 x 是 单调 的 。 因此 ， 当 ”为 奇数 时 ， 
我 们 可 以 把 Vx 的 定义 唯一 地 扩充 到 所 有 的 * 值 ; 在 这 种 情况 
下 ,对 于 负 的 * 值 来 说 , V * 是 负 的 。 


。5f 。 


更 一 般 地 ,我 们 可 以 芳 虑 
y = VR(Y), 

其 中 R(x) 是 有 理 函 数 . 如 果 对 一 个 或 几 个 这 种 特殊 的 国 数 进行 
有 理 运 算 , 则 可 构成 更 多 的 同类 型 的 函数 。 例 如 ;我们 可 以 这 梓 采 
一 xy HT yy Wi 十 1. 

这 些 函数 都 是 代数 函数 的 特殊 情况 。〔 代 数 函数 的 一 般 概念 将 在 

第 二 卷 中 来 定义 ,) 


ec. 三 角 函 数 


有 理 函 数 和 代数 函数 是 由 初等 运算 直接 定义 的 ， 而 几何 学 则 
和 各 人 汪 人 门 加 最， 这 
政 区 数 | 

在 分 析 研 究 中 ， 一 个 角 不 是 用 度 \、 分 和 秒 来 度量 的 , 而 是 用 弧 
度 来 度量 的 ， 我 们 把 要 度量 的 角 的 顶点 , 放 在 半径 为 工 的 圆 的 中 
心 , 向 取 此 和 角 所 割 的 贺 弧 的 长 度 来 度量 此 角 的 大 小 ?， 因 此 , 180° 


的 角 同 = 弧度 的 角 是 一 样 的 ( 即 具有 x 弧度 ), 90。 的 角 具 有 = 弧 


度 , 45° 的 角 具 有 弧度 , 360° 的 角 具 有 2zx 弧 度 。 反之 ,1 弧度 
的 角 , 如果 用 度数 来 量 , 则 为 
139_， 或 者 近似 于 57°1745”. 
今后 , 当 我 们 说 到 角 x 有 时 , 指 的 则 是 弧度 为 * 的 角 ， 
我 们 简略 地 回顾 一 下 三 角 国 数 sinx, cosx*, tgx, Cig YX 的 意 
义 ), 这 些 函 数 表示 在 图 1.36 上 , 其 中 , 角 * 是 从 (长 度 为 工 的 ) 线 


1)“ 超 越 ” 一 词 并 非 意味 着 任何 特殊 深奥 与 神秘 ， 它 仅 仪 指出 这 些 函数 的 定义 超出 
了 初等 运算 ， 
2) 的 隐 度 世 可 宪 六 为 化 轩 上 人 所 对 的 和 型 和 的 两 


3) 引 和 信函 数 sec r= 二 cosecx 一 一， 有 了 时 也 很 方便 ， 
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图 1.36 三 角 浮 数 

”” 段 0C 量 起 的 ,并 且 认 为 反 时 和 针 方向 上 的 角 是 正 的 ,水 数 cosx 和 
”sinx 是 点 4 的 两 个 直角 坐标 。 在 图 1.37 和 1.38 上 ， 给 出 了 水 数 
sinX, coOsx, tgx, ctg 的 图 形 ， 


以 后 ( 见 第 228 页 ), 我 们 还 能 用 分 析 的 定义 来 代替 几何 的 定 


d. 指数 函数 和 对 数 函 数 
除了 三 角 函 数 以 外 ,以 正 数 «为 底 的 指数 汞 数 
) 一 2 
,52 ， 
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多 1.38 
及 其 反 毅 数 , 即 以 a 为 底 的 对 数 函 数 
入 一 log ,7， 


也 属于 初等 超越 函数 范围 .在 初等 数学 中 ,定义 这 些 函 数 时 所 遇 到 
的 某 些 固 有 困难 通常 是 被 略 去 的 ;在 这 里 ,我 们 也 还 是 要 等 到 有 了 
更 好 的 定义 方法 以 后 , 再 来 详细 地 讨论 它们 ( 见 2.5 节 , 第 154 页 )， 
但 是 ,在 这 里 我 们 至 少 可 以 指出 定义 这 些 函 数 的 一 种 “初等 方法. 


如 果 * 一 二 是 有 理 数 (其 中 p, 9 均 为 正 整数 ),“ 是正 数 ， 这 时 ， 


我 们 把 ar 定义 为 War = 好 , 按照 约定 ， 这 里 的 根 应 取 为 正 的 . 
因为 有 理 数 * 是 处 处 称 密 的 , 自然 可 将 此 函数 er 的 定义 域 扩充 到 
无 理 数 上 ,而 成 为 一 个 连续 函数 , 即 当 * 为 无 理 数 时 ,给 a*, 使 它 与 
x 是 有 理 数 时 已 有 定义 的 值 连 续 ， 这 就 定义 了 一 个 连续 函数 y 一 
a* 一 指数 函数 ,对 于 所 有 * 的 有 理 信 来 说 ,此 函数 给 出 了 前 述 的 
wz 的 值 ， 这 样 的 延 拓 实际 上 是 可 能 的 , 并且 只 能 按 一 种 方式 来 实 
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现 ,目前 我 们 认为 这 是 当然 的 ; 但 是 必须 记 住 , 我 们 仍然 需要 证 明 
情况 的 确 如 此 ?2， 
村 征 , 当 ?之 0 时 ,函数 
YX 一 logsy 
可 以 被 定义 为 指数 函数 的 反 函 数 : x = logsy 是 使 得 》 一 a* 的 
数 . 


e. 复合 函数 .符号 积 .。 反 防 数 


通 芝 构成 新 的 函数 的 方法 ， 不 只 是 通过 用 有 理 运算 来 组 合 已 
入 了 数 的 途径 ,而 还 有 更 一 般 且 基本 的 方法 , 即 组 成 函数 的 函数 或 
复合 消 数 法 ， 

讽 # 一 px) 是 一 国 数 ， 其 定义 域 为 区 间 4 委 * 委 2， 其 值 域 
处 于 区 闻 ec 委 x 委 8 之 中 . 此 外 , 设 y 一 g(x) 是 定义 在 ec 委 w“ 委 
5 上 的 函数 ， 这 了 时, gC(q(x)) 一 f(x) 在 4a 过 x 之 5 上 定义 了 函数 
4 EI ss 和 mp 复合 的 ”或 “组 成 的 ” | 例如 , f(x) 一 


是 由 函数 p(x) 一 1 十 xz 和 g() 一 一 ~ 组 成 的 。 同样 


1 + 和 
“地 ,函数 f(x) 一 sin 一 是 由 q(x) 一 二 和 glw) 一 sinu 组 成 的 . 


通过 映射 来 解释 复合 函数 是 有 益 的 ， 映 射 把 区 间 [a,8] 的 - 
每 一 所 xz 转化 为 区 间 [a, 81 中 的 点 w; 肌 射 8 把 |a, 8] 中 的 任 一 
-和 慎 x 转 化 为 反 ?。 有 贞 射 了 坪 映 射 8 和 的 “符号 积 ” gq, 也 就 是 
依次 相继 实现 Pp 和 & 的 映射 :对 于 [1e, 2 中 的 任何 *, 我 们 在 肌 射 
Pp 之 下 取 它 的 像 x*， 然后 , 把 中 作 用 于 像 * 一 9(x)， 便 得 到 
gCp(Cxz)) = f(x) = y (NN 图 1.39)， 对 于 任何 类 型 的 运算 来 说 , 这 
. 样 的 符号 积 gq 都 是 目 然 的 和 富有 意义 的 : gq 表示 : 首先 进行 9、 
”然后 对 所 得 结果 再 进行 2, 应 注意 不 要 把 两 个 函数 的 符号 积 
1) 证 明 在 第 162 页 上 来 进行 . 
2) 符号 积 ggp 相当 于 首先 进行 P 映射 ,然后 进行 8 映射 ( 按 这 样 的 次 序 ), 这 一 点 初 
看 起 来 似乎 不 大 目 然 , 但 实际 上 是 符合 数学 中 常用 的 惯例 的 , 即 把 基数 蕊 x) 的 
自 变量 x 写 在 函数 符号 f 的 右边 ， 例如 ， 在 sinClogx) 中 ， 我 们 总 是 这 样 来 理 
解 首先 取 x 的 对 数 ,然后 再 取 对 数 的 正 防 ,而 不 是 相反 


。，54 。 


1.39 两 个 映射 的 符号 积 go 二 了 


ge 一 g(m), 同 两 个 淫 数 的 普通 的 代数 积 g(x) . p(x) 相 泥 消 , 在 
代数 积 中 , g(x) 和 p(x) 二 者 是 对 相同 的 目 变 量 * 构成 的 ( 见 作 用 
于 相同 点 的 映射 ), 并 且 取 两 个 函数 之 值 的 乘积 

当然 ， 不 能 指望 符号 积 一 定 是 可 交换 的 ， 一 般 说 来 ,g(p) 和 
?48) 是 不 同 的 , 即使 二 者 都 有 定义 . 运算 进行 的 次 序 是 关系 重大 
的 3 例如 ,如 果 代表 “在 某 个 数 上 加 1” 的 运算 ,而 g 代表 “用 2 来 
乘 某 个 数 ” 的 运算 , 则 有 

gf((x)) 一 2(x 十 1) 一 2x 十 2， 
CSgGz)) 二 (27) 十 1 一 2x 十 1 
( 见 图 1.40.) 
2x+!1 2(x 十 ]) 
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图 1.40 上 映射 的 不 可 交换 性 : 
为 了 能 够 构成 两 个 陕 射 的 符号 积 gp，“ 因 子 ”& 和 下 必须 在 下 
述 意义 下 相互 适应 , 即 8 的 定义 域 必 须 和 包括 9 的 值 域 ;例如 , 当 
gz) 一 V1, p(X) = —1— wx 
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”有 时, 我们 就 不 能 构成 gq. 


芳 虑 由 多 次 复合 而 成 的 函数 是 需要 的 .例如 ,函数 
f(x) = V1 tg(x’) 
可 以 通过 依次 组 合 
g(x) = pp)=1+ gq gb) = MV = f(x) 

而 构成 。 如 果 用 符号 来 表示 , 则 可 写 为 1 二 gw. 

友 舟 数 

如 果 从 映射 之 积 的 角度 来 看 ,“ 有 反 函 数 ” 的 概念 会 变 得 更 为 清 
楚 ， 我 们 考虑 映射 pg， 它 把 Pp 定义 域 中 的 点 * 变 成 像 “一 p(x)， 
并 且 是 把 不 同 的 * 映射 为 不 同 的 x， 这 时 , 上 映射 称 为 一 对 一 ”的 ， 
于 是 , 一 个 数值 x 至 多 是 一 个 数值 的 像 。 我 们 可 将 p 值 域 中 的 
每 一 个 x 同 数值 x 二 8g(Cx) 联系 起 来 (& 是 在 映射 p 之 下 的 象 ). 
这 样 , 我 们 就 定义 了 一 个 有 鼎 射 g, 其 定义 域 是 的 值 域 , 而 当 此 映 


“一 射 作用 于 映射 P 的 像 4 一 q(x) 时, 便 重新 得 到 原来 的 数值 x, 即 


gCp(x)) 一 *。 我 们 把 g 称 为 9 的 逆 ( 映 射 ) 或 反 函 数 。 这 种 情况 
可 用 和 从 号 方程 gpx 二 x 来 表 不 ， 
恒 等 映 瑞 

”我 们 定义 恒 等 映 射 7, 即将 每 一 个 * 上 映射 到 其 自身 的 鼎 射 ;如 
果 & 是 的 道 , 则 gq = 由 ,上 映射 T 对 符号 乘法 所 起 的 作用 ,与 普 
通 乘法 中 数 1 的 作用 相同 ;用工 来 乘 ， 不 会 使 映射 发 生 改 变 ， 因 
此 ,方程 ge 一 了 提示 我 们 对 的 反 函数 采用 记号 g 一 p+， 例 如 ， 
函数 w 二 sin% 的 反 函 数 x 一 arcsin ww, 常常 用 x 一 sin-ix 来 表 


不” 


从 g 是 gp 的 反 冰 数 这 一 定义 立即 可 知 , 9 也 是 g& 的 反 函 数 , 因 
而 不 仅 gC《q(x)) 一 x, 而 且 还 有 9p(Cg(e)) 二 

* 在 区 间 a 专 * 6 上 定义 的 单调 函数 4 二 p(x*), 显 然 是 在 此 区 间 上 定 
义 了 一 个 一 对 一 的 贞 射 。 此 外 ,如 果 9 是 连续 的 ,那么 正如 前 面 已 经 讲 过 的 ， 


1) 更 确切 地 说 ,在 9 的 定义 域 中 , gp 恒 间 于 1. 
2) 不 要 把 这 种 写法 同 代数 上 的 倒数 相 混淆 


sn 2f 
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从 中 国 值 定理 (第 46 页 为 我 们 知道 2 的 值 域 是 端点 为 24ey 和 和 208) 的 区 间 . 这 
时 , 在 后 一 区 间 上 ，9 的 反 遇 数 & 存在 ， 并且 仍然 是 单调 的 和 连续 的 ， 实际 
上 ， 单 调 连 续 汶 数 是 具有 芭 肯 数 或 定义 一 对 一 了 肌 射 的 唯一 的 连续 疼 数 。 内 


s 


为 ,假设 4 = p(x) 是 闭 区 间 [2,8] 上 的 连续 函数 ,并 把 此 区 间 上 不 同 的 * 瑞 


射 为 不 周 的 w。 则 特别 是 , 数值 2(e) = «和 ww(58) = 8 是 不 同 的 。 璧 如 说 ， 
我 们 假设 < 68。 这 时， 我 们 能 够 证 明 , 在 整个 区 间 上 p(x) 是 单调 增加 的 . 
因为 如 果 不 是 这 样 ， 我 们 就 能 找到 两 个 数值 < 和 ae<e<2z 和 5 使 得 
9p(a) <gy(c)， 如 果 在 这 里 还 有 2(2) 兰 p(e)， 则 由 中 间 值 定理 可 知 :， 在 区 间 
[Le cj 中 存在 二 , 使 得 045) 一 p(4)， 这 个 二 将 不 同 于 4， 因而 这 一 鼎 射 就 


不 能 是 一 对 一 的 。 另 一 方面 , 如 果 p(4d) < g(a) = a， 则 可 得 知 : 9(e) 是 


p(d) 和 (2) 之 间 的 数值 ; 这 时 在 4 和 4 之 间 将 存在 数值 二， 使 得 p($) = 
yp(a), 而 这 也 同 8 的 一 对 一 的 性 质 相 矛 盾 . | 

复合 沙 数 的 一 个 重要 的 、 近 于 有 明显 的 性 质 是 ， 如 果 g 和 都 
征 连 续 的 , 则 gC《qg (x)) (在 有 定义 处 ) 是 连续 的 ， 事 实 上 ， 对 于 给 
定 的 正 数 s, 由 于 函数 8 的 连续 性 ,我 们 有 

|f tw) 一 f(xo) | 一 lIgCp(x)) 一 gC9CxzoDD) | < EE， 
当 p(x) 一 g(xo)| 二 5 时 ,可 是 ,因为 9 也 是 连续 的 ,所 以 对 于 
满足 jx 一 zj < 8( 其 中 6 为 某 一 个 适当 的 正 数 ) 的 所 有 x, 必定 
有 |p(x) 一 g(xo)| 二 5。 因而 : 
fx) — fx0)| <e 当 jx 一 科 | 二 6 了 时， 

这 就 证 明了 f 的 连续 性 ， 

借助 于 这 个 一 般 定 理 来 证 明 像 V1 一 x? 这 样 的 复合 函数 的 


连续 性 ,要 比试 图 直接 作出 此 函数 的 连续 模 要 容易 得 多 ， 


1.4 序 旨 


至 此 ,我 们 已 经 芳 虑 了 连续 变量 的 函数 , 即 其 定义 域 是 由 一 个 
或 几 个 区 闻 组 成 的 ， 但 是 , 在 数学 上 出 现 许多 这 样 的 情况 ,其 由 
内 变量 a 依赖 于 正 整数 这 样 的 函数 a(x), 把 每 一 个 自然 数 
同一 个 数值 联系 起 来 。 函数 a(x) 称 为 序列 , 特别 是 ,如果 ”遍及 
所有 的 正 整数 ， 则 称 为 无 穷 序 列 。 通常 我 们 把 序列 的 “第 4 个 元 
么 ” 写 为 ww， 而 不 写 为 aCx)， 并 且 认 为 构成 序列 的 元 素 是 按 下 标 


* 7 s 


2 增加 的 次 序 排 列 的 : 
这 里 ,可 以 按 任何 规律 来 规定 数 sa, 对 于 地 的 依赖 关系 ,特别 征 , 数 
值 a, 不 必 彼 此 全 不 相同 ， 序 列 的 概念 , 通过 一 些 实例 是 很 容易 理 
解 的 ， 

(1) 村 # 个 正 整 数 的 和 

/ SG@) =1+2 十 3 十 十 0 一 了 mn 十 了 
是 7 的 活 数 ,并 给 出 序列 

1,3,6,10, 13...», 

(2) 另 一 个 简单 的 了 的 函数 是 2 的 阶乘 ”的 表达 式 , 妈 抽 

个 正 整 数 之 积 : 


11 一 ,2 37 


(3) 每 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 不 是 素数 , 则 可 为 多 于 两 个 正 


可 以 把 能 整除 # 的 除数 的 个 数 T(xn) 看 作为 * 本 身 的 水 数 。 对 于 
: 前 几 个 数 ,此 函数 由 下 表 给 出 : 
四 n=123456789101112 
T(x)=122324243 4 2 6 | 
(4) xCm), 风 小 于 数 zz 的 素数 的 个 数 , 是 数论 中 的 一 个 非常 重 
变 的 序列 ， 对 此 序列 的 详细 研究 , 是 最 引 人 注 自 的 问题 之 一 。 其 
主要 结果 是 : 对 于 大 的 * 值 , 数 <(”) 可 以 用 函数 一 一 渐 近 地 给 


log # 
出 "”, 这 里 logn 指 的 是 后 面 ( 第 81 页 ) 将 要 定义 的 以 。 为 自然 基底 


15 数学 归纳 法 
我 们 在 这 里 插入 一 段 关 于 一 种 很 重要 的 推理 方法 的 讨 沦 ， 许 


Ri re 


1) 也 就 是 说 ,只 杰 # 充分 大 , 数 x(wn) 用 数 -一 来 除 所 得 之 商 ， 同 1 相差 为 任意 


log zx 
小 。 


生 $8 旦 


天 


Tr PE 


多 数学 思想 都 用 到 这 种 方法 ， 

从 数 1 开始 并 且 从 7# 间 2 十 1 过 渡 ， 就 产生 了 整个 自然 数 序 
列 , 这 一 事实 引出 了 带 根 本 性 的 “数学 归纳 法 原理 ”， 在 自然 科学 
中 ,我 们 从 大 量 的 事例 出 发 ,希望 用 "经验 归纳 法 ”去 得 出 一 个 普遍 
成 立 的 规律 .那么 这 个 规律 可 靠 的 程度 ,取决 于 这 种 实例 或 事件 ” 
被 观察 到 的 次 数 以 及 此 规律 被 证 实 的 次 数 . 此 种 归纳 法 是 能 够 使 
人 非常 信服 的 ,虽然 它 并 不 具有 数学 证 明 的 逻辑 可 靠 性 . 

我 们 使 用 的 数学 归纳 法 ,是 要 对 一 个 关于 无 限 序列 的 定理 ,用 
确定 的 逻辑 去 证 明 其 正确 性 ， 设 4 表示 与 任意 自然 数 * 有 关 的 命 
题 。 例如 , 4 可 以 是 这 样 一 个 命题 “wn 十 2 边 的 简单 多 边 形 内 角 
之 和 是 180° 的 4 倍 ” 或 nx， 为 了 证 明 这 种 类 型 的 命题 ， 用 前 10 


-个 前 100 个 黄 至 表 1000 个 zz 值 来 证 明 它 ,都 古 不 充分 的 相反， 


我 们 必须 采用 一 种 数学 方法 ,现在 首先 针对 此 例 来 说 明 这 种 方法 . 
当 4 == 1 时 ,多 边 形 化 为 三 角形 , 三 角形 的 内 角 之 和 已 知 为 180°. 
对 于 ”= 2 的 四 边 形 , 我 们 画 一 条 对 角 线 , 把 它 分 为 两 个 三 角形 . 
这 就 说 明 ， 四 边 形 内 角 之 和 等 于 两 个 三 角形 内 角 之 和 相 加 ， 即 
180° 十 180° 一 2. 180?. 进一步 车 虑 五 边 形 的 情况 , 我 们 画 一 条 适 
当 的 对 角 线 , 便 可 把 它 分 为 一 个 四 边 形 和 一 个 三 角形 。 这 样 做 的 
结果 , 就 推出 五 边 形 内 和 角 之 和 为 2.: 180 十 1.180 一 3.180 . 
仿 此 , 我 们 就 能 够 依次 地 对 于 ”= 4, 5 等 等 继续 进行 证 明 此 一 般 
定理 。， 显然 命题 4 对 于 任何 7 的 正确 性 , 是 由 于 它 对 于 前 一 个 * 
是 正确 的 ;用 这 种 方法 , 便 证 明了 命题 4 对 于 所 有 ?普遍 成 立 ， 
在 上 述 实例 中 ,证明 命题 4 的 实质 所 在 , 力 是 依次 地 对 于 4,， 
4 …，4 这 些 特殊 情况 来 证 明 4， 实 现 这 一 点 的 可 能 性 取 
决 于 下 列 两 个 因素 : (1) 必须 给 出 一 个 普遍 的 证 明 来 表明 ， 只 要 
命题 4, 成 立 , 则 命题 4,+: 成 立 ; (2) 必 须 证明 命 题 4 成 立 。 这 两 
个 条 件 足 以 证 明 所 有 的 4,，4,;,，4;，.…… 的 正确 性 , 这 就 构成 了 数 
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1 
， 


数学 归纳 法 原理 可 以 用 更 一 般 的 抽象 形式 来 表述 .“ 设 5 是 由 息 然 数组 
成 的 任何 集合 ,具有 下 述 两 种 性 质 : (1) 只 要 5 包含 数 +, 则 5 也 包含 数 * 十 
1; (2) 5 包含 数 1. 这 时 ,说 5 是 所 有 自然 数 的 集合 就 是 对 的 ,。 “如果 我 们 把 所 
有 使 得 命题 4 成 立 的 自然 数 的 集合 取 作 为 5, 便 得 到 上 述 数 学 归纳 法 原理 的 
那 种 提 法 ， 

应 用 数学 归纳 法 时 常常 并 不 特别 指明 ,或 者 在 用 到 这 个 原理 时 只 是 以 记 
号 "etc” 来 表示 。 在 初等 数学 中 , 这 种 事 特别 常见 ， 但 是 ,在 比较 复杂 的 情况 
下 ,指明 应 用 这 一 .原理 则 更 为 可 取 . 

刚 ” 下 面 举 出 两 个 应 用 例子 作为 说 明 . 

首先 ,我 们 来 证 明 前 二 个 自然 数 乎 方 之 和 的 公式 。 对 于 小 的 
2 (譬如 说 ”< 5)， 经 过 一 些 试探 ,我 们 发 现下 列 公式 〈 用 4。 表 
示 ) 成 立 9， 
n(n + 1)(C2n + 1) 
TT 
我 们 猜想 ,这 个 公式 对 于 所 有 的 # 者 成 立 ， 为 了 证 明 , 我 们 设 + 是 
使 得 4, 成 立 的 任何 一 个 数 , 妈 | 

二 2 rr 十 1 )(2r 十 1) 
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二 十. 十 二 


在 两 边 加 上 (r+ 十 1)， 我 们 得 到 
]24 2 十 《7 十 1 一 人 二 
十 《7 十 1 一 (十 107 十 a 十 1) 十 1 
然而 ,这 正 是 用 7 + 1 来 代 堆 4; 中 的 # 所 得 到 的 命题 4,i,， 因 
此 , 由 4, 成 立 便 可 推出 4,41 成 立 ， 于 是 ,为 了 对 于 一 般 的 # 来 完 
成 4。 的 证 明 , 我 们 只 须 证 实 4 的 正确 性 , 即 
,2 ，3 
一 
因为 这 显然 是 正确 的 ， 所 以 公式 4 对 于 所 有 的 自然 数 都 成 立 ， 


1 一 


ee Lee 


1) 顺便 指出 ， 这 一 结果 正 是 希腊 数学 家 阿 基 米 德 CArchimedes) 在 他 关于 螺旋 线 
的 著作 中 用 过 的 ， 


”00 。 


人 ER 


读 才 可 以 用 类 似 的 步 呈 来 证 明 
[十 2 十 3 十 … 和 十 及 一 t+D + DD 


2 . 
作为 对 于 数学 归纳 法 原理 的 进一步 说 明 , 我 们 来 证 明 
二 项 式 定 理 ， 此 定理 的 命题 4,, 由 下 列 公 起 米 表 未: 


.An 一 Ds 2) 12 一 353 十 


Tr EE FP 2 2 


十 ?2 一 i 一 一 2) dps 
1 . (2 一 


在 习惯 上 我 们 把 这 个 公式 号 为 下 列 形式 : 


/ (4 + 2)” =- (je + 4 2 


1 #2 
7 je 
2 7 


( 1 = n(n — 1)(n— 2 一 8 二 1) 1 
入 ta Or 


i 
以 及 0) = (= 


(如 果 我 们 定义 0! 一 1，( ，) 的 一 般 公式 也 可 应 用 于 一 0 和 
二 的 悄 饮 .,) 


如 果 对 于 某 一 个 * 来 说 4, 成 立 ， 那么 两 边 乘 以 (a 十 28), 我 


” 们 得 到 


(ae 十 55 一 (9 十 六) ja 十 () ar10 十 …， 十 (2 


二 22 一 1 一 十 1 
R! 
7 一 1 (nz 一 二 D(z 一 A 
十 1 
-2+ Dn ht (+N) z 
(+ 1)! 十 IT 
x (") i rR 


这 就 是 公式 4,+1， 又 因为 当 n = 二 1 时 
"1 1 
(a 十 2) = (0 )et(,)s—atb, 
所 以 ,对 于 所 有 自然 数 # 来 说 ,二 项 式 定理 成 六 


”62 。 


1.6 序列 的 极限 


整个 数学 分 析 归 根 到 底 所 依据 的 基本 概念 ， 力 是 无 穷 序列 a， 
的 极限 概念 。 数 a 常常 用 近似 值 的 无 穷 序 列 " 来 描述 ， 也 就 征 
说 ,数值 a 由 a, 给 人 出 ?如 条 我 们 把 下 标 取得 足够 大 ， 就 可 达到 任何 
所 营 朗 的 粮 确 医 ， 把 坡 表 不 为 天窗 直 ， et 
败 字 的 兽 道 二 进位 小 数 的 序列 当 。 增 大 时 的 极限 生 17 地 中 ， 
们 将 给 出 关于 极限 概念 的 严格 的 一 般 论 述 ， 在 这 里 我 们 先 通 过 一 
些 重 要 的 例子 来 说 明 极 限 的 思想 . 

序列 a1，42，**… 由 一 串 和 矩形 来 找 绘 是 很 方便 的 ， 其 中 元 么 a 
对 应 于 xy 平面 上 四 周边 线 为 * 二 4 一 1, * 二 nn,， 》 一 q》 一 0 
而 面积 为 1a,1 的 矩形 ?, 或 者 与 此 等 价 地 ， 由 连续 变量 * 的 在 后 
* 一 2 处 具有 间断 性 隶 跃 的 、 逐 段 常 值 的 函数 alx) 之 图 形 来 表 
修 ， 


a a, 一 1 
i 
我 们 考虑 序列 


1 上 上 工 ... 工 ... 
2 >? 3) > 9 


见 图 1.41)。 此 序列 中 没有 一 个 数 为 零 ; 但 是 , 当 ?无 限 增 大 时 ， 


图 ] .二 认 列 Ty 一 上 
再 


[ee ee ee 


1) 我 们 当 热 也 可 以 选取 四 周边 线 为 Y 一 mx 一 2 十 ,7 = yy 一 0 的 扼 形 来 表 
A Pan ， 


se 站 3 


as 趋向 于 零 。 并 且 , 如 果 我 们 取 任何 一 个 中 心 在 原点 的 区 间 (无 
论 多 么 小 ), 那么 , 从 某 一 个 确定 的 下 标 开始 , 以 后 所 有 的 数 a。 者 
将 位 于 此 区 间 之 中 。 这 种 情形 可 用 一 句 话 来 表达 : 当 # 增加 时 数 
mn 趋向 于 零 ,或 者 说 数 mw 具有 极限 零 , 或 者 说 序列 1， 4341,"… 收 
俩 于 夫 

如 果 把 数 表示 为 直线 上 的 点 ， 那 么 上 述 情况 就 意味 着 : 当 


增加 时 ,点 二 越 来 越 紧 窗 地 聚集 于 零点 . 


对 于 序列 
1， 一 工 , 工 ， 一 工 ，.…….， (DT 
2” 3 4 7 
也 有 类 似 的 情况 《 见 图 1.42)。 这 里 ， 当 二 增加 时 数 a, 也 趋向 于 
零 .不 同 的 只 是 数 a, 有 了 时 大 于 极限 零 ; 有 了 时 小 于 极限 零 , 于 是 我 们 


”说 ,这 个 序列 在 极限 附近 振动 


图 1.42 序列 os = 《了 一 


序列 收敛 于 零 , 通 常 以 符号 形式 表示 为 方程 


lim a, = 0,， 


有 时 也 简略 地 记 为 
an 一 0, 
b. Gm 一 i. dm -i 一 - 
m 2m 


”在 上 面 这 些 例子 中 ，a, 同 极限 之 差 的 绝对 值 总 是 随 ”增加 而 


es。 64 。 


越 来 越 小 ， 但 是 , 情 抠 并 非 一 定 如 此 ,正如 序列 


了 t 1 了 1 1 闪 丰 和 1 1 
2 be | > 4 包 7 对 6 外 3 | 2 1 
所 表明 的 ( 见 图 1.43): 对 于 偶数 值 a = 2m， 由 as = ay = 二 给 


出 ,对 于 奇效 值 # 二 2m 一 1 出 ao 一 aam-l 一 ;一 给 出 . 这 个 序 


列 也 具有 极限 零 , 因 为 包括 原点 的 每 一 个 区 癌 (不 论 多 么 小 ), 都 包 
含 看 从 茶 一 个 7 值 以 后 的 所 有 的 数 a、 但 是 并 非 每 一 个 数 都 比 前 
一 个 数 更 驴 近 极限 堆 . 


ni 
CA, 一 一 一 一 
1 十 工 
我 们 洲 虑 序列 
7 = a 1 ,二 = 7 
1 2 ? 2 3 9 如 7 十 1? 


将 4 写 为 0 一 1 一 二 二 ， 我 们 就 可 看 出 , 当 = 增加 时 ,a 


趋同 于 数 1， 其 意义 如 下 : ”如果 我 们 划 出 包括 点 1 的 任何 一 个 区 
人 

则 , 则 从 某 一 个 aw 以 后 所 有 的 数 a z 者 必然 落 在 企 这 个 区 间 之 中 ， 我 

人 


im a, = 1, 


1 


序列 
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12 一 了 
1712 十 7 十 1 
的 展 名 类似。 涩 二 增加 时 ,这 个 序列 也 趋 问 一 个 极限 ， 事实 上 ， 极 
有限 起 1; lim en 一 1， 如 采 我 们 将 a 写 为 


1 = 


则 不 难看 出 这 一 点 .这 里 只 须 证 明 : 当 半 增加 时 , 数 趋向 于 特 ， 
对 于 所 有 大 寺 2 的 a 值 ,我 们 及 二 2 < 过 27， 而 二 十 2 十 1 二 7 ， 
因此 ,对 于 余 项 fn 我 们 有 


0 一 六 < 后 一世 (Cn > 2), 
7 


由 这 个 不 等 式 我 们 看 出 , 当 # 增加 时 x 趋向 于 雪 。 上述 讨论 同时 
也 给 出 了 数 a (对 于 > 2) 同 极限 1 之 间 相 差 的 最 大 估 值 ;这 个 


差 不 能 超过 


这 个 例子 还 说 明 下 述 事 实 : 对 于 较 大 的 4 值 ,分 式 a 的 分 子 
和 分 母 中 含 最 高 次 第 的 项 起 主导 作用 ,并 比 决 定 此 极限 ， 


d. a,= Vp 


设 ” 为 任何 固定 的 正 数 .我 们 沧 感 序列 gl 02903 023 *', 
这 里 
‘Vb. 
可 以 断言 : 
lim a, = lim Vp 二 1, 


1 


我 们 要 用 下 述 引 理 来 证 明 这 一 点 ,并 将 看 到 ,此 引 理 还 另 有 月 
处 ， - 
引 理 ”如果 如是 一 正 数 , 而 2 是 一 正 整 数 , 则 有 
(1 二 A)" 宇 1 十 nh, (1) 
这 个 不 等 式 是 二 项 式 定理 (网 第 61 页 ) 的 自然 推论 ， 因为 按照 二 项 
式 定 理 有 
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a 


(1 十)” 二 1 十 nh 十 2 二 六 十 十， 


并 且 我 们 注意 到 (1 十 克 " 的 展开 式 中 的 各 项 都 是 非 负 的 ， 同样 


的 沦 证 还 可 得 到 更 强 的 个 等 二 


(1 十)" 守 1 十 nh 二 


现在 回 到 前 面 要 研究 的 序列 ， 我 们 分 别 和 考虑 如一 1 和 了 z 二 1 
两 种 情况 (如 果 p = 1, 则 对 于 每 一 个 >，YW ?均等 于 1, 因而 我 们 
的 论断 显然 成 立 )， 

如 果 p 之 1, 则 Vp 也 大 于 1, 我 们 设 Yp 一 1+ 如 ,这 里 

是 与 "有 关 的 正 数 ， 由 不 等 式 (1), 我 们 有 

p= (lt+h,)" 守 1 + nh,, 
这 意味 着 
PC—1 
当 增加 时 ， 数 刀 必定 趋向 于 零 ， 这 就 证 明了 a 收敛 于 极限 1. 

与 此 同时 , 我 们 还 得 到 了 一 个 估计 a, 与 极限 1 接近 到 怎样 程度 的 


方法 ,因为 mw 同 1 之 差 刀 不 大 于 二 一- 上 一 上 


0 = h, < 


如 果 p < 1， 则 二 > 1 ， i 然而 


VY? = 一- 
1 
| 
“fp 是 一 个 趋向 于 1 的 最 的 倒数 ,本 身 也 就 趋向 于 1. 


e.a,=Q’” 


我 们 考虑 序列 o = w"， 这 里 «是 周 定数 ,遍及 正 整 数 序 
列 . 
首先 , 设 “ 是 小 于 !1 的 正 数 ， 于 是 我 们 令 “ 一 


4 征 正 数 。 不 等 式 《1L) 给 出 


由 于 hb, 因而 一， 仅仅 依赖 于 a, 当 # 增加 时 并 不 变化 ， 所 以 我 们 


可 以 得 出 , 当 # 增加 时 co” 趋 隔 于 雪 : 
imoae”=0 (0<=e<=1)., 


当 @ 为 零 ,或 4 为 负 但 大 于 一 1 时 ,同样 的 天 系 式 也 成 立 ， 这 是 十 
分 明显 的 ,因为 在 这 些 情况 下 都 有 lim lal” = 0. 

如 果 & 一 1, 那么 ?总 是 等 于 1, 于 是 我 们 当然 把 数 1 认为 是 
o" 的 极限 ， / 

如 果 w > 1, 我 们 则 令 w = 1 十 h, 这 里 4 是 正 数 ， 由 不 等 式 
(1) 立即 可 以 看 出 , 当 = 增加 时 . e' 不 趋向 于 任何 确定 的 极限 , 而 
是 不 断 增 大 并 超过 任何 界限 。 于 着 我 们 说 , 当 ” 增加 时 a" 趋向 于 


limoa’*=2%0 (ag>1). 


| 


则 对 它 进 行 运算 .我 们 断言 一 个 量 是 无 穷 大 或 无 穷 大 量 , 其 意义 与 
符号 oo 是 极为 方便 的 ,这 一 点 我 们 在 下 文中 将 会 经 常 看 到 . 
”如 果 & 一 一 1, 则 or 之 值 不 趋向 于 任何 极限 ， 因 为 当 遍及 
正 堤 数 序列 时 ,or 交替 取 值 +1 和 一 1， 类 似 地 ,如果 a < 一 1 
un 之 绝对 值 不 断 增 大 可 以 超过 任何 界限 。 但 是 其 符号 交替 地 为 正 
和 为 负 . 


下. a" 和 Vp 的 极限 之 几何 解释 


如 果 我 们 来 考察 函数 ， 一 x" 和 y = x = MW zx 的 图 形 (为 了 
方便 起 见 , 只 限于 * 的 非 负 值 ), 则 上 述 两 个 极限 分 别 由 图 1.44 和 
图 1.45 来 说 明 ， 我 们 看 到 , 在 从 0 到 1 的 区 间 上 , 当 ?# 增加 时 , 曲 


e 前 有。 


图 1.44 当 # 增 加 时 x” 的 图 旬 


线 y 一 x" 越 来 越 接 近 于 x 轴 , 而 在 这 个 区 闻 以 外 , 曲线 越 来 越 陡 ， 
并 且 趋 近 于 平行 》 轴 的 一 条 直线 。 所 有 这 些 曲线 都 通过 坐标 为 
业 1T, 7 一 的 点 和 原点 ， 


至 于 函数 y 一 x? 二 上 Mr 的 图 形 ， 当 增加 时 则 越 来 越 接 

近 一 条 平行 于 * 轴 且 在 * 轴 上 方 距离 为 1 的 直线 ; 这些 曲线 也 者 
-一 本 通 过 原点 和 点 (11)， 因 此 , 在 极限 的 情况 下 , 这 些 曲线 趋 近 于 
一 条 折线 ， 一 部 分 是 7 轴 上 原点 到 1 之 间 的 一 段 ， 另 一 部 分 是 平 

行 于 * 轴 的 直线 y 一 1， 并 且 , 这 两 个 图 形 显然 有 着 密切 的 联系 ， 

因为 函数 y = Vx 是 #2 次 晨 x" 的 反 函 数 ， 所 以 , 对 于 每 一 个 ww， 


s 0b9 。 


图 1.45 当 ?” 增 加 时 xz 的 图 旬 


各 将》 一 +" 的 图 形 对 直线 y = * 作 和 镜面 映 象 ， 则 变 为 y = 和 f/x 
的 图 形 . 


g， 几何 级 数 
数学 中 一 个 妆 知 的 极限 的 例子， 证 ( 有 穷 ) 几 何 级 数 
-I+ 4 十 qo 十 .二 9 = 6,. 
数 g 和 和 称 为 此 级 数 的 公 比 . 如 所 周知 ,只 要 9 天 1T， 此 须 娄 的 和 出 
表示 为 下 列 形式 . 


$, 一 一 二 用. ~ 
| pp 
1 一 2 


将 和 38。 乘 以 4 并 从 原 方程 减 去 这 笠 得 到 的 记得 便 可 导出 此 表达 
式 ,也 可 用 除法 来 证 明 这 个 公式 
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Ar- 
4 


_ . .. . i 
rn 


当 2 无限 增加 时 , 级 数 之 和 5, 变 成 什么 ? 答案 是 : 如 果 4 
于 一 1 和 十 1 之 间 ( 不 包括 端点 值 ), 则 和 5, 的 序列 具有 确定 的 极 
限 S, 并 且 . 

1 

1 一 9 
为 了 证 明 这 个 结论 ， 我 们 将 和 5 写 为 (1 一 g)/(1 一 g)= 
1/(1 一 9) 一 9"/(1 一 9)， 我 们 已 经 证 明 , 如 果 |q| 二 1, 则 当 > 
增加 时 , 量 yg* 趋同 于 零 ; 因 此 , 在 这 个 假设 之 下 , 当 # ”增加 肘 ， q"/ 
(1 一 4) 也 趋向 于 零 , 而 5; 趋向 于 极限 1/(1 一 gq). 

极限 式 1 + g++ 二 gD) 一 1/(1 一 站 通常 


9 一 lim $, = 


要 曲 乾 和 雪 . 重 


有 穷 几 何 级 数 之 和 5, 也 称 为 相应 几何 级 数 1 十 了 二 十 … 
的 部 分 和 .i 《我们 应 注意 将 数列 9" 同 几何 级 数 的 部 分 和 区 分 开 
来 .) - 
{ 当 # 增 加 时 ,几何 级 数 的 部 分 和 5, 趋向 于 极限 5 = 1/(1 一 
g) 这 一 事实 也 可 用 一 句 话 来 表述 : 无 穷 级 数 1 上 4 十 gq 十 …， 
当 |q| < 工时 ,收敛 于 和 3S = 1/(1 一 0, 


顺便 指出 ,如 果 4 是 有 理 数 , 例如 4 一 二 或 4 一 一, 则 几何 


级 数 之 和 具有 有 理 数值 (在 所 指出 的 这 两 种 情况 下 ,级 数 之 和 分 别 
是 2 和 3/2)。 这 一 点 乃 是 下 述 热 知事 实 的 依据 ， 循环 小 数 总 是 表 
示 有 理 数 0， 这 个 事实 的 一 般 证 明 , 通过 一 个 例子 即 可 看 出 : 例如 
2 : 
z x 一 0.343434 .。。 

可 以 这 样 来 求 值 

34 ，34 ，34 

10: 10° 10° 


102 101 
314 1 34 
1001— 1/100 99 


h. a, = /rn 
我 们 来 证 明 数 列 


41 一 上 |， 1 一 A/ 2， 1 一 3， " 1 一 fn, ea 
当 zn 增加 时 趋同 于 1: 


jm /n=1, 


因为 a 大 于 1, 所 以 我 们 设 4 二 1 十 加， 这 里 刀 为 正 数 ， 于 是 
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n= (a)" = (1 二 hh)" 守 1 + nh 


十 一 避 局 之 人 一 耻 局 ， 


Et 


2 
由 此 得 到 ,对 于 ”> 1， 


刀 扫 一 
1 nl1 
因此 
jp < V2 
V 2 一 1 
于 是 我 们 有 
| ] 之 4 一 1 十 如 之 1 二 V 2 
v/ 


这 个 不 等 式 的 右 端 显然 趋同 于 1, 因此 a 也 趋同 于 |， 
1. a, 一 Vntl —Vn 


在 这 个 例子 中 o 是 两 项 之 差 , 其 中 每 一 项 都 不 断 增加 而 超过 
一 切 界限 。 如 果 试图 分 别 对 每 一 项 取 极 限 , 我 们 则 得 到 无 意义 的 
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Ca 


得 号 示 达 陈 oo 一 6. 在 这 种 场合 , 极限 是 否 存 在 ,以 及 极限 值 是 
什么 ,完全 取决 于 特定 的 情况 ， 在 这 个 例子 中 ;我们 断言 : 
lim (Mn 二 1 Mn)= 0, 
为 了 证 明 , 我 们 只 需 将 a 的 表达 式 改写 为 下 列 形 式 : 
V7TI_ Vi Mtl—~Vr (VrtltVr) 
z Vnt+l+Vr? 


1 


立即 可 以 看 出 , 当 =” 增 加 时 它 趋 向 于 零 ， 
J. qa, 一 一 ， 其 中 a 二 1 
oa | 
形式 上 , a 的 极限 是 例 中 已 经 过 到 过 的 不 定型 一 现在 我 


们 来 证 明 , 在 这 个 例子 中 数列 a, = 趋向 于 极限 零 . 
为 此 ,我 们 设 w = 1 + h, 这 里 天 > 0, 并 再 次 利用 不 等 式 
(1 十 人 >1 十 册 + 


于 是 ,对 于 2 > 1, 有 
i 二 ”2 

(1 + 2)” ~ (2 — 1)h* 
因为 a， 古 正 数 , 而 这 个 不 等 式 的 右 端 趋向 于 零 ， 所 以 o 也 必须 趋 ， 
加 于 雪 ， 


Un 


”1.7 再 论 极限 概念 
a. 收效 和 发 散 的 定义 
从 .6 节 讨论 的 那些 实例 ,我 们 抽象 出 下 述 一 般 的 极限 概念 


® 8 § 9 so 0 


“其 收敛 性 . 


限 ， 或 者 我 们 说 ， 序 列 a a;，.…… 是 收 伍 的 并 甩 收 全 于 7 记 作 : 


lm a, 一 人 
| -3 


人 人 


和 二 


当然 ， 作 为 一 般 的 规律 , 容 计 界限 8 之 值 越 小 ，N(e) 必须 选 
得 越 来 越 大 ; 换 句 话说 , 当 。 趋向 于 零 时 ，N(s) 通常 将 要 无 限 地 
增 太 . 关于 极限 的 这 种 笼统 而 直观 的 概念 ,使 我 们 想象 到 a, 将 变 
得 越 来 越 靠近 于 1， 这 一 图 象 在 这 里 可 由 下 述 严格 的 “定性 的 ” 定 
. 义 所 代替 : 1! 的 任何 缉 域 都 包含 着 除去 最 多 为 有 限 个 点 多 外 的 所 
”有 的 点 a 
”显然 ,序列 a,, a,,… 的 极限 1 不 能 多 于 一 个 。 因 为 ,如 果 有 两 个 不 同 的 
数 ! 和 7 ，, 是 同一 序列 ws, a;，… 的 极限 ,我 们 就 能 划 出 分 别 包含 点 1 和 而 
又 不 相 重 受 的 两 个 开 区 间 。 因为 每 一 个 区 间 都 包含 除 有 限 个 点 之 外 所 有 的 
点 ams 所 以 序列 不 能 是 无 限 的 ， 因 此 ,收敛 的 序列 的 极限 是 唯一 确定 的 。 

另 一 个 明显 而 又 有 用 的 推论 是 : 如果 我 们 从 收 钙 的 序列 中 去 掉 任 何 一 
些 项 , 则 所 得 序列 与 原 序列 收敛 于 同样 的 极限 ， 
一 个 序列 ,如 果 不 收 敛 , 则 称 为 发 散 的 。 如 果 当 增加 时 , 数 


zs 增 大 而 超过 任何 正 数 , 我 们 就 说 序列 发 散 于 十 oo; 正如 前 面 已 经 
提 到 过 的 ,这 时 我 们 记 为 lim qn 一 Co。 类 似 地 ,如 果 当 #2 增加 时 ， 


数 一 a 在 正 值 方向 上 增 大 而 超过 任何 界限 ,我 们 就 记 为 lim 一 


一 0， 但 定 ， 话 欧 时 也 本 按 力 一 种 廊 六 中 和 例如 对 于 序列 a 一 
一 1 22 一 十 | 0 一 一 1 一 十 |， 其 各 项 在 网 个 不 同 的 数 
值 上 来 回 摆动 ， 

显然 ,去 掉 有 限 多 项 , 既 不 会 影响 序列 的 发 散 性 ,也 不 会 影响 


“1) 读者 将 会 发 现 它 与 函数 Cx) 在 点 so 连续 的 定义 之 相似 之 处 。 那里 足够 小 的 
“i” 最 5(e) 所 起 的 作用 ,就 是 这 里 足够 大 的 数 NCe) 所 起 的 作用 事实 上 我 们 将 在 
第 87 页 上 看 到 ,函数 在 一 点 的 连续 性 能 够 通过 序列 的 极限 来 表述 ， 
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对 序列 a1, ww，，……， 如 果 存在 一 个 有 限 区 间 包 含 其 所 有 点 , 则 
称 此 序列 为 有 界 的 。 任 可 有 限 区 间 都 包含 在 某 一 个 以 原点 为 中 心 
的 有 限 区 间 之 中 。 因 此 ,序列 是 有 界 的 这 一 要 求 , 指 的 就 是 存在 着 
一 个 数 M, 使 得 对 于 一 切 x, 都 有 Jas] 二 M. 

收敛 的 序列 a1， a2，:…… 必定 是 有 界 的 ， 因 为 设 ! 是 此 序列 的 
极限 并 取 s = 1, 我 们 由 收 化 性 的 定义 可 知 ,从 菜 一 个 NN 以 后 所 有 
的 2, 都 位 于 以 1 为 中 心 、 长 度 为 2 的 区 间 之 中 。 在 此 序列 中 可 能 
位 于 此 区 间 之 外 的 那些 项 , 只 有 41,………， aw-1， 然 而 , 这 时 我 们 可 
以 找到 一 个 更 大 的 有 限 区 间 , 使 得 它 还 包含 a1，…， ew 


b. 极限 的 有 理 运 算 


由 极限 的 定义 立即 得 知 ， 我 们 可 以 按照 下 述 规则 进行 极限 的 
加 法 、 乘 法 ,减法 和 除法 等 初等 运算 ， 

如 果 序 列 %，o。… 的 极限 是 a, 序列 如 ,5b,,-… 的 极限 是 2。 
则 序列 c, 一 wa 十 2 的 极限 是 c, 并 且 


c= jmre,=40 + b. 
下 = 地 这 


序列 c, 一 a， b 也 是 收 化 的 ,并 且 . 


lim c, = ab. 


类 似 地 ， 序列 Cr an ™— bo, 也 是 收 伍 的, 并且 


lim cv， 一 4 一 放 
得 -> 党 


如 未 极限 妃 不 为 去 , 则 序列 c。 = . 也 征收 敛 的 ,并 且 具 有 极限 


lim c, = 一 
n> b 
总 而 言 之 ,我 们 可 以 将 有 理 运算 同 求 极限 的 过 程 交换 次 序 ; 无 论 是 
先 求 极 限 然后 进行 有 理 运 算 , 还 是 先进 行 有 理 运算 然后 求 极限 ,我 
们 将 得 到 同样 的 结果 ， | 

只 要 证 明了 这 些 法 则 之 一 ， 所 有 这 些 法 则 的 证 明 也 就 容易 做 
到 了 。， 我 们 来 看 极限 的 乘法 。 如 果 关 系 式 4a, > a, b, 一 上 成 立 ， 
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四 tr i i 和 . - Lt a -4 加 : 和 J -1 - A 


PT 


. 则 对 于 任何 正 数 s,， 只 要 我 们 将 x 选 得 充分 大 ,比如 说 4 > Nke )， 
便 本 保证 
ja 一 中 <sa 和 |12 一 5 二 e. 
如 霖 我 们 与 出 
db — abs = bl(a— ar) ab — b,) 
并 且 考 奈 到 存在 与 2 无 关 的 正 数 M, 使 得 1a,| 二 M, 则 得 到 
1 上 一 ao 和 1 一 ao 十 一 如 一 (2 + M)s. 
因为 如 果 我 们 把 8 选 得 足够 小 ， 就 可 使 (j6| 十 M)s 成 为 任意 小 
量 , 所 以 对 于 一 切 充 分 大 的 ? 值 , a5 和 op 之 差 实 际 上 将 会 成 为 
/ 任意 人: 这 下 是 下 列 等 式 所 要 求 的 论述 : 
ab 一 Em dnO,, 


仿照 这 个 例子 ,读者 可 以 证 明 其 作 有 理 运 筑 的 法 则 
借助 于 这 些 法 则 ,许多 极限 都 能 很 容易 地 算出 ， 例 如 ,我 们 有 


1 
1 — 


2 
, 7 一 , 
hm 一 nm -一 一 一 一 一 一 一 ， 


网 2z-21 十 妨 十 1 “1+ 十 -1 
因为 在 第 二 个 表达 式 中 ,我 们 可 以 直接 对 分 子 和 分 母 取 极限 
”下 述 简单 法 则 也 是 经 常会 用 到 的 如果 lima, = 4, limb, = 
b， 并 且 对 于 每 一 个 7 都 有 an > Do 则 4 之 2。 然而 ， 我 们 决 不 能 


指望 * 总 是 大 于 5, 正如 序列 qs 一 一 ， 5 一 芳 所 表明 的 ， 对 于 
这 两 个 序列 ,有 4 = 二 5 = 0. 


”ce。 内 在 的 收敛 判别 法 。 单 调 序列 


在 上 述 所 有 例子 中 ， 我 们 所 考虑 的 序列 的 极限 都 是 已 经 知道 

的 。 事 实 上 ,为 了 应 用 序列 极限 的 定义 ,在 我 们 能 够 证 明 序列 收 伍 

““ 性 之 前 就 必须 知道 极限 是 什么 ] 如 果 序 烈 极限 的 概念 仅 能 给 出 这 
桩 的 认识 , 即 一 些 已 知 数 能 够 用 另 一 些 已 知 数 的 某 些 序列 来 逼近 ， 
那么 我 们 从 极限 概念 所 得 到 的 东西 就 太 少 了 ， 极 限 概念 在 数学 分 


s 760 * 


析 中 的 优越 性 主要 在 于 这 一 事实 ， 有 些 重 要 问题 所 具有 的 数值 
解 ， 往 往 不 能 用 别 的 方法 直接 得 知 或 表示 ， 但 能 用 极限 方式 来 措 
述 。 整个 高 等 数学 分 析 就 是 由 这 一 事实 的 一 系列 实例 组 成 的 , 这 
一 点 在 以 后 几 章 中 将 会 变 得 越 来 越 清楚 .把 无 理 数 表示 为 有 理 数 
的 极限 这 种 做 法 , 便 可 当 作 第 一 个 并 且 是 典型 的 例子 ， 

任何 收敛 的 已 知 数列 a1, a;,'… 都 定义 了 一 个 数 1, 即 此 序列 
的 极限 ， 然 而 ,由 收敛 性 定义 所 引出 的 关于 收敛 性 仅 有 的 检验 法 ， 
在 于 估计 差 值 |4; 一 中， 而 这 种 方法 只 是 当 ! 已 知 时 才能 应 用 . 
因而 重要 的 是 要 有 一 些 牙 敛 性 的 “内 在 ”判别 法 ， 它 们 不 要 求 预先 
知道 极限 值 , 而 只 涉及 到 序列 各 项 本 身 。 最 简单 的 一 种 “内 在 ” 判 
别 法 适用 于 一 类 特殊 的 序列 一 一 单调 序列 ， 并 且 包 含 着 大 多 数 重 
要 实例 

早 调 序列 的 极限 

序列 a1, a2，' ,如果 每 一 项 都 大 于 或 者 至 少 不 小 于 前 一 项 ， 
即 

adn An 
则 称 为 单调 增加 的 ， 类 似 地 , 如 果 对 于 一 切 # 有 a; 委 os-1, 则 序 
列 称 为 单调 减少 的 。 无 论 是 单调 增加 序列 还 是 单调 减少 序列 , 都 
称 为 单调 序列 。 应 用 这 个 定义 ,我 们 有 下 述 基本 原理 : 

一 个 序列 ,如果 既是 音调 的 又 是 有 界 的 , 则 是 收 分 序列 

这 个 原理 , 昌 然 从 直观 可 以 令 人 信服 地 提出 来 ,但 直观 并 未 能 
证 明 它 ; 它 同 实数 的 性 质 有 着 密切 的 关系 ,而 事实 上 同 实数 的 连续 
性 公理 是 等 价 的 ， 

区 间 套 公理 ( 见 1.1 市 b)， 即 每 一 个 区 间 套 序列 都 包含 着 一 
个 点 , 不 难看 作 是 单调 有 界 序列 收敛 性 的 推论 ， 设 [oa 5&1], [a2， 
六 ]，.…… 是 一 个 区 间 套 序列 ， 根 据 区 间 套 序列 的 定义 ,我 们 有 

Sb 
显然 ,无 限 序列 a1, 4, 是 单调 增加 的 ,而 且 是 有 界 的 ,因为 对 于 
一 切 2 有 oa 委 o 所 bl. 因此 , 7 = lima, 存在 。 此 外 , 对 于 任何 
m, 以 及 任何 数 ”> m, 我 们 有 
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Um < Hy < b,,. 
因而 有 


dm < lima, = {Sb,. 
-> 


因此 , 区 闻 套 序列 中 的 所 有 区 间 都 包含 着 同一 个 点 /. (由 区 间 套 
序列 的 另 一 性 质 im (2, 一 a,) 一 0 可 知 , 这 些 区 间 没 有 另外 的 共 
同 点 .) 

柯 现 收敛 判别 法 

我 们 知道 收敛 的 序列 一 定 是 有 界 的 ,但 未 必 是 单调 的 ( 见 第 64 
页 例 b)， 因 此 , 在 研究 一 般 序 列 时 ， 好 有 一 各 对 了 提问 
也 适用 的 收敛 性 判别 法 .这 一 需要 ,通过 一 个 简 
敛 判 别 准则 而 满足 了 (这 个 准则 是 具有 服 限 的 实数 列 的 内 在 特征 ; 
最 重要 的 是 它 不 要 求 预先 知道 极限 值 ); 序列 a1, oz 收敛 的 充 
分 必要 条 件 是 。 序列 中 外 有 足够 大 的 下 标的 名 个 元 素 2， 诗人 
入 互 之 间 的 差 为 任意 小 ， 确 切 地 说 ,如 果 对 于 每 一 个 。>> 0, 存在 
自然 数 入 二 NCe), 使 得 每 当 2 > N 和 产 盖 人 时 就 有 yas 一 am 
二 8, 则 序列 o。 是 收敛 的 。 在 几何 上 , 柯 西 条 件 表明 ,如 果 存 在 可 
任意 小 的 区 间 ， 序 列 中 只 有 有 限 个 点 处 于 此 区 间 之 外 ， 则 序列 收 
仇人 了 哥 西 收敛 判别 法 的 证 明 以 及 关于 其 重要 性 的 讨论 , 将 在 补 篇 
中 进行 ， 


gd, 无 穷 级 数 及 求 和 符号 
序列 就 是 无 穷 多 个 数 的 有 序 排列 a1, a;,… ,无 穷 级 数 
十 十 a 十 
则 要 求 把 序列 各 项 按 其 出 现 的 次 序 加 起 来 ， 为 了 得 到 严格 意义 下 
的 无 穷 级 数 之 和 ,我 们 考虑 第 个 部 分 和 , 即 级 数 前 ” 项 之 和 
二 ta 
对 于 不 同 的 n， 部 分 和 s, 构成 序列 


5 一 0 a 十 02， 9 二 .0 十 ea 十 oa 


如 此 等 等 ， 于 是 ,无 穷 级 数 之 和 * 定义 为 


$s = lims,, 
1 一 拘 


如 果 这 个 极限 存在 ,我 们 称 无 穷 级 数 为 收 伊 的 。 如 果 序 列 s, 发散， 
则 此 无 穷 级 数 称 为 发 散 的 。 例如 ,由 序列 1, 9， 9 和 得 到 无 
穷 几 何 级 数 
1 十 9 十 扩 十 有 十 
其 部 分 和 十 
二 1 二 gq 十 9 十 '……* 二 gg， 
当 Jq| < 1 时 ,序列 s, 收敛 于 极 虐 
1 
$ 一 1—g’ 
这 个 极限 便 表示 无 穷 几 何 级 数 之 和 ， 当 |4| 之 1 时 , 部 分 和 9 没 
有 极限 ,因而 级 数 发 散 ( 见 第 70 页 ). 
对 于 a 十 oa 十 …' 十 41， 习惯 上 使 用 储 写 


1 


> Jj ax, 


来 代 堆 ， 此 符号 表示 a4 之 和 , 其 中 & 取 遍 由 8 一 1 到 8 一 二 的 正 
整数 。 例 如 


六， 78P2K 一 102 十 60204+ 十 006 十 ， 十 230 
R 。 


= 1 


更 一 般 地 ， >) fk 表 不 《取信 wm， 2 十 1,m 十 2,'"*,1 时 所 得 到 


的 一 著 a 之 和 ， 例 如 
1_1.1i.1 
k=3 ! 31 41 5 1! 
左 汶 些 例子 中 ,我 们 都 用 字母 《表示 求 和 指标 ， 当 然 ,其 和 与 


表示 指标 的 字母 无 关 。 例 如 


于 性 


$y > ak 一 、 fi。 


我 们 用 符号 
2 ak 


不 二 1 


0 


表示 整个 无 穷 级 数 之 和 ， 类 似 地 ， 之， a 应 表示 无 穷 级 数 oo 十 
a 十 4 十 …' 之 和 ， 其 第 个 部 分 和 为 名 二 而 十 十 而 十 十 


Hn-le 
前 面 的 许多 结果 都 能 用 这 种 求 和 从 号 写 得 更 为 简洁 。 第 60 页 
上 前 # 个 目 然 数 平方 和 的 公式 变 为 
< ; n(nt+ 1)(2xt+1) 
2 ‘ 6 | 
几何 级 数 之 和 有 的 公式 为 
Da -这 对 于 ql <1. 
半 似 地, 一 项 式 定理 则 表示 为 


(a 十 0) 一 3 (i;) a tpr, 


因为 一 个 无 穷 级 数 不 过 是 序列 s, 的 极限 ,所 以 其 收敛 性 可 根 
据 序列 的 收敛 性 判别 法 来 判断 ， 例 如 ,序列 


的 收 化 性 可由 下 述 术 事 实 直 接 得 到 : 部 分 和 


om ll 1 
R=1 R* 上 2° 3 n” 
随 ” 增 大 而 单调 递增 ,并 且 是 有 和 家 的 ,因为 
1 二， 过 1 十 工 十 工 十 工 十 ,十 二 
72 235 - 24 2 
一 -一 1 一 
4 1 2 pA 2 


] 一 一 


仿 


| 


+ 80 ， 


以 后 在 第 七 章 中 ,我们 将 要 更 加 系统 地 来 研究 无 穷 级 数 ， 


e. 数 ee 
作为 序列 的 极限 而 产生 的 数 的 第 一 个 例子 ,我 们 考虑 
< 一 1 十 二 上 二 十 十 十 
TI， 2!1 3! 
于 是 , 。 淡 示 lim3S,， 这 里 
S, 一 1 十 工 十 工 十 .十 荆 D 
1 21 n! 


数 。 和 是 数学 分 析 中 应 用 最 广泛 的 超越 常数 ， 为 了 证 明 极 限 < 
存在 ,我 们 只 需 证 明 序 列 5, 是 有 界 的 , 因为 数 5 单调 增加 ， 对 于 
一 攻 n 值 ,我 们 有 


9 一 1+1 二 二 十 -十 一 二 .十 
| 2 .3 2.3. 2 . 3.4. 
1 1 1 
1 十 上 一 1/2 一 3 
,1 
2 


内 此 , 数 5, 具有 上 界 3, 又 由 于 数 5S, 是 单调 增加 序列 ， 所 以 具有 
极限 ,我 们 有 。 来 表示 这 个 极限 ， 

将 < 表示 为 级 数 ， 使 我 们 有 可 能 迅速 地 计算 。 的 值 到 很 精确 
的 程度 ， 以 部 分 和 $。 来 逼近 数 时 所 产生 的 误差 , 可 用 同 某 一 个 
几何 级 数 相 比 较 的 方法 来 估计， 上 面 曾 用 这 种 方法 给 出 。 的 上 界 


3, 对 于 任何 4 > m, 我 们 有 


| .1 1 1 
SS, 二 $y 十 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 十 ，，， 十 一 
(mt! (m+ 2)!1 n1 


1) 回忆 到 01 定义 为 1 的 这 个 约定 , 我 们 可 将 级 数 的 第 一 项 写 为 1/01, 以 便 同 以 
后 各 项 的 形成 规律 相 一 致 。 应 注意 ; 在 我 们 采用 的 表示 法 中 ,5。 实际 上 是 无 
穷 级 数 的 第 Cw + 1) 个 部 分 和 ,而 不 是 第 rz 个， 然而 ,这 是 无 关 紧 要 的 ， | 
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] 1 
co 
本 Cm 十 1 7 十 2 (ma 十 2)012 十 3) 


| | 
(m 十 1)1 m 二 |] (m+ 1) : 
m+ 1)! ] 1 171 mt 
1 十 】 
Sm 一 5 去 9 二 工 工 ， 


” 令 n 无 限 增 大 ,而 慌 保 持久 变 ,我 们 得 到 


9 < 过 9 十 工 工 
7 mt 


因此 ,< 则 sw 最 多 相差 为 (十) (二)， 因 为 ! 随 " 增 大 而 极其 
迅速 地 增 大 , 所 以 对 于 适当 小 的 m, 数 5, 已 经 是 < 的 很 好 的 近似 
值 了 ; 例如 ， ;Sv 辐 e 之 差 小 于 10 了 了。 用 这 种 方法 我 们 求 出 e = 
2. 718281- 

、 “是 无 理 数 ， 由 8 来 信 算 。 的 上 述 方法 ,也 能 用 来 证 明 这 一 
事实 ， 实 际 上 ,如 果 。 是 有 理 数 ,我 们 就 能 将 。 写 为 了 的 形式 ,其 


中 加 光孝 是 正 整数 ;这 里 m 之 2, 因为 “位 于 2 和 3 之 间 , 不 能 是 
整数 将 。 同 部 分 和 5 相 比 较 , 我 们 有 
1 1 


S$, < 廊 <5, 十 一 - -一 一 。 
mm ml 


， 如果 将 上 去 丙 端 乘 以 m1， 我 们 就 得 到 
mtS, pm— I)! mest <ms,+l. 


但 年 


jz19， 二 加! 十 加 ! 十 十 了 十， ， 十 一 
21 31 m1! 


是 整数 ,因为 右 端 和 式 中 每 一 项 都 是 整数 ,~ 于 是 ， 如 琳 。 是 有 理 


87 。 


数 , 则 整数 pCm 一 1)! 将 处 于 两 个 相继 的 整数 之 间 , 而 这 是 不 可 能 
的 9 

作为 (1 十 工 ) 的 极限 的 数 <。 前 面 曾 用 无 穷 级 数 之 和 定义 
的 数 。, 也 可 以 作为 序列 


了 ， 一 一 ( 十 1) 
n 


的 极限 而 得 到 ， 其 证 明 是 很 简单 的 , 同时 也 是 讨论 极限 运算 的 一 
个 有 启发 性 的 例子 ， 根 据 二 项 式 定理 ,有 


T, = 0 十 工 ) 
nn 


1 +n + 二 1) 工 十 


2 1 12 


EAC 


n! 


中 


1+1+ 二 )+… 


局， 


+ 直人- 中 小 全 
由 此 ,我 们 a Ts 入 3% 三 3， 此 外 ,在 了 ,中 , 如 果 用 较 大 
的 因子 1 一 一 ，，… 来 代替 因子 1 一 工 ， 工 一 


1 一 
re nzn 十 1 


和， 上 一个 下 项 ， 区 可 得 到 7 所 我们 失 :并 
义 构 成 单调 增加 序列 ,由 此 可 赂 极限 im 7 == 了 存在 。 为 了 证 明 
T 三 c, 我 们 注意 到 : 当 m 之 二 时 


1) 数 。 是 无 理 数 意味 着 , 不 存在 线性 方程 ax +5 = 0, 其 中 系数 a, 5 是 有 理 数 ， 
而 当 a 学 0 时 以 < 作为 解 一 个 更 强 的 命 是 已 证 (由 埃 尔 米 特 证 明 》, 即 不 


-Fr 


存在 任何 n 次 的 多 项 式 方程 aox* 十 qx*~! 十 … 十 4ar_ix 十 an 二 0, 其 中 系数 
qo， 41，"…， ea(a 头 0) 为 有 理 数 ,而 以 。 作为 根 ， 数 e 与 “代数 ” 数 (例如 YZ 或 
/10) 不 同 ,我 们 称 之 为 超越 数 ,而 代数 数 则 为 某 些 有 理 系数 的 多 项 式 方程 的 根 ， 
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Or me pe 


1 2 一 | 
上 
现在 ,如 来 固定 1 ,而 令 w 无 限 增 大 ,于 是 我 们 在 左 端 得 到 数 了 ,在 
石 加 得 到 表达 式 5,, 结果 了 之 5,。 因此 , 对 于 每 一 个 x, 了 5， 
之 T,。。 现在 ,我 们 令 # 增 大 , 使 得 7T, 趋向 于 7; 由 此 双重 不 等 
式 ,得 到 7 一 lim 5, 一 。， 这 就 是 所 要 证 明 的 命题 
以 后 《2.6 证 ,第 159 页 ) 我 们 将 从 另 一 种 观点 再 次 导出 数 e. 


f。 作 为 极限 的 数 


求 极 限 的 过 程 实质 上 可 以 追 济 到 古代 ( 阿 基 米 德 ), 那 就 是 确 
定数 ~ 的 过 程 。 在 几何 上 , 表示 单位 圆 的 面积 。 我 们 认为 这 个 
” 面积 显然 能 用 一 个 〈 有 理 的 或 无 
理 的 ) 数 来 表示 , 记 为 x, 可 是 ,如 
果 我 们 想 要 以 任何 精确 度 计 算出 
数 x, 这 个 定义 对 于 我 们 来 说 并 
没有 什么 帮助 。 这 时 , 我 们 必 4 
借助 于 求 极 限 的 过 程 ， 即 把 数 x 
表示 为 已 知 并 且 不 难 算出 的 数列 
的 极限 , 除 此 以 外 别 无 他 法 。 阿 
基 米 德 在 其 穷 举 法 中 已 经 用 过 此 
过 程 ， 即 通过 正 多 边 形 当 其 边 数 
图 1.46 | 不 断 增 加 时 越 来 越 紧 密 地 贴 合 于 
圆 这 种 方法 来 逼近 圆 . 如 果 我 们 设 f 表示 贺 的 内 接 正 加 边 形 的 面 
积 , 那么 内 接 正 2m 边 形 的 面积 则 由 下 列 公式 给 出 [由 初等 几何 或 
由 表达 式 f, = 《x/2) sin (2x/n) 即 可 证 明 ( 见 图 1.467]: 


fam = V2 — 2V1— (2f,/m). 


现在 ,我 们 设 w 的 取 值 范围 不 是 一 切 正 整 数 的 序列 ,而 是 由 2 的 名 


+ 4 ，。 


he 


次 宕 所 组 成 的 序列 , 即 m 一 2"; 换 句 话说 ,我 们 构成 这 样 一 系列 正 
多 边 形 , 它们 的 顶点 是 通过 反复 平分 圆周 而 得 到 的 。 由 几何 图 形 
明显 地 看 出 ,fr 网 成 递增 有 界 序列 ,因而 具有 补 限 这 个 极限 就 是 
回 的 面积 : 
下 一 lmfa. 

x 的 这 种 极限 表示 法 ,实际 上 可 以 作为 数值 计算 的 基础 ;因为 
从 数值 一 2 出 发 ,我 们 能 够 依次 算出 趋向 于 的 序列 中 的 各 项 . 
而 只 要 作出 平行 于 内 接 2” 边 形 各 边 的 圆 的 切线 ,可 得 到 用 任何 一 
项 知 来 表示 二 时 的 精确 度 的 佑 值 。 这 些 切 线 构成 同 内 搂 2” 边 形 
肯 似 的 更 大 一 些 的 外 切 多 边 形 ,两 多 边 形 边 长 之 比 为 1: cos (三 


因此 ,外 切 多 边 形 的 面积 Fz， 可 由 下 式 给 出 的 面积 比 求 得 : 
fa* XY 
Fy 一 一 (cos 工 ) . 

因为 外 切 多 边 形 的 面积 大 于 圆 的 面积 ,所 以 我 们 有 


fr < 一 了 < 一 Fr 一 jz -一 一 一 健一 . 
(cms 三 1 十 VI — (fr /2 


俩 如, 二 2W 2 ,于 是 我 们 得 到 估 值 
VI ri 4V2 
1 十 工 /2 
2 、 
上 述 这 些 内 容 读 考 在 不 同 程度 上 是 熟悉 的 。 然而 , 我 们 要 指 
出 的 是 ， 借 助 穷 举 法 用 其 面积 不 难 算出 的 直 边 图 形 来 计算 各 种 面 
积 ， 黄 定 了 积分 概念 的 基础 ， 这 将 在 第 二 章 中 来 介绍 .。 为 了 实际 
计算 x 值 ， 可 以 采用 一 些 更 为 有 效 的 方法 , 我 们 将 在 6.26 节 中 学 

习 它 . 


“1.8 连续 变量 的 函数 的 极限 概念 


至 今 ,我 们 所 考虑 的 只 是 序列 的 极限 , 即 整 变量 ”的 函数 的 极 
限 。 然而 , 极限 概念 却 经 常用 来 研究 定义 在 某 个 区 间 内 所 有 * 上 


es B33 8。 


的 为 数 忒 *， 
如 果 对 于 函数 f(x) 有 定义 的 ,与 # 足够 近 的 一 切 x?, f(x) 辐 


7 之 差 为 任意 小 ,那么 我 们 就 说 当 x 趋同 于 5 时 光 数 f(x) 之 值 趋 
同 于 极限 ”或 者 用 得 写 记 为 : 
lim {1(x%) = », 


极限 limf(x)》 的 定义 可 以 更 清 表 楚 地 表述 如 下 : 

每 当 指定 任意 的 正 数 8 时 ,我 们 总 能 划 出 一 个 小 区 间 jx 一 
| 一 86, 使 得 对 于 既 属 于 f 的 定义 域 又 属于 这 个 小 区 间 的 任何 x， 
不 等 式 |f(x) 一 ?| < 成 立 , 这 时 则 有 limf(*) 二 ”. 


函数 极限 的 概念 同 连续 性 的 概念 之 间 存 在 着 密切 的 联系 ， 如 
果 乓 属于 7 的 定义 域 ， 也 就 是 说 ， 如 果 HE) 有 定义 ,那么 只 要 
limf() 的 确 存在 , 则 其 值 必定 为 《5)， 实 际 上 , 一 imj(z) 的 定 
义 特别 意味 着 :对 于 每 一 个 正 数 6， 都 有 |fC#) 一 4|<e, 因此 ?一 
1(&). 现在 , 把 极限 的 定义 同 连续 的 定义 加 以 比较 ,我 们 便 可 看 出 
关系 式 limf(*) 一 1(8) 正 是 表示 函数 在 点 的 连续 性 ， 因 此 ， 
对 于 + 定义 域 中 的 ,limf(x) 的 存在 ,恰好 说 明 f 在 点 是 连续 
的 。 更 一 般 地 说 ,如 果 f(x) 在 处 没有 定义 ,而 imf(x) 存在 并 且 


具有 值 ”, 那么 我 们 可 以 把 这 个 ?3 取 为 了 在 点 喜之 值 , 这 样 构成 的 
函数 了 在 二 处 将 是 连续 的 . 《可 去 奇 点 ， 见 第 36 页 .) 
函数 的 极限 也 可 以 完全 借助 于 序列 的 极限 来 描述 : 命题 


| 


i {x)= 


总 味 着 对 于 每 一 个 以 为 极限 的 序列 * 《当然 ， 这 里 假设 x 属于 /的 定义 
域 ), 都 有 


lian j{xn,) = 7, 
因为 ,如 采 im f(x*) = 7， 而 lin x 一 吉 ， 则 对 于 充分 接近 于 专 的 * , f(x) 5 可 
1) 这 里 假设 , 当 任 演 粹 近 于 5 时 ,存在 着 使 f 有 定义 的 一 些 点 ， 


» BO » 


We 


任意 接近 于 w; 但 是 ,只 要 a 足够 大 ,x 便 充分 楼 近 于 ,因此 lim/(x) = 了， 
男 一 方面 ,如 果 每 当 *， 一 和 时 都 有 lim f(xs) 二 7， 那么 我 们 必定 有 lim 1(*) 
= 323。 否则 ,存在 正 数 6, 使 得 对 于 任意 接近 于 专 的 某 些 x 有 |1(x) 一 7 之 8; 
于 是 也 就 存在 收敛 于 二 的 序列 mm， 使 得 11(*。) 一 | 之 9, 而 这 时 lim jz) 便 
不 能 是 7。 


于 征 ,了 讽 数 f(x) 在 点 的 连续 性 也 就 是 意味 着 对 于 的 定 
义 域 中 的 每 一 个 收敛 于 吉 的 序列 x 有 Jim fxs) 二 1(58)， 更 一 般 


地 说 ,对 于 在 一 个 区 间 上 连续 的 函数 f(x)， 并 且 对 于 f 的 定义 域 
中 收敛 于 此 区 | 辣 内 某 一 点 的 任何 序列 x,, 关系 式 
lim f(x,) 一 (lim x,) 
成 立 ， 我 们 看 到 ,对 于 连续 函数 来 说 ,极限 符号 同 函数 符号 可 以 改 
变 次 序 或 者 说 可 以 交换 
求 通 数 之 和 , 积 以 及 商 的 极限 时 所 用 的 法 则 ,与 序列 极限 运算 ， 
法 则 ( 见 第 ?5 页 ) 是 一 样 的 : 如 果 lim 1(x) =7 和 lim gw) = £, 


旭 在 在 
lim (f(x) + g(x)) 一 7 十 ,lim (f(x)g(x)) 一 全， 
而 当 改 和 关 0 时 ,还 有 
in 了 
xsg(z) 六 
这 些 法 则 的 证 明 , 与 在 序列 的 情况 也 是 一 样 的 , 《如 果 把 函数 的 极 
限 写 为 序列 的 极限 ， 则 这 些 法 则 还 能 从 序列 运算 法 则 推出 ， ) 因 此 ， 
之 和 、 积 以 及 商 ， 仍然 是 连续 的 (对 于 训 这 时 必须 信介 证 g(E) 关 
0). 
5 不 属于 1 的 定义 域 的 那些 情况 ,对 于 微分 学 来 说 ,具有 特别 
重要 的 意义 。 作 为 第 一 个 例子 ,我 们 沙 虑 关系 式 


XY 一 . 伍 并 
lim = ne! 


和 一 YX 一 点 


. 87 。 


其 中 为 正 整 数 。 当 然 ,函数 f(x) 一 A 仅 当 * 天 二 时 才 有 
定义 ， 但 是 , 当 x 天 上 时 ,代数 恒等式 


X68 c= x 十 XT 十 XE 十 2 十 上 ”一 ， 


X 一 


作为 几何 级 数 求 和 公式 的 结果 ,是 成 立 的 。 为 了 求 极 限 , 我 们 只 # 
令 * 趋同 于 ,并 且 按 照 和 与 积 的 极限 运算 法 则 来 计算 右 端的 极 
恨 . 

公式 


lim -= 
一 属 区 


不 如 上 述 公式 那么 明显 (当然 ,正如 第 51 页 所 述 ,这 里 角 *x 是 按 “ 弧 
度 来 度量 的 )， 同 样 地 , 仅 当 x 关 0 时 商 Sn 才 有 定义 ， 


= ] 


但 是 ， 如 果 我 们 规定 当 * = 0 时 Se 芋 一 1, 则 使 得 这 个 商 成 
为 在 x = 0 处 也 连续 的 一 个 函数 。 这 里 , 我 们 通过 几何 上 的 讨论 
来 证 明 上 述 极限 公式 . | 

在 图 1.47 中 ,我 们 比较 三 角形 048, 04C 和 单位 圆 中 的 遍 
形 04B 的 面积 0, 便 可 得 知 ， 如果 0 < * < 一, 则 有 


Linr<ir< litgx. 
2 2 2 


由 此 得 到 : 如 果 0 过 |x| < 开 ， 则 有 


义 1 
性 一 Te 
sin YX COSX 


即 商 5 处 于 1 和 cosx 两 数 之 间 ， 我 们 知道 , 当 * -> 0 时 cosx 


] 一 


趋同 于 1, 因此, 如果 “足够 接近 于 0, 则 商 一 一 smz 同 1 之 差 只 能 是 


1)》 当然 ,我 们 也 可 把 角 * 定义 为 扇形 O4B 面积 的 两 倍 . 
[ 9 万 


Cn 


NN A 


任意 小 。 这 应 是 所 坚 证 明 的 公式 的 合意 


由 上 面 证 明 的 这 个 结论 ,还 可 以 推 得 


。 togx Sin Xx,. 1 
lm = im jim 一 1， 
->0 xX xD r=>0 COSA 


以 及 
1 工 一 COsSX 0 
x 人 0 i 


最 后 这 个 极限 是 由 下 列 公 式 转换 而 来 的 : 当 0 < 1*| 二 一 时 ， 


ee | 


x(1 十 cosx) x(l + cosx) 
1 十 Cosx 
第 三 个 因子 趋同 于 0, 所 以 整个 乘积 趋同 于 0， 


in x 


用 * 除 上 述 公式 ,我 们 得 到 
1 一 cosx sinxY 1 
: x" ( x ) 1 十 cosx” 
由 此 


. 89 。 


II 
二 


fm 一 cosy _1 


*~> 0 x 2 
当 x -> co 时 的 极限 ， 最 后 我 们 指出 ,考察 连续 变量 * 无 限 增 
大 时 的 极限 过 程 ,也 同样 是 可 人 能 的 。 例 如 ,方程 / 


的 意义 是 明显 的 。 它 表 示 : 只 要 + 充分 大 , 左 端 的 函数 同 1 之 差 
为 任意 小 。 求 这 一 类 和 、 积 以 及 商 的 极限 的 法 则 , 同 前 述 其 他 情形 
一 样 . . 
”还 有 一 个 进一步 的 结果 , 在 计算 极限 时 也 常常 会 用 到 , 这 就 
征求 复合 级 数 的 极限 法 则 , 复合 函数 f(g(z)) 是 定义 在 使 得 * = 
g(z) 位 于 f(x) 的 定义 域 中 的 那些 z 值 上 的 . 函数 g(s) 可 以 是 连 
续 变 量 的 函数 , 也 可 以 是 整 序 变量 的 函数 , 而 f(x) 必须 是 连续 变 
量 的 函数 . 
如 未 limg(z) 一 这 里 是 在 {的 定义 域 的 某 一 个 开 区 间 
之 中 ,并 且 如 果 fimf(x) 一 7, 则 limf(g(z)) 一 .作为 一 个 推论 ， 


” “我 们 得 到 ,连续 函数 的 连续 函数 本 身 也 是 连续 的 (正如 第 57 页 上 已 


经 证 明 的 ). | 

这 个 结果 显然 可 由 下 述 事实 得 到 ;只 要 取 充 分 接近 于 上 的 那 
些 *, 我 们 便 可 使 得 f(x) 任意 接近 于 1， 而 为 了 使 得 * = g(z) 充 
分 接近 于 &, 我 们 只 须 取 充 分 接近 于 & 的 那些 zs， 当 其 中 任何 一 个 
变量 改 为 无 限 增 大 时 ,上 述 结论 稍 加 变动 仍然 适用 . 


a. 初等 函数 的 一 些 注 记 


迄今 , 我 们 总 是 不 言 而 喻 地 假设 初等 函数 是 连续 的 。 而 现在 
这 一 事实 的 证 明 是 很 简单 的 。 首 先 , 函数 Kx) 一 x 是 连续 的 ; 所 
以 ，x? 一 x . + 作为 两 个 连续 函数 之 积 也 是 连续 的 ， 并 且 同 样 地 ， 
* 的 任 一 个 寡 都 是 连续 的 。 于 是 , 每 一 个 多 项 式 作为 连续 函数 之 
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和 ,都 是 连续 的 ， 每 一 个 有 理 函 数 , 作为 连续 函数 之 商 , 在 使 得 分 
母 不 为 零 的 每 一 个 区 间 上 也 同样 是 连续 的 ， 

函数 x" 是 连续 的 并 且 当 x > 0 时 是 单调 的 ， 因 此 ,3/ >x 作为 
和 的 反 函 数 是 连续 的 。 由 此 不 难得 出 下 述 绪论: 有 理 痕 数 的 w 次 
根 是 连续 了 项 数 ( 除 去 分 母 为 堆 之 处 ). 

利用 已 经 建立 的 各 种 概念 ， 现 在 就 能 驶 证 明 三 角 函 数 的 连续 
性 了 .但 是 ,我 们 不 在 这 里 讨论 ,因为 在 第 二 草 中 (第 177 页 ) ,一 切 
三 角 兆 数 的 连续 性 都 可 以 看 作 这 些 滁 数 可 微 性 的 推论 而 直接 得 
.到 . 

下 面 仅 对 指数 函数 ，“、 一 般 的 寡 函 数 ** 以 及 对 数 函数 的 定义 和 连续 性 ， 
作 几 点 说 明 。 正 如 1.3 节 ( 第 52 页 ) 所 述 ,我 们 假设 “是 正 数 ， 警 如 说 大 于 1， 
而 r = 之 是 正 的 有 理 数 (p 和 4 都 是 整数 ); 那 么 , a” 一 of 是 这 样 一 个 正 数 ， 
它 的 4 次 方 是 ae。 如 果 “ 是 任何 无 理 数 ,而 ~。 rm。…, rm,… 是 趋向 于 wx 的 有 
理 数 序列 , 则 我 们 可 以 断言 : lima” 存在 。 这 时 我 们 称 这 个 极限 为 “。 

为 了 用 柯 西 判别 法 来 证 明 这 个 极 跟 存在 , 我 们 只 须 证 明 , 如 果 = 和 坊 充 
分 大 , 则 | 一 “| 为 任意 小 。 例如 , 我 们 假设 >7w, 或 者 7 一 7m 一 6， 
这 里 6>0。 于 是 

arn 一 rm 一 real 一 工 。 
因为 rm 收敛 于 a, 所 以 mm 是 有 界 的 。 srm 也 是 有 界 的 ; 于 是 只 须 证 明 当 “和 
mw 之 值 充 分 大 时 ， / : 
lel)j=a—l1 
为 任意 小 。 然 而 , 只 要 和 mm 之 值 充 分 大 , 则 一 定 可 以 使 得 有 理 数 5 为 任意 


小 . 因此 ,如 果 是 任意 大 的 正 整 数 ， 那 么 当 = 和 w 充 分 大 时 ,就 有 5< 二 ， 
现在 , 由 关系 式 6 < 二 和 4 > 1 便 得 到 |" 
Mi 1<2 <ai, 


并 且 当 1 无 限 增 大 时 “+ 趋向 于 1, 由 此 立即 得 出 上 述 所 要 求 的 论断 。 


1) 这 一 结论 可 由 以 下 事实 得 到 ; 当 a> 1 时 , 如 果 也 是 正 的 , 则 曙 售 大 于 1 
由 于 e 一 〔a*)9 为 功 个 次 大 于 1 的 因子 的 乘积 ,因此 它 也 大 于 |， 
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还 可 以 证 明 ， 按 这 种 方式 把 * 扩充 到 无 理 数 时 的 函数 a* 也 是 处 处 连续 
的 ,并 且 是 单调 的 。 对 于 负 的 * 值 , 这 个 函数 自然 可 由 方程 
: 1 


BY = 


好 


来 定义 。 当 = 取 包 从 一 co 到 + oo 之 值 时 ,or 取 从 0 到 十 oo 之 间 所 有 的 值 。 因 
此 , 它 具有 连续 的 ,单调 的 反 函数 ,这 个 反 函 数 称 为 以 * 为 底 的 对 数 函 数 。 司 


者 和 


” 样 ,我 们 可 以 证 明 : 一 般 的 寡 函 数 是 * 的 连续 函数 , 这 里 = 是 任何 固定 的 


有 理 数 或 无 理 数 ,而 * 则 在 区 间 0<z< ec 上 变化 ,并 且 如 果 “天 0, 则 此 函数 
是 单调 的 ， 
这 里 对 于 指数 函数 、 对 数 函 数 和 寡 函 数 刀 所 做 的 “初等 的 >” 讨论， 以后. 


“(第 159 页 ) 将 从 在 原则 上 要 简单 得 多 的 另 一 讨论 所 代替 . 


”| ly 篇 


项 脂 数 学 的 重大 成 就 之 一 ， 是 将 许多 数学 命题 和 定理 按 逻 辑 
土 连贯 的 方式 化 归 为 为 数 不 多 的 非常 简单 的 公设 或 公理 ， 即 熟知 


“的 几何 公理 和 算术 法 则 ,它们 支配 着 如 整数 .几何 点 这 样 -一 些 基本 


对 象 之 间 的 关系 .这些 基 本 对 象 是 作为 客观 现实 的 抽象 或 理想 化 


. 而 产生 的 。 各 项 公理 ,或 因 从 哲学 观点 看 可 认为 是 “显然 "的 ,或 仅 
” 仅 因 其 非常 有 说 服 力 ,而 不 加 证 明 地 予以 接受 ,而 已 定型 的 数学 结 


\ 


构 便 建立 在 这 些 公理 的 基础 之 上 。 在 后 来 许多 世纪 中 , 公理 化 的 


欧 几 里 得 数学 曾 被 认为 是 数学 体系 的 典范 ，、 甚 至 为 其 他 学 科 所 努 
力 效仿 . (例如 , 像 笛 卡 儿 ,斯 宾 诺 沙 等 哲学 家 ,就 曾 试 图 把 他 们 的 
学 说 用 公理 方式 , 或 者 如 他 们 所 说 ， “更 加 几何 化 ”地 提出 来 ， 以 便 
使 之 更 有 说 服 力 . 

. 经 过 中 世纪 的 停 清 时 期 以 后 ,数学 同 自然 科学 一 起 ,在 新 出 现 
的 微 积分 的 基础 上 开始 了 突飞猛进 的 发 展 ， 这 时 公理 化 的 方法 才 
被 人 们 遗弃 了 ， 曾 经 极其 广泛 地 开拓 了 数学 领域 的 有 创造 才能 的 
先驱 们 ， 并 不 因为 要 使 这 些 新 发 现 受制 于 协调 的 逻辑 分 析 而 束缚 
住 自己 , 因此 , 在 十 七 世纪 ,逐渐 广泛 地 采用 直观 证 据 来 代替 演绎 
的 证 明 。 一 些 第 一 流 的 数学 家 在 确实 感到 结论 无 误 的 情况 下 , 运 . 

+ 92 ， 
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用 了 一 些 新 的 概念 , 有 时 甚至 运用 一 些 神 密 的 联想 , 就 象 关 于 “无 
穷 小 数 “或 无 穷 地 小 的 量 ” 等 等 ， 由 于 对 微 积分 新 方法 的 全 面 威 
力 的 信念 ,促使 研究 者 们 走 得 很 运 , 《如果 束 缚 于 严格 的 限制 的 杠 
架 上 ， 这 是 不 可 能 的 .) 不 过 也 只 有 那些 具备 卓越 才能 的 数学 大 师 
们 才 有 可 能 避免 发 生 大 错 
早期 的 那 种 不 其 加 和 j 但 里 有 成 效 的 积极 和 努力， 逐渐 地 遇 到 
了 对 抗 的 思潮 ,这 种 对 抗 在 十 九 世 纪 时 达到 高 潮 , 但 是 仍 没 有 阻止 
先前 已 出 现 的 富 于 建设 性 的 数学 分 析 的 发 展 ， 十 九 世 纪 的 许多 大 
数学 家 , 特别 是 柯 西 和 外 尔 斯 特 拉 斯 CWeierstrass), 在 致力 于 严格 
的 重新 评价 方面 ,都 兽 起 过 重大 作用 。 由 于 他 们 的 努力 ,不 仅 为 数 
学 分 析 芮 定 了 新 的 坚实 的 基础 ， 而 也 使 之 刘 加 请 断 和 简单， 并 为 进 


一 步 章 大 的 必 展 提供 了 根据 . 


: 月 数 的 运算 为 基础 来 作 严 格 推理 ， 
以 代 对 了 全 源太 清 的 “ 直 这 5 的 盲目 信 凡 : 因为 朴 索 的 几何 思想 
留 下 了 一 个 令 人 不 满 的 含混 的 余地 ， 正 如 在 以 后 各 章 中 将 会 一 再 
看 到 的 那样 。 例如 , 连续 曲线 的 一 般 概 念 , 就 避 开 了 几何 上 的 直 
观 .. 正如 前 面 定 义 所 给 出 的 , 表示 连续 函数 的 连续 曲线 不 需要 在 
每 一 点 上 都 具有 确定 的 方向 ;我 们 甚至 能 构造 一 些 连 续 函 数 ,它们 
的 图 形 处 处 都 没有 方向 ,或 者 说 ,这 些 曲线 的 长 度 都 不 能 确定 . 
但 是 ,我 们 决 不 能 忘记 ,抽象 的 演绎 推理 只 不 过 是 数学 的 一 个 


方面 ,看 数学 分 机 的 推动 力量 及 其 广大 的 视野 ， :区 玉 是 均 理 下 宕 和 


十 观 几何 . 


这 些 补充 材料 ， 将 为 本 章 中 已 经 直观 地 处 理 过 的 各 种 基本 家 


念 提供 严格 的 依据 ( 某 些 地 方 有 重复 之 处 ). 


S1 极限 和 数 的 概念 


我 们 首先 来 考察 1.1 节 中 那些 恩 想 , 较 细致 地 分 析 一 下 实数 概 
念 及 其 同 极限 概念 之 间 的 联系 ， 并 通过 以 自然 数 为 基础 的 构 j 
程序 来 定义 数 的 连续 统 。 然后 , 我 们 来 证 月 这 种 推广 的 数 的 概念 
满足 算术 运算 法 则 以 及 其 他 要 求 。 从 而 使 该 数 系 成 为 度量 的 适用 


® 了 


让 


因为 全 面 的 阐述 需要 一 本 专门 的 著作 ?>, 所 以 我 们 仅仅 指出 一 
些 主要 的 步骤 ， 通过 学 习 这 些 有 点 之 味 的 材料 , 读者 将 会 感到 惊 
寞 的 是 : 根据 内 然 数 ， 人 的 智力 使 能 欧 建 六 起 最 总 定位 字 度量 


任务 的 ,逻辑 上 一 致 的 数 的 系统 ”， 


a， 有理 数 
由 有 理 区 间 定 义 的 极限 。 我 们 首先 承认 有 理 数 系统 以 及 从 自 


和 二 


然 数 的 基本 性 质 推出 的 有 理 数 所 具有 的 通常 性 质 。 于 是 ,有理数 


就 按 数 值 大 小 的 次 序 排 列 起 来 了 ， 因 而 使 得 我 们 可 将 “有 理 ” 区 间 
定义 为 位 于 两 个 给 定 的 有 理 数 之 间 的 有 理 数 集合 (包括 端 上 es 
间 称 为 闭 区 间 ). 请 点 二 a, b ei 员 一 


事 省 


个 有 理 数 . 我 们 暂时 候 设 所 出 现 的 一 切 量 都 是 有 理 娄 


-i 


在 有 理 数 的 范围 内 ， 我 们 来 定义 序列 和 极限 ( 见 第 73 页 ). 


定 有 理 数 的 无 穷 序列 a1， 4a;,… 以 及 有 理 数 +, 如 果 每 一 个 将 和 


z 企划 区 电钻 和 的 a»， 即 包含 着 最 多 


由 此 立即 可 知 有 理 数 序 列 的 有 理 数 极限 不 能 多 于 一 个 ， 而 且 对 
于 具有 有 理 数 极限 的 有 理 数 序列 来 说 ,和 、 差 、 识 、 丙 的 极限 运算 的 - 


一 般 法 则 ( 见 第 75 页 ) 是 成 立 的 ， 


1) 例如 , 见 E. Landau, Foundations of Analysis, 2nd Fd,., Chelsea, New York, 
1960 (有 中 译本 : 艾 ' 兰 道 ,分 析 基 础 ,高 等 教育 出 版 社 ,1966). 


2) 也 可 以 纯粹 按 公理 方式 引入 实数 ,而 将 实数 的 一 切 基本 性 质 秦 作为 公理 ， 在 本 
书 闪 要 采用 的 方 演 中 ， 原则 证 们 只 条 认 关于 自然 的 公开 (外 括 于 学 诊 纳 法 原 
理 ” 原则 上 只 不 过 是 有 关 自然数 的 一 需要 证 明 的 定理 实际 上 ， 我 们 已经 从 
认定 有 理 数 作为 已 知 元 素 出 发 了 . 到 为 由 自然 数 构 造 有 再 数 ， 以 及 推出 有 再 娄 
的 基本 性 质 , 根本 不 会 发 生 困难 . 


让 D4 ， 


这 个 定义 的 一 个 十 分 明显 的 推论 是 ; 取 极 限 过 程 使 顺序 保持 
不 变 ， 如 果 jim a, 一 a， lim5b, 二 5b, 并 且 对 于 每 一 个 和 有 4 委 六 , 则 
4 过 6b， 注 意 ' 即使 严格 地 假定 a 过 六， 我们 也 只 能 说 。 委 吃 而 


不 能 排除 极限 相等 的 可 能 性 (例如 ,两 个 序列 w 一 1 一 二 和 == 


1 一 一 > a,, 都 具有 极限 1). 


关 寸 极限 的 命题 ， 可 以 信 助 于 有 理 数 的 零 序列 来 表述 ， 有 理 
数 的 委 序 列 是 这 样 的 有 理 数 序列 a1/，a;，*……, 它 满 足 


lim a, 一 0. 


Ci 


我 们 说 ， < 当 ， 2 无 限 增加 时 变 为 任意 小 ”, 这 指 的 是 ， 对 于 任何 正 
的 有 理 数 s (无 论 多 么 小 ) ,不 等 式 14,| < s 对 于 几乎 所 有 的 # 都 


成 六 显然 ,序列 a， = 一 是 零 序 列 . 


因此 ,有 理 数 序列 4， 具有 有 理 极限 ;其 充分 必要 条 件 是 + 一 
“为 零 序列 


b.， 有 理 区 间 套 序列 定义 实数 


我 们 在 第 5 页 上 直觉 地 得 到 : 有 理 点 在 实 轴 上 是 稠密 的 ， 并 
且 在 任何 两 个 实数 之 章 总 是 存在 着 有 理 数 . 这 使 我 们 想到 有 可 能 
完全 依据 有 理 数 的 顺序 关系 来 严格 地 定义 实数 : 现在 我 们 或 来 介 
绍 一 种 方法 ， 

有 理 区 间 套 序列 ( 见 第 9 页 )， 力 是 具有 有 理 数 端点 Qn bs 六] 
闭 区 间 序 列 7,, 而 每 一 个 区 间 都 包含 在 前 一 个 区 间 之 中 ,这 些 区 间 
的 长 度 构 成 零 序 列 : 

da 和 bp Sb, SE brs 
并 且 
lim(b, 一 an7) 一 0. 


因为 区 间 套 序列 中 的 每 一 个 区 间 J。 一 [a,b,] 都 包含 后 面 所 
有 的 区 间 , 所 以 位 于 任何 区 间 7, 之 外 的 有 理 数 + 也 位 于 后 面 所 有 
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区 间 之 外 ,并 且 在 同一 侧 ， 因此 ,有 理 区 间 套 序列 将 一 切 有 理 数 分 
割 为 三 类 "。 第 一 类 是 由 位 于 # 足够 大 时 的 那些 7， 区 则 左 侧 、 或 
者 对 于 几乎 所 有 的 * 来 说 有 + < a 的 有 理 数 ”组 成 的 。 第 二 类 
是 由 包含 在 所 有 区 间 /， 中 的 有 理 数 ”组 成 的 。 这 一 类 最 多 只 含 
有 一 个 数 ， 因为 当 n 2 增加 时 区 间 J 的 长 度 趋 近 于 零 . 第 三 类 是 由 
对 于 几乎 所 有 的 = 有 ?之 bs, 的 有 理 数 ”组 成 的 .显然 ,第 一 类 中 
的 任何 数 都 小 于 第 二 类 中 的 任何 数 ， 而 第 二 类 中 的 任何 数 都 小 于 


第 三 类 中 的 任何 数 。 点 ,本 身 不 是 在 第 一 类 中 就 是 在 第 二 类 中 ， 


而 点 6 不 是 在 第 二 类 中 就 是 在 第 三 类 中 

如 果 第 二 关 不 是 空 的 ,那么 它 就 是 由 唯一 的 有 理 数 > 组 成 的 ， 
在 这 种 情况 下 ,第 一 类 是 由 小 于 + 的 有 理 数组 成 的 ,第 三 类 是 由 大 
于 的 有 理 数组 成 的 ， 于 是 我 们 就 说 ,区 间 套 序列 J。 代 表 有 理 数 
”例如 ,区 间 套 序列 | 一 十，+ 十 二 | 代表 数 ， 


. 如 果 第 二 类 是 空 的 ,那么 区 间 套 序列 就 不 代表 有 理 数 ;这 时 这 
些 区 间 套 序列 便 用 来 代表 无 理 阁 ) 对 于 上 述 目的 ， 区 间 套 序列 中 


的 特定 的 区 间 [a。, 5,] 的 选择 并 不 重要 ; 本质 只 在 于 用 此 序列 把 


有 理 数 分 割 为 三 类 这 一 点 ， 因 为 它 告诉 我 们 无 理 数 在 何 处 插入 到 


有 理 数 中 去 


， 因 此， 我 们 称 两 个 有 理 区 间 套 序列 [0,6,] 和 [ 心 ， 多 ] 是 等 
价 的 ,如 时 它 ke 作为 练习 ,请 读者 证 


明 下 述 等 价 性 的 一 个 充分 和 必要 条 件 ; 4 一 ai 为 零 序列 ， 或 者 


对 于 一 切 ” 来 说 不 等 式 


qd bar So, 
Wa tr 
成 六 ， ? 人 六 


蚌 


是 相等 的 ， 因此 ， 守信 的 有 如 流向 到 序列 和 太吉 数 和 当世 的 


类 ,是 代表 着 一 个 实数 。 如 果 第 二 类 是 由 一 个 有 理 数 "组 成 的 ,我 


1 即 所 谓 “ 戴 德 多 分割" 
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们 就 把 这 种 分 类 所 表示 的 实数 看 作为 与 有 理 数 ”是 同一 的 . 


“ec, 实数 的 顺序 ,极限 和 算术 运算 


定义 了 实数 以 后 ,现在 我 们 就 能 够 来 定义 实数 的 顺序 ,和 、 差 、 
积极 限 等 概念 ,并 且 来 证 明 实数 具有 通常 的 性 质 ， 为 了 与 任 一 种 
关于 实数 的 定义 相 一 致 ， 必 须 使 得 : (1) 在 实数 为 有 理 数 的 情况 
下 ， ,具有 通常 的 意义 ， (2) 同 用 来 代表 夫 数 的 峙 定 区 问 套 译 过 
择 无 关 . 

* 以 实数 为 端点 的 区 间 


和 


虽然 至 今 为 止 , 总 是 假设 区 间 套 的 端点 是 有 理 数 ,即使 在 定义 


无 理 数 时 ,也 是 如 此 。 可 是 现在 我 们 必须 去 掉 这 种 限制 ,并 且 证 明 
我 们 能 够 象 运算 有 理 数 一 样 地 来 运算 实数 ,在 进行 证 明 的 过 程 中 ， 
每 一 步 我 们 者 必须 仔细 ， 要 避免 依 夺 那些 从 我 们 的 基础 一 有 至 
数 出 发 而 尚未 通过 过 辑 推理 而 证 明 的 事实 ? | 


我 们 用 字母 +, y,……' 来 表示 实数 ， 如 果实 数 是 击 有 理 区 间 
套 序 列 [a,, 26] 四 给 出 的 ， 则 记 为 x ~ {[ax, 5,1}. 由 前 面 的 实数 . 
的 定义 ， 我 们 可 引出 关于 实数 + ~{[4,6,]} 与 有 再 数 ， 之 闻 的 


旺 靳 的 一 个 很 自然 的 定义 ， 根据 ” 属于 该 区 间 套 序列 形成 的 有 理 


数 分 划 中 的 第 一 类 ,第 二 类 还 是 第 三 类 ， 我 们 分 别 说 + < *, 工 二 一 
zsr > zj 显然 ,这 个 定义 同 确定 * 的 特定 的 区 间 套 序列 {[2,.6,]}“ i 
无 关 , 并 且 当 x 为 有 理 数 时 就 是 通常 的 意义 ， 与 此 等 价 地 ,如 果 对 ” 


于 几乎 所 有 的 x, + 二 a,， 我 们 就 说 + 二 x*， 如 果 对 于 所 有 的 %， 


mo Sr Eb 束 兄 7 一 x*， 知 雪 对 于 儿 于 所 有 的 n;7? 之 br 就 说 


rr 之 XX， 
通过 实数 同 有 理 数 的 比较 ， 我 们 就 能 够 在 实数 间 彼 此 进行 比 


较 ， 设 z ~ {[o 如 jy ~ {[cs ps]}。， 如 果 存 在 有 理 数 ，, 使 


得 * 过 + < y, 我 们 就 说 x < 7.} 显然, 这 个 定义 同 代表 * 和 > 的 
特定 的 区 同 套 序列 是 无 天 的 ,因为 与 有 理 数 7 进行 比较 , 同 特定 的 
区 间 套 序列 是 无 关 的 ， 因 此 ,如 时 存在 有 理 数 7, 使 得 对 于 几乎 所 
”有 的 ,有 b 二 + < ww， 或 者 简单 地 说 , 如 果 对 于 几乎 所 有 的 w， 
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有 bn 一 On 我 们 就 说 x* < Jy, 天 系 式 YY < 7 排除 了 yx 或 Y 一 


y 的 可 能 性 ， 显 然 ;如果 x* < y, 而 y < *, 则 意味 着 x < x. 


对 于 任何 两 个 实数 * 和》 关系 式 x 二 y+ 一 yy 二 # 之 一 


必须 成 立 ， 因为 如 用 闫 yy, 而 且 其 中 一 个 数 , 璧 如 说 y， 是 有 理 
数 ， 则 7 必定 属于 由 所 代表 的 分 划 的 第 一 类 或 第 三 类 ， 也 就 是 


说 , 不 是 y》 一 * 就 是 x 一 y， 如 霖 * 和 Y 都 不 是 有 理 数 , 则 相应 隐 


”这 两 个 分 划 的 第 二 类 都 是 空 的 ,而 且 必 定 存在 一 个 有 理 数 +, 对 于 

其 中 的 一 个 数 来 说 , 它 属 于 第 一 类 , 对 于 男 一 个 数 来 说 , 它 属 于 第 
三 兴 。 因 此 ,不 是 zx 和 二 》 束 古 y 二 x 

稠密 性 。 上 述 这 些 定义 的 一 个 直接 推论 , 力 是 有 理 数 的 稠密 

= 其 意义 为， 在 任何 两 个 实数 *, ?之 间 和 总 是 存在 着 一 个 有 理 数 

六 我 们 还 看 出 ， 如 果实 数 * 是 由 有 理 区 间 套 序列 [4,, 5,] 所 代表 


而 则 对 于 所 有 的 ,有 a 万 * 委 如 因为 ,如 果 对 于 某 一 个 mx 来 


说 , x < sw， 则 对 于 几乎 所 有 的 来 说 ， 包 < 由， 这 与 对 于 所 有 
的 ”都 成 立 的 不 等 式 a<6 相 矛 盾 奸 因此 , 每 一 个 实数 都 能 被 限 
制 在 长 度 可 任意 小 的 有 理 区 间 [4,,5,] 之 中 。 

当 确 定 了 实数 的 顺序 以 后 ， 我 们 就 能 讨论 具有 实数 端点 的 区 


”” 间 ， 有 理 数 的 稠密 性 ， 卫生 一 个 具 有 六 上 区间 人 有 


[ 服 限 实数 < 称 为 实数 序列 x zx， … 的 极限 ,如 果 每 一 个 包 
含 着 = 的 具有 实数 端点 的 逢 区 间 ， 对 于 几乎 所 有 的 x, 属于 该 区 
间 ,】 这 个 定义 与 从 前 用 有 理 区 间 给 出 的 定义 在 下 述 意义 下 是 一 致 
的 ， 有 理 序列 的 有 理 数 极限 力 是 同一 数列 在 更 一 般 的 实数 极限 意 
义 下 的 极限 .| 作为 极限 定义 的 一 个 推论 ， 我 们 看 出 ,对 于 由 有 再 区 
间 套 序列 [2,5,] 代表 的 实数 *, 有 
= lim a, = lim On | 
算术 运算 . 下 面 我 们 来 对 实数 x ~ {[eo 2,]} 和 yy ~ {Lo,， 
8,]} 定义 算术 运算 ， 最 容易 做 到 的 是 定义 加 法 和 减法 运算 , 我 们 
定义 _ 
x 二 y~ {at a,, 2 十 px]}, 


re 


* QB 。 


*— y~ {fa,— Bs Os; 一 og,]}. 

要 证 明 这 些 定义 有 意义 是 一 道 简单 的 练习 题 ,其 细节 留 给 读者 ( 见 
第 124 页 问题 3 ) ,例如 ,对 于 x 一 》， 只 须 证 明 [ao 一 8,, bs 一 co 
构成 的 区 间 套 序列 其 长 度 趋向 于 零 、 因 此 , 它们 代表 一 个 实数 z. 
直接 通过 * 和 > 来 刻画 有 理 数 被 z 所 代表 的 分 割 的 三 类 , 便 可 证 
明 zx 对 于 * 和 y 的 特定 序列 表示 无 关 这 一 事实 ?例如 ,第 一 拓 征 由 
有 理 数 + 二 * 组 成 的 ,或 者 说 , 对 于 某 些 4, 7 总 会 被 z* 一 8, 所 超 
过 : 这 些 * 不 难看 作 形 式 为 * 一 :的 有 理 数 , 这 里 s 和 上 是 分 别 满 
足 不 等 式 s < xy: 之 yy 的 有 理 数 ， 

两 个 实数 x, > 之 积 , 当 > 0 时 ,定义 为 

x *y~ {[acas babn]}, z 
这 里 我 们 已 经 假设 ， 所 有 的 >0; 在 y 达 0 和 y= 0 的 情况 
下 ,怎样 的 区 间 套 序列 适用 于 * ' y 是 很 明白 的 。 当 7》 是 正 有 理 数 
时 , 积 x. y 也 可 表示 为 下 列 形式 : : 
xz y~ {[ay, bay]}. 

对 于 自然 数 y = 二 m， 积 x*'y 二 mzx 也 能 通过 x 的 反复 相 加 铅 得 
到 ,上 四 mx 一 x 十 (mp 一 1x 二 + 十 十， 十， 

实数 的 算术 运算 服从 通常 的 法 则 .特别 是 ,关系 式 * 二 y 等 价 
于 0 一 一 x。 我 们 还 能 引入 实数 的 绝对 值 ， 并 且 能 够 证 明 三 角 
不 等 式 |x 十 儿 肥 jx*| 十 1y| 成 立 ， 于 是 , 上 面 通过 顺序 关系 定 
义 的 实数 序列 的 极限 概念 ， 可 以 用 一 种 与 之 等 价 的 方式 来 表述 ; 
如 果 对 于 每 一 个 正 实数 <， 关系 式 |x 一 xs| < 对 于 几乎 所 有 的 
7 都 成 并 > 则 x 一 lim Xn, : 


现在 我 们 来 证 明 所 谓 的 阿 基 米 德 公理 。 

阿 基 米 德 公理 “如果 和 > 都 星 实 数 ,而 且 * 为 正 , 则 存在 
个 自然 数 wm, 使 得 wz > y. 

实质 上 ， 这 意味 着 : 一 个 实数 同 另 一 个 实数 相 比 ， 既 不 能 厦 
“ 焉 穷 地 小 * 也 不 能 是 “无 穷 地 太 ”( 除 非 其 中 之 一 为 零 )。 为 了 证 朋 
阿 基 米 德 公理 (在 我 们 的 论述 中 , 它 实 际 上 是 一 个 定理 ), 我 们 注意 


® OY +. 


到 , 对 于 有 理 数 来 说 , 它 力 是 整数 的 普通 性 质 的 推论 ， 现 在 ,如 果 
+ ~ {[ass 5s]} 和 yy ~ (Le, 8,]} 是 实数 ,而 且 x 为 正 ， 则 对 于 几 
乎 号 有 的 >， 有 a > 0， 因 为 a。 和 名 都 是 有 理 数 : 历 以 我 们 能 够 
找到 一 个 如 此 大 的 m ,使 得 mwa, > pb 因此 mx > p 宇 y. 


MX 了 XA On 


4 实数 连续 统 的 完备 性 ， 闭 区 间 的 紧 致 性 族 伊 关 别 泥 风 


a 
“mp 


#， 实 数 使 得 有 理 数 的 极限 运算 成 为 可 能 的 了 ， 但 是 如 果实 数 也 
宁 渤 行 相应 的 极限 运算 时 ， 还 需要 再 引入 一 种 非 实数 以 填补 到 
实数 之 间 , 并 且 如 此 下 去 没完 没 了 了 的话, 实数 的 价值 就 不 大 了 。 盏 


好 ， 实 数 的 定义 是 如 此 完备 ， 以 致 者 不 放弃 实数 系 的 基本 性 质 之 


一 ， 就 不 可 能 将 它 进一步 扩充 , (例如 为 引进 复数 就 必须 放弃 “ 顺 
序 ”) 


实数 连续 统 的 这 种 完备 性 是 通过 下 述 基本 的 省 续 竹 原理 来 表 


示 的 (参见 第 9 页 ): 每 一 个 具有 实数 端点 的 区 间 套 序列 都 包含 着 


二 不 实数 . 为 了 证 明 这 二 点 ,我 们 来 考虑 这 样 一 些 闭 区 间 [xyyv]， 
每 一 个 区 间 都 包含 在 前 一 个 区 间 之 中 , 而 它们 的 长 度 加 一 xm 构 
成 零 序列 , 我 们 可 以 断言 ,存在 一 个 实数 *， 它 包含 在 所 有 的 fx,， 
y,] 之 中 : 因而 , 序列 x。 和 y, 都 以 * 为 极限 ， 为 此 ， 我 们 用 包含 
[x,, y,] 的 有 理 区 间 套 序列 [4,5,], 来 代替 区 间 套 序列 [x,,y,]， 
于 是 ， 这 个 有 理 区 间 套 序列 将 确定 一 个 所 需 的 实数 *。 对 于 每 一 


个 9， 设 a， 是 小 于 x, 的 形式 为 7 上 ; 的 最 大 有 理 数 ， 而 5, 是 大 于 y， 


的 形式 为 _ 的 最 小 有 理 数 ， 这 里 p 和 4 都 是 整数 ， 显然， 这 些 区 


间 [as, 65， | 构成 代表 实数 x 的 区 辐 套 序列 ， 如 示 : 位 于 基 一 个 


闻 [zw ym] 之 外 ,区 如 说 * < rm 那么 就 会 存在 一 个 有 理 数 +， 


得 Xr < Xm 于 是 ， 对 于 所 有 充分 大 的 他) 我 们 有 


ys br Yn RY 
而 这 是 不 可 能 的 . 因此 ,所 有 的 区 间 [zw ym] 都 包含 着 后 *. 
外 尔 斯 特 拉 斯 原 人 


on 四 i li Cr a _= a ct. dh, bd 


上 述 连续 性 原理 的 其 他 几 种 形式 也 是 很 重要 的 ， 第 一 种 形式 
是- 一 

是 关于 有 界 序 列 存在 极限 点 或 凝聚 点 的 外 尔 斯 特 拉 斯 原理 ， 我 们 

涪 点 k 是 序列 Xly X12) 的 极限 点 ,如 果 每 一 个 包含 * 的 开 区 间 ， 


就 有 于 穷 多 个 ,使 得 x, 属 于 该 区 则 |} 请 往 意 这 个 定义 同 极限 定义 


之 间 的 差别 , 在 极限 的 定义 中 , 是 对 于 几乎 所 有 的 x, 即 对 于 最 多 
除去 有 限 个 数 以 外 的 所 有 的 ,或 者 对 于 所 有 充分 大 的 4 来 说 ,x， 
都 必须 位 于 开 区 间 之 中 。 如 果 序 列 有 极限 , 则 此 极限 也 是 序列 的 
极限 点 ,事实 上 是 唯一 的 极限 点 ， 也 可 能 不 存在 极限 点 (例如 序列 
1, 2, 3, 4, …), 也 可 能 存在 唯一 的 极限 点 (例如 收敛 的 序列 ), 也 
可 能 存在 几 个 极限 点 (例如 ,序列 1, 一 1, 1, 一 1,… 有 两 个 极限 点 
+1 和 一 1)， 外 尔 斯 特 拉 斯 原理 断定 ， 每 二 个 有 界 序列 于 少 县 有 

”为 了 证 明 这 一 原理 ,我 们 注意 到 : 由 于 序列 x, x,,…* 是 有 界 
的 ， 所 以 存在 一 个 包含 着 所 有 和 的 区 间 [ys 1]。， 从 [my zi] 开 
始 ,我 们 对 ” 用 归纳 法 来 构造 区 间 套 序列 [y,, x,], 使 得 每 一 个 区 


间 都 包含 着 无 穷 多 个 点 rw。 如 果 [y,,z。] 包含 着 无 穷 多 个 zw, 那 
么 我 们 就 用 区 间 的 中 点 把 [y。。 zs] 分 为 两 个 相等 的 部 分 ， 如 此 所 


得 到 的 两 个 闭 区 间 ， 至 少 有 一 个 必定 包含 着 无 穷 多 个 zw， 取 定 它 
并 记 作 [ysry x+。 显然 , [y,， za] 构成 代表 实数 * 的 区 间 套 序 


列 ， 每 一 个 包含 * 的 开 区 间 , 对 于 充分 大 的 = 来 说 ， 将 包含 着 区 间 


[ys， za], 因而 必定 包含 着 无 穷 多 个 Yo 

”极限 点 也 可 用 无 穷 序 列 x,, x;,.… 的 子 序列 的 极限 来 定义 . 
子 序列 是 从 给 定 序列 中 抽出 来 的 任 一 无 穷 序列 ， 也 就 是 形式 为 
xn ， Xn Yi 的 序列 , 这 里 四, 二 0 二 | 二 .…。 显然 ,一 个 


所 ~ 是 序列 Tig N29" " 的 极限 点 ， 如 有 果 它 是 某 个 子 序 列 的 极限 ， 及 


之 ,对 于 任何 极限 点 *, 我 们 能 够 用 归纳 法 来 构造 收敛 于 x 的 子 序 


: 列 x ， Nn ""?, 如 果 Cy Nn, “3 Tap 已 经 确定 ， 那么 我 们 就 
在 2> mw- 和 jx 一 z| 二 2~* 的 无 穷 多 个 整数 a 中, 取 一 个 作为 
7 大 。 


这 样 ,我 们 可 将 外 尔 斯 特 拉 斯 原理 用 如 下 形式 给 出 : 


。101， 


定理 ”每 二 个 有 界 无 穷 实数 序列 ,都 县 有 收 伍 的 子 序 列 ， 

一 个 集合 称 为 紧 致 的 ， 如 果 由 它 的 元 素 构成 的 每 一 个 序列 都 
包含 着 收敛 于 该 集合 中 一 个 元 素 的 子 序列 ， 现 在 再 重新 来 叙述 上 
面 的 定理 ,我 们 可 说 ,实数 集 的 闭 区 间 是 紧 致 集 . 

单调 序列 

上 述 定理 的 一 个 特殊 推论 是 每 一 个 单调 有 界 序列 都 是 收 全 
的 . 事实 上 , 设 序列 ,x*,,.… 是 单调 的 , 辟 如 说 ,是 单调 增加 的 . 
从 梁 这 个 序列 又 是 有 办 的、 那么 它 就 具有 极限 点 因为 序列 中 
相继 的 各 项 都 是 递增 的 ,所 以 在 这 个 序列 中 必定 存在 着 一 些 点 zw， 
它们 可 任意 接近 * 但 都 不 超过 *; 如 果 x > x*， 则 对 于 m > 便 
有 zx 之 x > *。 由 此 可 知 ,每 一 个 包含 x 的 区 闻 都 包含 着 几乎 所 
有 的 和 ,或 者 说 , * 是 该 序列 的 极限 . 

何 本 收敛 判别 法 

序列 是 单调 有 办 的 这 一 条 件 , 对 于 收 策 作 说 , 是 半分 条件 . 
这 个 命题 的 重要 意义 在 于 : 它 常 使 我 们 能 够 证 明 序列 极限 的 存在 
而 不 必 预 先知 道 极限 的 信 ; 并 且 , 在 具体 应 用 时 ,序列 的 单调 性 和 
-有 界 性 通常 是 容易 检验 的 。 但 是 , 并 非 每 一 个 收敛 序列 都 必定 是 
音调 的 (虽然 它 必 须 是 有 界 的 )， 因而 更 重要 的 是 要 有 一 个 较为 通 
用 的 收敛 性 判别 法 则 ， 这 就 是 阅 西 的 内 丰收 全 刘刚 法 ， 它 是 一 个 
序列 极限 存在 的 充分 和 必要 条 件 yom 

| 序列 各， 和， 是 收银 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 匣 数 6 
存在 一 个 N， 使 得 对 于 所 有 大 于 入 的 x 和 m，|x。 一 xml 过 s 成 
立 .| i N， yiv 可. 
下放 之 ,一 个 序列 是 收 人 的 , 册 康 这 个 序列 中 下 标 是 够 大 的 全 
何 两 项 彼此 之 差 都 小 于 s. 

”我们 来 证 明 这 个 条 件 对 于 收敛 性 来 说 是 必要 的 ， 如 果 5 


lim xn， 那么 对 足够 大 的 75， 每 一 个 x ,同和 之 差 都 小 于 <， 因此 ， 


根据 三 角 不 等 式 ,每 两 个 这 样 的 值 x, 和 x, 彼此 之 差 都 小 于 e。 肥 
之 ,我 们 考虑 这 样 一 个 序列 ,对 于 任何 6 > 0 和 对 于 所 有 充分 大 的 
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?和 mr, 有 jz 一 加 | 过 8。 这 时 , 存在 一 个 数值 NN, 使 得 几乎 所 
有 的 x, 都 能 够 被 包括 在 一 个 长 度 为 2 的 区 间 之 中 .这 样 ,我 们 也 
就 能 够 作出 一 个 适当 大 的 区 | 间 , 使 得 它 还 包含 可 能 位 于 以 *x 为 中 
心 长 度 为 2 的 区 闻 之 外 的 有 限 个 数 x,。 于 是 序列 是 有 界 的 , 因此 
具有 极限 点 x*。 进一步 , 对 包含 * 的 每 一 个 开 区 间 , 它 也 包含 着 具 
有 充分 大 下 标 % 的 那些 点 x,,。 这 是 因为 对 于 充分 大 的 4 来 说 ，x， 
彼此 之 拳 为 任意 小 ， 这 就 得 知 ， 包 含 * 的 开 区 间 必 定 包含 几乎 所 
有 的 x,, 于 是 * 为 序列 的 极限 . 


e， 最 小 上 异 和 最 大 下 界 


三 有 界 的 实数 集合 存在 着 “一 切 可 能 中 的 最 好 的 ”上 界 和 下 界 ， 
这 一 点 是 极为 重要 的 ,4 实数 * 的 集合 是 有 界 的 , 如 果 s 中 所 有 
的 数 都 能 被 包括 在 同一 个 有 限 区 间 之 中 ， 这 时 ,存在 S 的 上 界 , 即 
这 样 的 一 些 数 B, 使 得 s 中 的 任何 数 * 都 不 超过 .B， 

+ 志 B 对 于 5S 中 所 有 的 x*. 
类 似 地 ， 存在 S$ 的 下 界 4: 

4 委 * 对 于 s 中 所 有 的 x， 
例如 , 对 于 自然 数 倒数 的 集合 1, 1/2，1/3, 1/4,… 来 说 , 任何 数 
B 之 1 都 是 上 界 ,任何 数 4 < 0 都 是 下 界 ; 这 里 , 数 1 一 一 集合 中 
的 一 个 元 素 一 是 最 小 的 上 界 , 而 数 0 一 一 虽然 不 是 集合 中 的 元 
素 ,但 它 是 是 最 大 的 下 界 .实数 集合 的 最 小 
上 办 通常 称 为 记 的 上 确 界 ， 而 最 大 的 下 界 区 称 为 其 下 硝 愉 9 一 般 
说 来 ， 集合 的 上 靖 界 和 下 确 界 ， 如 果 不 是 集 售 趾 的 元 素 ,至 少 也 是 
集合 中 元 素 序列 的 极限 点 ， 因 为 , 如 果 5 的 最 小 上 界 不 属于 9， 
则 在 s 中 必定 存在 任意 接近 于 2 的 一 些 元 素 ， 否 则 我 们 就 能 找到 
比 6 小 的 S$ 的 上 界 ;因此 ,我 们 能 够 从 5s 中 依次 地 选 出 越 来 越 接近 
并 且 收 敛 于 到 的 数列 x, 和， …. 

从 单调 有 界 序列 是 收敛 的 这 一 事实 ， 立 即 可 以 推 知 有 界 集合 

3 存在 最 小 的 上 界 . 对 于 任 一 x, 我们 定义 B。 是 分 母 为 2" 的 4 
的 最 水 的 有 理 数 上 界 ， 显 然 ,对 于 8 中 的 任何 x* 世 及 任何 有 
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Y < 0 和 有 ,和 有 

“因此 ，B8 ,构成 单调 减少 的 有 界 序列 , 它 必 定 具 有 极限 4。 不 难看 
出 ,2 是 s 的 上 界 , 并 且 不 存在 更 小 的 上 界 ， 最 大 下 界 的 存在 , 可 
以 用 同样 的 方法 来 证 明 . 


f. 有理 数 的 可 数 性 

\ 关 于 有 理 数 的 一 个 惊人 的 发 现 是 在 十 九 世纪 后 期 得 到 的 ， 
这 一 发 现 促使 G. 康 托 《Contor) 在 1872 年 以 后 创造 出 集合 论 .| 虽 
” 然 有 理 数 是 稠密 的 ,并 且 不 能 按 大 小 来 排列 ,但 是 它们 仍然 可 以 排 
成 一 个 无 穷 序列 rn。 ……，rw，……， 其 中 每 一 个 有 理 数 都 出 现 一 
次 ， 因 此 ,有 理 数 可 以 一 一 列举 , 或 者 说 , 可 以 这 样 数 出 来 ， 第 一 
个 ,第 二 个 、……: 第 x 个、……: 有 理 数 , 当然 , 序列 中 各 数 的 顺序 并 
不 是 按照 它们 大 小 来 排列 的 。 这 个 对 于 任何 区 间 上 的 有 理 数 都 同 
样 成 立 的 结论 ， 可 以 用 一 句 话 来 表达 : 有 理 数 是 可 数 的 ， 或 者 说 ， 
有 理 数 构成 可 数 集合 


“和 和 


/ 为 了 证 明 这 个 结 果 ， 我 们 仅 对 二 有 理 数 给 出 一 个 排 成 序列 的 
方案 ,每 一 个 正 有 理 数 都 能 写成 的 形式 ， 其 中 pp 和 4 是 自然 


数 ， 对 于 每 一 个 正 整 数 , 正好 存在 着 一 1 个 分 数 三 ， 其 中 pp 十 


4 一 KK。 将 这 些 分 数 按 靖 增加 的 顺序 排列 起 来 ， 对 于 = 2,3,4， 
依次 写 出 不 同 的 数组 ， 我 们 便 得 到 ( 见 图 S1.1) 一 个 包含 着 所 
有 正 有 理 数 的 序列 ， 去 掉 分 子 和 分 母 具有 大 于 1 的 公 因子 的 那些 
分 数 (该 分 数 和 前 面 某 一 个 分 数 表 示 同 一 有 理 数 )。 我 们 便 得 到 序 
列 


其 中 每 一 个 正 有 理 数 正好 出 现 一 次 .我 们 不 难 构造 出 包含 所 有 的 
有 理 数 或 某 一 特定 区 间 上 的 所 有 有 理 数 的 类 似 的 序列 ， 
这 一 颖 未 ， 从 有 补充 下 面 另 一 基本 事实 后 才能 有 相当 深 人 的 
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和 


图 S1.1 正 有 理 数 的 可 数 性 


理解 , 即 一 切实 数 的 集合 是 不 可 数 的 9?， 这 一 点 说 明 ， 实 数 集合 比 
有 理 数 集合 包含 着 “多 得 多 的 ”元 素 , 虽 然 这 两 个 集合 都 是 无 限 的 ; 
因此 ,可 数 性 实际 上 是 集合 的 一 种 限 止 性 很 强 的 性 质 . 

集合 论 在 数学 中 起 着 一 种 重要 的 溢 清 作用 ， 虽 然 对 它 无 限制 
的 普遍 应 用 导致 了 一 些 自 相 矛盾 的 结果 ,并 且 引 起 了 争论 。 然 而， 
这 种 评论 并 没有 影响 富有 建设 性 的 数学 的 实质 ， 而 且 在 实数 的 集 
合 论 中 是 不 存在 的 ， 


52 关于 连续 函数 的 定理 


”连续 函数 的 一 些 重要 性 质 ， 是 建立 在 实数 完备 性 的 基础 之 上 
的 . 我们 回忆 连 绥 性 的 定义 ， 函 数 fCx) 在 点 上 是 连续 的 ,如 果 对 
于 任何 给 定 的 正 数 6, 不 等 式 |f(x) 一 (8)| 二 。 对 于 充分 接近 
的 一 切 * 者 成立， 或 者 说 对 于 与 § 相差 小 于 适当 的 量 3 的 一 切 * 


1) 关于 集合 论 的 这 一 基本 专 实 的 证 明和 简短 的 一 般 福 讨论 , 见 Courant 和 Robbins 
的 «What is Mathematics» 一 书 第 81 真 . 
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都 成 并 ,6 一 般 与 & 和 的 选择 有 关 ， 当 然 ,在 这 个 定义 中 我 们 仅 
汰 感 使 得 上 有 定义 的 那些 xz 和 上 之 值 . 

连续 性 的 定义 可 以 借助 于 序列 的 收敛 性 更 简 洁 地 夫 达 如 下 : 
1(x) 在 太志 是 连续 的 ， 如 果 对 于 每 一 个 具有 极限 $ 的 序列 x， x*;， 


,有 lmfCx, )= 1(5) 《这 里 x, 和 吉之 值 仍 在 了 的 定义 域 中 ) ,这 


两 个 定义 的 等 价 性 在 1.8 节 中 已 经 证 明 过 (第 87 页 ). 

| 如 果 f(x) 在 一 个 区 间 的 每 一 点 上 都 是 连续 的 , 则 称 f 在 这 个 
区 闻 上 是 连续 的 .如果 对 于 给 定 的 e > 0， 只 要 * 和 充分 接近 
而 不 管 它们 在 区 间 中 的 位 置 如 何 ， 开光 有 Wo — 1))| <e, 
法 择 得 与 无关 ， 即 对 于 每 一 人 E> 0， Ce) 使 得 
当 |x 一 引 达 8 时 有 |j(x) 一 15)| < s, 则 了 是 一 致 连续 的 | 对 
于 实际 应 用 来 说 ,这 意味 着 , 如果 我 们 把 } 有 定义 的 区 间 划 分 为 足 
够 多 的 等 长 的 子 区 间 ， 则 f 在 每 一 个 子 区 间 上 的 变化 都 小 于 预先 
指定 的 量 s: 在 任何 一 点 上 , 1 的 值 与 它 在 同一 子 区 间 上 其 他 任何 
扩 的 值 之 着 都 小 于 s. 
”“” 现在 我 们 来 证 明 : (每 一 个 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 的 函数 ， 车 
这 个 区 间 上 都 是 一 致 连续 的 .) 
”如 果 f 在 [a, 81 上 不 是 一 致 连续 的 ， 则 存在 一 个 固定 的 。> 
0， 且 存在 着 fo, 5] 上 彼此 任意 接近 的 点 x, 5, 使 得 |f(x) 一 
1(5)| 之 s。 于 是 对 于 每 一 个 x, 就 可 以 在 [4,5] 上 选取 点 +,&，， 


使 得 |fCx,) 一 1C5,)| 宇 se 和 |x, 一 ,| < 一 . 因为 +; 构成 有 界 


数列 ,所 以 我 们 能 够 找到 收敛 于 区 间 [a,6] 上 一 点 了 的 子 序列 ( 利 
用 闭 区 间 的 紧 致 性 )。 这 时 ,相应 的 子 序 列 多 也 要 收敛 于 wy, 因为 
了 于 在 ?处 是 连续 的 ， 所 以 当 子 序列 中 的 下 标 趋 向 于 无 穷 大 时 ， 我 
们 就 可 得 到 f(7) = limf(x,) 一 limf(#,), 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 

“对 于 所 有 的 ”都 有 [fCx,) 一 KE)| 之 6. 
中 间 值 定理 断言 ， 如 果 f(x) 是 区 间 a。<* < 上 的 连续 函 


数 ,Y 是 f(a) 入 外 ) 之 间 的 任 一 数值 ， 则 存在 a 和 “之 间 的 某 个 
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: 


适当 的 数值 5, 有 (5) 一 +、 这 就 是 说 , 方程 1(8) = y 必定 存在 
解 ,如果 我 们 能 够 指出 两 个 数值 < 和 2, 对 于 它们 分 别 有 f4) < 
y 和 f(&b) > y。 由 此 可 直接 得 到 ,如 果 了 是 连续 的 和 单调 的 , 则 存 
在 唯一 确定 的 反 范 数 , 正 如 我 们 已 经 看 到 过 的 (第 46 页 ). 

为 了 证 明 中 间 值 定理 , 设 a 过 6, fj(4) = 0, 1(b) = 8 而 
tc 二 7 二 PP. 设 $ 是 区 间 [4, 4b] 上 使 得 f(x) 二 YY 的 点 * 的 集合 . 
S 是 有 界 的 ;因而 具有 也 属于 人 闭 区 间 [4, 2] 的 最 小 六 和 #s。 于 是 ， 
对 于 8 二 x 过 5, 则 有 j(x) 宇 Y.O 点 5 或 者 属于 5S, 或 者 是 5 中 的 
点 列 x, 的 极限 。 在 第 一 种 情 哆 下 ,185) < y ,但 因为 做 殷 盖 7 所 
以 8 二 5, 而 在 和 &。 之 间 存 在 着 任意 接近 于 的 一 些 点 x, 使 得 
f(x) 之 Y， 这 是 不 可 能 的 ,如 果 f 在 $ 处 是 连续 的 并 Hf(5) < 7， 
在 第 二 种 情况 下 , 人 8) 全 7y; 由 于 f(x,) 二 Y 和 lim x, 二 ,我们 


得 到 (5) 过 7; 因为 我 们 已 经 知道 (8) < 是 不 可 能 的 ,所 以 必 
定 有 HE) 二 YY， 
闭 区 间 [4, 6] 上 的 连续 函数 f(x) 的 第 三 个 基本 性 质 是 存在 
最 太 值 , 即 在 区 间 [a,5] 上 存在 点 名 使 得 对 于 此 区 间 上 所 有 的 * 
来 说 ,jz) 和 < A8)， 类 似 地 , 在 此 区 间 的 某 一 点 ?3 上 f 将 取 到 最 
小 什 : 对 于 此 区 闻 上 的 所 有 * 来 说 , f(x) > CD， 重要 的 是 区 间 


必须 是 闭 的 ， 例 如 ,函数 f(x) 一 x 或 1(x) = 一 都 是 连续 的 ,但 是 


它们 在 开 区 间 0 < * 二 1 上 并 没有 最 大 值 ， 因 而 最 大 信 可 能 正好 
出 现在 一 个 端点 上 ,而 如 果 / 在 端点 是 不 连续 的 , 则 最 大 值 还 可 能 
根本 不 存在 ， 
为 了 证 明 这 一 原理 , 我 们 注意 到 : 在 [4, 5] 上 连续 的 函数 
.了 必定 是 有 界 的 , 也 就 是 说 , 构成 了 的“ 值 域 ”s 的 数值 f(x) 都 位 
“于 某 一 有 限 区 间 之 中 。 事实 上 ,由 于 的 一 致 连续 性 ,我 们 能 够 在 
区 间 [a, 51 上 找到 有 限 个 点 rm， *，….，x， 使 得 f(x) 在 此 区 间 
的 任何 点 * 上 的 值 则 数值 f%), fx,)，:… ,fx。) 之 一 相差 小 于 
1， 而 作 x1), fxs),……, 开 x。) 全 体 都 能 够 被 包含 在 一 个 有 限 区 间 
之 中 ， 进 一 步 , 因为 数值 f(*) 的 集合 5 是 有 界 的 , 所 以 它 具 有 最 
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小 上 界 M。 这 个 M 是 对 于 [a, 5] 上 所 有 的 * 来 说 是 使 得 1(%x) 所 
M 成 立 的 最 小 的 数 ， 当 然 人 MH 或 者 属于 5, 或 者 是 5 中 的 某 一 点 列 
的 极限 。 对 于 第 一 种 情况 , 则 在 [a,5] 上 存在 点 #, 使 得 1(#) 一 

M .对 于 第 二 种 情况 , 则 在 [a, 5] 上 存在 点 列 x。， 使 得 imix，) 


一 M; 于 是 ,我 们 能 够 找到 收敛 于 [a,b6] 上 点 二 的 x 的 子 序 列 , 有 而 
由 于 f 在 处 的 连续 性 ,又 有 f#) 二 M， 显 然 , 1(8) 征 太 交 最 六 
但. 


53 极 坐 标 


第 一 举 中 ， 我 们 曾 在 几何 上 用 曲线 来 表示 函数 ; 而 解析 几何 
学 则 遵循 着 相反 的 程序 , 即 从 曲线 出 皮 并 用 冰 数 (例如 用 通过 曲线 
于 的 点 的 一 个 坐标 来 表示 其 另 一 个 坐标 的 函数 ) 来 表示 曲线 。 这 
种 观点 自然 会 使 我 们 想到 除了 以 前 所 用 的 直角 坐标 以 外 ， 可 能 采 
用 更 适宜 于 表示 几何 上 给 定 曲线 的 其 他 一 些 坐 标 系 。 最 重要 的 一 
个 就 是 极 坐 标 系 +,0; 点 己 的 极 坐标 >，6 同 直角 坐标 x,y 之 间 的 
关系 由 下 列 方程 给 出 : 


2 -一 


+= rc00, y=rsin0, =x 十 yy， tg0 一 二 . 


其 几何 解释 由 图 $1.2 即 可 上 明了. 


> 


x 


图 S1.2 极 坐标 


1) 极 坐 标 不 能 由 点 P 完 全 确定 . 除了 6 以 外 , 角 6 土 2r, 6 土 4x,.… 中 的 任何 一 
个 也 都 能 看 成 点 的 极 角 . 
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例如 ,我们 卷 虑 双 纽 线 。- 双 纽 线 在 几何 上 定义 为 一 切 这 样 的 
点 了 的 轨迹 ， 点 了 与 直角 坐标 分 别 为 x 一 ay 一 0 和 >* 一 一 4 
y 一 0 的 两 个 固定 点 Ri 和 F, 的 距离 ri 和 7; 之 积 为 常 值 2 ( 见 图 
3$1.3)， 从 
站 一 (+ 一 4 十 六 ， 及 一 (x 十 a 十 


图 S1.3 双 经 线 
经 过 简单 的 运算 ,我 们 便 得 到 下 列 形 式 的 双 纽 线 方程 
(t+ 2a(r — y) = 0. 
现在 ,引入 极 坐 标 ,我 们 得 到 
7 一 2ari(cos’0 一 sin20) = 0: 
除 以 2 并 应 用 简单 的 三 角 公 式 , 上 式 化 为 
r= 2a:cos20. 


因此 , 双 纽 线 方程 在 极 坐标 中 要 比 在 直角 坐标 中 形式 简单 . 


S4 ”关于 复数 的 注 记 

我 们 的 研究 将 主要 是 基于 实数 连续 统 ， 但 是 , 为 了 便于 进行 
第 七 . 八 、 九 章 的 各 种 讨论 , 我 们 请 读者 注意 ,研究 代数 学 中 的 问 
题 已 使 数 的 概念 进一步 扩充 了 ， 即 产生 了 复数 .由 自然 数 向 实数 
的 发 展 起 因 于 下 述 要 求 : 即 为 了 消除 例外 现象 并 使 得 某 些 运算 
《例如 减法 .除法 ) 以 及 点 与 数 之 间 的 相互 对 应 总 是 可 能 的 。 类 做 


es 了 [9 se 


地 , 为 了 使 每 一 个 二 次 方程 , 实际 上 是 每 一 个 代数 方程 都 具有 解 ， 
我 们 就 不 得 不 引入 复数 .例如 ,如 果 希 望 方程 
x 二 1 二 0 

具有 根 , 我 们 就 不 得 不 引入 新 的 符号 i 和 一 i 作为 根 ，( 如 在 复 变 
函数 论 中 所 看 到 的 ,这 就 足以 保证 每 一 个 代数 方程 都 有 解 0. ) 

如 果 a 和 。 是 普通 的 实数 ， 则 复数 c = a 十 让 表示 一 对 数 
(a,5), 它们 按 下 述 一 般 法 则 进行 运算 ;我 们 对 复数 (其 中 包括 实 
数 是 作为 一 0 的 特殊 情况 ) 进行 加 法 、 乘 法 和 除法 运算 时 , 是 将 
符号 i 当 作 未 定 的 量 来 处 理 ,并 由 此 简化 整个 表达 式 , 即 利用 方程 
2 二 一 1 去 掉 i 的 高 于 一 次 的 星 ， 最 后 只 剩 下 形式 为 a 十 未 的 式 
子 ， 

我 们 假设 读者 已 经 在 某 种 程度 上 熟悉 了 复数 ， 但 是 在 这 里 ， 
. 我 们 还 要 强调 指出 一 个 特别 重要 的 关系 式 ， 下 面 将 用 复数 的 几何 
或 三 角 表 示 法 来 加 以 解释 ， 假 设 < = x 十 iy 是 这 样 一 个 数 , 它 在 
直角 坐标 系 中 我 们 用 坐标 为 * 和 y 的 点 来 表示 它 ， 现 在 借助 于 

方程 x 一 ”cos 0,7y 一 7sin06,5| 信人 极 坐标 7> 和 6 《 见 第 108 页 7 来 代 

” 替 直 角 坐 标 x* 和 y， 这 时 ,+ = 二 Vx 十 米 是 点 P 同 原点 的 距离 ， 
6 是 正 的 * 轴 同 线段 OP 之 间 的 夹 角 。， 这 样 复数 “ 就 表示 为 下 列 
形式 


¢ = 7(cos0 + isin 0). 

角 6 称 为 复数 “的 幅 角 , 量 ” 称 为 复数 “ 的 绝对 值 或 模 ,我 们 记 之 
为 jcj. 这 里 共 红 ” 复数 “一 * 一 落 显 然 与 < 有 相同 的 绝对 值 ， 

但 统 媚 则 为 一 0 《图 S1.4)， 显然 
=|c|l:=cc=x 十 yy, 
如 果 我 们 利用 这 种 三 角 表示 法 ， 复 数 的 条 法 则 可 取得 兰 别 简 - 

单 的 形式 ,因为 这 有 时 
cc 一 和 cos 十 ;sin6) .rcose + isinO’) 
一 ?1f[(cosgcosg 一 singsin0 


1) 代数 方程 的 形式 是 P(X) = 0, 这 里 已 是 具有 复 系数 的 多 项 式 ， 


» li0s 


图 S1.4 复数 x+ 和 7 及 其 共 斩 复数 的 几何 表示 


二 icos6sin8 十 singcosg ?|]. 
利用 三 角 了 基数 的 加 法 定理 ,上 和 式 化 为 
cc 一 fcos(9 二 9) 十 zsinGO + 0)). 
因此 ,复数 相 乘 ,只 须 将 它们 的 绝对 值 相 乘 而 将 它们 的 辐 角 相 加 便 
可 实现 ， 著 名 的 公式 
(4cos6 二 ising)(cosg 十 ?sing ) 
一 cos(0. 十 09) 十 ;isin(9 十) 
党 称 为 德 . 莫 阿 弗 尔 (De Moivre》 定理 ， 由 此 我 们 得 到 下 列 关 
未 / 
(cosO + isin0)’” = cosn0 + ?sinnO: 
利用 此 式 我 们 立即 可 求解 方程 如 和 妃 一 1， 其 中 4 为 正 整 数 ， 其 根 
( 即 所 请 单位 根 ) 是 


2 .2x 和 和 ，。 4 元 
8 一 8 一 cos- 十 1sin -一 8 一 8 一 cos 一 十 isin 一， ， 
1 1 他 72 
7 一 ])z 
En—l 一 6 一 corte — r+ is in 7 — Dx, en 一 6 一 1] 
nH 
(图 S1.5), 


在 几何 上 ,对 应 着 单位 根 的 各 后 ， 怎 中 心 在 属 点 半径 为 1 之 圆 
内 埃 正 n 边 形 的 顶点 ， 
最 后 ， 如 果 我 们 设想 将 方程 (cos6 + ?sin0)” = cosn0 十 


。 11l。 


图 S1.3 单位 # 次 根 ( 当 w= 二 16 时) 


sin w0 左 端的 表达 式 按 二 项 式 定理 展开 ,那么 ,只 须 将 实 部 和 虚 部 
分 开 ， 便 可 得 到 cosn6 和 sin 6 用 sin9 和 cos6 的 医 或 寡 的 乘积 
来 表示 的 表达 式 : 


yy、 
cos nd = cos2 6 一 (» ] cos"™ 0 sin’0 
7 
十 ( 4 cos 一 es 十 …， 
天 . Fe - 
sin n0 = ( 1 ) cos-6 sin 6 一 ( 3 )eos"'0 sin’0O 


a 
+ (CC ) er" sin 日 十 


i9] 十 
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1. (ay 如 果 a 是 有 理 数 ，x 是 无 理 数 ， 试 证 明 a + * 是 无 弄 数 ， 又 如 果 
a 关 0, 试 证 明 ax 是 无 理 数 。 z / 


“1i2。 


(b) 试 证 明 任 何 两 个 有 理 数 之 间 至 少 存 在 着 一 个 无 理 数 ,因而 存在 着 无 


穷 多 个 无 理 数 ， 

2. 试 证 明 下 列 各 数 不 是 有 理 数 ，(a) V 3; (b) Vr， 全 不 是 
完全 平方 ， 即 不 是 整数 的 平方 ; (c) 3 了; (4) /万 ， 其 中 完全 ”次 
需 。 


“3. (4) 对 于 整 系数 多 项 式 
QnX* 十 oa 十。 十 gx + oo， (as 0 ) 
的 任何 有 理 根 , 如 果 写 成 既 约 分 数 时 为 之 了 7， 试 证 明 分 子 是 a 的 因子 ,分 母 


9 是 a 的 因子 。( 这 一 准则 公 我 们 能 够 得 到 一 切 有 理 实 要 ， 从 而 证 明 任 何其 
他 实 根 都 是 无 理 数 .) 
(b) 试 证 明 V 2 FHT 和 VY + M2 都 是 无 理 数 ， 


1.1 节 c, 第 9 页 
1. 设 [*] 表示 * 的 整数 部 分 , 即 [x] 是 满足 


x—1l<|xr|i<x 


的 整数 ， 设 co。 = [zj = [10"(z 一 0) ~ 10"!e 一 10m?cs 一 .一 10c]， 
其 中 站 = 1,2, 3，:.…， 试 证 明和 的 十 进 小 数 表示 是 
T= Co 0O.ctc3r'*, 


并 证 明 这 种 结构 排除 了 出 现 一 串 无 穷 多 个 9 的 可 能 性 ， 

2. 对 于 了 两 个 实数 +, y, 试 通过 其 十 进 小 数 表示 法 来 定义 不 等 式 x*>y ( 见 
外 篇 ,第 97 页 )、 

*3, 如 果 和 9 都 是 整数 ,9 > 0， 证明 一 展开 为 十 进 小 数 时 或 者 是 


有 限 的 ( 末 位 以 后 的 数字 均 为 零 )， 或 阁 是 循环 的 ; 也 就 是 说 ,从 小 数 展开 式 上 
茶 一 位 以 后 ,是 由 给 定 的 一 组 数字 相继 重复 出 现 而 组 成 的 。 例 如 ,1/4=0.25 
是 有 限 的 ，1/11~=0.090909 是 循环 的 。 重复 出 现 的 一 组 数字 的 长 度 称 为 十 


进 小 数 的 周期 ;对 于 1/11, 周期 为 2, 试 问 在 一 般 情 况 下 之 的 周期 可 能 是 多 
大 ? 


1 . 试 仅 用 不 等 号 (不 用 绝对 值 符号 ) 来 表示 满足 下 列 关系 式 的 x . 值 ,并 讨 
论 所 有 的 情况 ， 
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(2) I+—al<)*— 26)|; 

(b) |x—al<x*— 5; 

(c) | 妆 一 可 < 

2. 一 个 区 间 ( 定 义 见 正文 ) 可 以 定义 为 实数 连续 统 的 任何 连通 部 分 。 实 
数 湛 续 绕 的 子 集 5 称 为 连通 的 ， 如 果 对 于 s 中 的 每 一 对 点 2 集合 $ 就 包 
含 整 个 闭 区 间 [e, 51。 除了 已 经 讲 过 的 开 区 间 和 闭 区 间 以 外 ， 还 有 “ 半 开 ” 
区 间 s<*<8 和 。*<x 和 2 (往往 分 别 用 [e, 2) 和 (e, 6] 来 表示 ), 以 及 无 限 区 
即 “ 半 实 轴 ”x 二 4, x 之 a4, *>4, * 之 4 
(往往 分 别 用 (一 00,00),( 一 00，a],( 一 00， a), (a, 00), [4, co) 来 表示 )( 也 
可 参见 第 24 页 脚注 )， 

*(a) 试 证 明 上 面 所 列举 的 几 种 区 向 包括 了 数 轴 的 连通 于 集 的 一 切 可 能 
情况 。 

(5b) 试 确定 使 下 列 不 等 式 成 立 的 区 间 ， 

(i) 2 一 3x 十 2<0， 

(ii) (x ~— a)(x — b)(r ~ c)>0, 寺中 gchee 

(iii) |1—x*| — x 之 0; 

(iv) 一 > 


> 0; 


2 


+ 二 > 6; 
(wi) [x] < 二， 见 113 页 问题 1; 
(vii) sins> 2 
(ce) 斌 证明; 如 果 a<xrs2, 则 |x| 所 1a| 十 1。 
3. 试 导 出 下 列 不 等 式 : 

(2) * 二 二 之 2， 当 x>0 时: 

(pb) x*+ 二 < 一 2， 当 x*<0 时 ; 

1 


(¢) |*+ 一 | 之 2， 当 x 关 0 时 ， 


4. 两 个 正 数 a, 5 的 调和 平均 值 & 定义 为 
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试 证 明 调和 平均 值 不 超过 几何 平均 值 , 即 吉 和 Ve6。 试 问 两 平均 值 何 时 相 
等 ? | 
5 . 试 导出 下 列 不 等 式 ; 
(a) 下 十 XY 十 六 之 0; 
*(b) rt wlyt X00， 
(cy) 2 一 3 十 4 人 一 37 十 于 之 由 
”试问 等 式 何 时 成 立 ? 
*6. 当 2 == 2 3 时 , 柯 西 不 等 式 在 几何 上 如 何 解释 ? 
7 , 试 证 明 使 柯 西 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充分 必 归 条 件 是 : 与 成 正比 ， 
则 对 于 一 切 Y 有 car 十 46y 二 0, 其 中 < 和 4 与 7 无 关 并 且 不 全 等 于 零 . 
8.(a)lc 一 ia 十 jz 一 or+ 一 ae 一 ay 当 eac<eai<eas 时 ， 试 
间 * 取 何 值 时 等 式 成 立 ? 
“《b) 试 求 对 于 一 切 x 使 得 下 式 成 立 的 联 大 的 》 值 ; 
lz 一 & 十 lz 一 四 十 十 | 一 ca 之 7 
其 中 如 <ea < <an。 试 问 在 什么 条 件 下 等 式 成 立 ? 
9 . 试 证 明 对 于 正 数 a, 5，c, 下列 不 等 式 成 立 : 
(ah) a + b+ ead + be + eas 
(b) (a + be + ee + oa) Babec; 
(cy e+ bc + ea abc(la + 6 ic), z 
10 .假设 训 ,x4sxs 和 wix(i,h = 1，2,3) 均 为 正 数 ,并 且 okS My x 十 祝 二 
xz3 委 1。 试 证 明 
allyt 十 Gazdix 十 十 ari<3U 
*11. 试 证 明 下 列 不 等 式 , 且 给 出 当 w 和 3 时 的 几何 解释 : 
VO DT Tn) < VU Tr TF) 
+ VOUT + 3), 
12. 试 证 明 下 列 不 等 式 , 且 给 出 当 w#<3 时 的 几何 解释 : 


< Va 二 十 Wi 十 .二 
13 . 试 证 肯 ”个 正 数 的 几何 平均 值 不 大 于 其 算术 平均 值 ; 即 如 果 m > 0 
(i = 1，2，… :372), 


\y A MN hn < 祥 二 (2, 十 Ca 十 :十 rp) | 
天 


(提示 : 假定 ci 和 ia 和 有，…' 和 sr。 第 一 步 ， 用 几何 平均 值 来 代替 we， 并 调 
加 a1, 使 得 几何 平均 值 保 持 不 变 .) / 


1.2 节 d, 第 31 页 


1. 如 果 f(*) 在 + = 4 处 是 连续 的 ， 并 且 f(a)>0, 试 证 明 在 二 的 定义 域 
中 ,存在 着 包含 4 的 一 个 开 区 间 使 其 中 的 值 (x)>0， 

2. 在 连续 性 的 定义 中 , 试 证 明 有 心 区 间 
1 z f(x) — Hxo)|<e 和 |x— wl| < | 
可 以 用 包含 1(%o) 的 任意 开 区 间 和 包含 rw 的 充分 小 的 开 区 间 来 代 规 ,如 第 33 
页 中 所 示 。 


3. 设 人 在 0 和 *<1 上 连续 。 又 设 j*) 只 取 有 理 值 , 而 当 * = 了 时 
1(*) = 地， 试 证 明 处 处 为 1(*) = 了 


4. 机 设 对 于 一 切 x 信 , f(x) 中 
f(x) __ 人 当 * 为 无 理 数 有 时， 


1， 当 : 为 有 理 数 时 。 
“ 试 证 明 X*) 处 处 不 连续 ， 
SE 
&(*) = : 
【二 ， 当 *== 二 表示 既 约 分 数 的 有 理 数 时 。 
(有理数 万 ,如 果 整 数 p 和 4 没有 大 于 1 的 公 因子 ， 且 9> 0， 则 称 为 既 约 分 


数 ， 如 z ( 25) = 二 . ) 试 证 明 对 于 一 切 无 理 数 来 说 (x) 是 连续 的 、 而 对 于 
一 切 有 理 数 来 说 gx(x) 是 不 连续 的 

'5. 如 果 对 于 一 切 * 值 和 ， 值 , 1(*) 满足 函数 方程 

fx 十 y) = (x) + fy), 

试 对 于 。 的 有 再 人 1(z) 之 值 ; 如 果 1(*) 是 弟 续 的 ， 试 证 明 f(z) = cz， 其 
中 “是 党 

6. 机 如 果 Ax*) 一 x*， 试 求 6 ( 它 可 以 与 5 有关)， 使 得 当 |* 一 |<6 
时 ,有 

[f(x) — 1(8)| <e， 
*(b) 如 果 H+) 是 任 一 多 项 式 
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f(x) 一 Caya 十 Pit 十 下: 十 d+ 409 


其 中 mm 关 0， 同 (a) 一 样 , 试 求 3. 
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1 .如果 Hz) 在 [a,6] 上 是 单调 的 ,并 且 具 有 中 间 值 性 质 , 试 证 明太 *) 是 
连续 的 。 如 有 果 f 不 是 单调 的 ,你 能 得 出 同样 的 结论 码 ? 

2. (a) 试 证 明 当 >>0 时 x” 是 单调 的 ; 从 而 证 明 当 4>0 时 ** 二 4 具有 
唯一 的 正 根 A/ e 。 

(b) 设 扩 x) 是 多 项 式 

fx) = Aart adn Xr 二 十 0 十 my (az0)。 

试 证 明 ; (i) 如 果 ” 是 奇数 , 则 Kx ) 至 少 具有 一 个 实 根 ; (ii) 如 果 en 和 mw 得 
号 相反 。 则 f(x) 至 少 具 有 一 个 正 根 , 此 外 ， 如果 # 是 偶数 ， ?对 0, 则 作 *) 还 
具有 一 个 负 根 。 

“3 . (a) 试 证 明 在 每 个 方向 上 都 存在 一 条 平分 任意 给 定 的 三 角形 的 站 
线 , 即 将 三 角形 分 为 面积 相等 的 两 部 分 的 直线 . 

(b) 对 于 任何 两 个 三 角形 , 试 证 明 存 在 一 条 将 它们 同时 平分 的 直线 。 
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“1. (a) 试 证 明 W > 不 是 有 理 函 数 。 (提示 : 对 于 * = 考察 将 W * 表 
示 为 有 理 函 数 的 可 能 性 。 利用 非 零 多 项 式 最 多 只 能 有 有 限 多 个 根 这 一 事 
实 .) 

(b) 试 证 明 3Y x 不 是 有 理 函 数 ， 


1.3 节 <， 第 51 页 / 
1 . (a) 试 证 明 一 条 直线 同 高 于 一 次 的 多 项 式 的 图 形 最 多 可 相交 于 有 限 
多 个 点 z 


(c) 试 证 明 三 角 函 数 不 是 有 理 尔 数 ， 


1.5 节 ,第 58 页 
1 . 斌 证明 二 项 式 系数 的 下 列 性 质 ， 


(a) 1 +()+( + ,二 (+ 人 (= 


ss Ti7 。 


a i i i 


wr 


(¢) (") 十 2 (7) +3( 十 二 no(，) = 2); (提示 : 用 阶 
乘 来 表示 二 项 式 系数 .) 
(d) 1 2() 十 2 “3(7) 十 ，。。， 十 -Do( )= n(n — 1)2”™; 


| L(t)+ .二 1 ( )= 
(¢) “人 3\2 nn 二 i \n 2 十 1 


“6 ( or +( ) = (“”); (提示 芳 虑 (1 十 *)” 
中 ** 的 系数 .) 
eo) 


、 278 十 2 
(提示 : 证 明 汪 -35s = So) 
2 . 试 证 明 ; 当 x> 一 1 时 , (1 + x)"? 之 1 十 x, 
3 .试用 数学 归纳 法 证 明 1 + 2 + ,… 十 ， 一 本 zz + 1)。 
*4 .试用 数学 归纳 法 证 明 下 列 等 式 ， 


(a) 1 十 24 十 34g° 十 ee 十 na ! 1~ (n+ 1)9 + nq. 
(1 — a)’ 9 

221 十 
(0) (+ DO Fo)") oe. 


5 . 试 证 明 :; 对 于 一 切 大 于 1 的 自然 数 ”, ”或 者 是 素数 ,或 者 能 够 表示 为 
素数 的 乘积 。《 提 示 : 设 4,-, 是 对 于 一 切 不 大 于 ”的 整数 大 的 判断， 即 当 
K 委 2 时，A 或 者 是 素数 或 者 是 素数 之 积 .) 

“6. 邯 虑 分 数 序列 


其 中 Prat! = pn + 24n9 dni41 = pn + Gon。 


(a) 试 证 明 : 对 于 一 切 ” 来 说 ， 鱼 均 为 既 约 分 数 . 
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(b) 试 证 明 : 名 同 V 之 差 的 绝对 值 可 为 任意 小 ， 并 证 明 当 它 通 近 于 
V 2 了 时 产生 的 误差 其 符号 正人 负 交 埠 出 现 ， - 
7 ， 这 ts bs fn 和 Dr 均 为 罗 数 ,并 请 足 
(a 十 bV2) = Gx On WV 2 ， 
其 中 a 是 最 接近 4 V2 的 整数 。 试 证 明 四 是 最 接近 b, V 2 的 整数 ， 
*8 : 设 tn 和 bs 为 | 


: _ .06 
4 = 3, tnr, = 3 Fb, = OrTI = 9%, 


对 于 每 一 个 »* 值 , 试 确定 使 得 4m 之 5 的 最 小 的 克 值 ， 


9 .如 来 为 是 目 然 数 , 试 证 且 
(1+V5)— (lV) 
| 2*f 3 
是 月 然 数 。 


10. 试 确定 一 个 平面 可 被 » 条 直线 分 割 成 的 最 多 块 数 。 证 明 最 多 块 数 是 
在 没有 两 条 直线 平行 和 没有 三 条 直线 共 点 的 情况 下 发 生 的 ,并 确定 当 允 许 玉 
行 和 共 点 时 的 块 数 ， 

11. 试 证 明 : 对 于 每 一 个 自然 数 >， 都 存在 自然 数 如 使 得 

(V7—1) = Vi- Vi, : 

12. 试 用 数学 归纳 法 证 明 柯 西 不 等 式 ， 
1.6 节 , 第 63 页 

1. 试 证 明 lim (Ya 一 Vi) /r+ iY 1 

: lim (Yat+1 V5)(Vr + 1) > 

2. 试 证 明 lin (Mw 二 1 一 7) =0. 

1 设 an 10V21。(a) 收敛 于 什么 极限 ? (b) 此 序列 是 单调 的 吗 ? (c) 


此 序列 从 菜 一 个 » 以 后 是 单调 的 吗 ? (d) 试 给 出 a 与 其 极限 之 差 的 佑 信 ， 
(e) 从 什么 = 值 以 后 这 个 差 小 于 1/1003 


4. 试 证 朋 lim 如 0 
-0 天 ” 


5.(a) 试 证 明 im (点 十 瑟 十 十 王 一 上 
Hm 人 形 -2 7 2 出 
(b) 试 证 明 in (二 + 一 二 .+ )= 
Hom \ (7 十 1 ) 十 (2n)’ =0 
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i i 站 : i “ 出 


《提示 : 将 和 式 同 其 最 大 项 进行 比较 . ) 
Co 并 E 明 im (+ 


Vn Vntl V 27 
*(d) 试 证 明 1 一- + + + 一 ) = 上 
(qd) 试 证 明 lim TT + J J 


6. 试 证 明 每 一 个 循环 的 小 数 都 表示 有 理 数 。( 同 1.1 市 < 问题 3 进行 比 


较 ,) 


100 
7 .1 式 1IFHR lim _” 
试 证 明 Bm 1.01" 


8. 如 果 4 和 6<<a 都 是 正 数 ， 斌 证明 & 天 十 记 收 敏 于 ce。 类 似 地 ;对 于 
任何 个 国定 的 正 数 a4， 01，，…, oo 试 证 明 E 十 下 十 ，…* 十 碟 收敛 ， 
并 求 其 极限 ， 

9. 试 证 明 序列 V3，V2VZ, 和 2 V2V3 .收敛 ,并 求 其 极限 ， 

10 ,如果 wa) 是 2 的 索 因 子 的 个 数 , 试 证 明 

; (za) _ 


[1 Ef 


11. 试 证明 ， 如 果 lim ar = 专 ， 刚 lim 0 一 上 其 中 0 是 算术 平均 值 
(a 二 a+ , 十 ， 
12, 试 求 


| 十 1 i 
2，3 An 十 二 1) 


_-。 1 1 
(提示 : KR 太一) 
1 ， 1 1 ] 
lim 1 -~ ss Lv - 
Cb) im (3 T 263»4 T DT 


13. 如 果 ao + oa 十，…* 十 ap 一 0， 试 证 明 
lim (a Vr 十 a Vntl 十 ，*+， 十 aoVnt+p) = 0, 
on 


(提示 将 V ”作为 因子 提出 , ) 
14. 试 证 明 im “”AV (天 十 m) 一 1， 


*15 没 给 定 的 序列 a 使 得 序列 5。 = pan + qarts 是 收敛 的 其 中 [ol <a. 
试 证 明 a 收敛。 又 如 果 |p| 宇 9> 0, 试 证 明 a 不 一 定 收敛 ， 
16. 试 证 明 : 对 于 任何 非 负 整数 《, 关系 式 


Dn —trr > -一 一 一 
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有 成立. 《提示 : 对 于 X 应 用 数学 归纳 法 ,并 应 用 关系 式 
3 [< _ (i 六 ] )*f!] _— nti 
将 (i 一 10! 按 :的 每 展开 .) 
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1. 投 和 和 六 是 任意 两 个 正 数 ,并 且 w < 如 ， 设 4 和 5 由 方程 
米 确定 。 类 似 地 , 设 

= Va bh， 
一 般 地 ， 


_ Qn-it 十 On_i 
tr = AAA Gp 1 Dan) 多 bn 一 os 


话 证 明 : (a) 序列 4, 40，，…* 收 伍 ，(b) 序 列 6，5;，,，，* 收 伍 ,《c) 两 序列 具 


*2. 试 证 明 : (a) 序列 
Vi, Vit VI, N+ Vit yz,... 
的 极限 存在 ，(b) 此 极限 等 于 2， 


.*3,. 试 证 明 序 列 
dn 一 工 十 十 ，，， 十 二 
7 nil 2 
”的 极限 存在 ;并 证 明 此 极限 小 于 1 但 不 小 于 1/2. 
4. 试 证 明 序 列 
一 一 和 直 电 ee 
nn 六 十 十 十 pp 
的 极限 存在 ,并 且 等 于 上 例 的 极限 ， 、 
5. 试 证 明 上 两 例 的 极限 工具 有 下 列 上 ,下界 : / 
37/60 <L<57/60, : z 
*6 ,这 a 各 b, 是 任意 两 个 正 数 ,并 县 4 所 6 过 w 
f2 一 b, = Vab, z 
一 般 地 ， 
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i 1 : ee a 7 Mr 和 


20 |;z 一 一 一 一 一 
-| 
Qn! 十 Oil 


试 证 明 序 列 4 429'**， 和 b,, by ''* 均 收 伍 ;并且 具 有 相同 的 极限 ， 


. ™ | 1 ] ] : ( 1 )” 
试 证 明 一 21 31 | | sr i 二 《提示 :党 


察 “ 和 一 的 展开 式 的 第 ” 个 部 分 和 的 乘积 , ) 


8. (a) 不 利用 二 项 式 定理 ， 试 证 明 w = (1 + 工 ) 是 单调 增加 的 ,bo 一 


4 十 1 4 > 
(1 + 十) ”是 单调 减少 的 。( 提 示 : 考察 全 和 本 一， 利用 1.5 节 问 是 
Pe 下 下 十 


2 的 结果 .) 
(b) 试 间 数 (1,000, 000)!909,500 和 (1，000, 00179%9%?99 哪 一 个 较 大 ? 
9.(a) 由 问题 8(a) 的 结果 , 试 证 朋 
(2) < ol < ce(n+1) (=). 
(b) 当 w>6 上 时, 试 导出 更 强 的 不 等 式 


下 
n{ <n (二 ) ， 
€ 


*10 ,加 果 dn>0, 和 并且 lim 一 : 革 -一 L, 出 1 lim /an = 了 


11 .利用 问题 10, 计算 下 列 序列 的 极限 : 
(a) a, (0) Vr ta Ce) Vd. 
12 , 试 利用 问题 11(¢) 证 明 


nl = pe dy 


其 中 数 a 的 + 次 根 趋 同 寺 1。( 见 第 七 章 附录 ,) 
“13.(a) 试 计算 
+ L 


z 1.3 2.e4 Ty 
(提示 ; 同 1.6 刷 问 题 12(a) 相 比 较 .) 
(b) 试 由 以 上 结果 证 明 福 ) 一 收敛 ， 
14. 设 ?和 4 是 任意 旦 然 数 。 试 计算 
S 1 
TI 
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15. 试 计算 
A) .1 LL,.. 1 
(a) ETE "TG: 
4 1 
Cb) 之 XR + 1)(R+3)° 
(c) 试 求 上 面 每 一 个 表达 式 当 ”一 ce 时 的 极限 ， 
*(d) 说 人， M39 "9 lm 是 非 负 整数 ， 日 co <e < < 试 说 朋 如 何 
对 
$, 二 1 
之 (有 十 9) 作 R 十 @) (十 Gap 
导 得 一 个 公式 ,如 何 求 出 lim So。 


16. 如 果 ok 是 单调 的 , 且 这 0% 收敛 , 试 证 明 lim kan = 0. 
A= 1 ™ 


17. 如 果 o% 是 单调 递 臧 的 ， 并 且 具 有 极限 0, 又 对 于 一 切 K， Bh 二 04 一 


24p41 十 W442 全 0， 试 证 朋 > Rbk = A 
kal 


1.8 节 , 第 85 页 
1. 试 证 明 ; 对 于 每 一 个 * 值 , im (cos xax)"” 和 存在， 并 且 根 据 * 是 否 为 整 
数 ,此 极限 等 于 1 或 0. - 
2.(a) 试 证 明 ， 对 于 每 一 个 * 值 ， lim [im coszplrt)22] 存 在 ， 并 且 根 


据 * 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ,此 极限 等 于 1 或 0. 


(b) 试 讨论 这 些 极限 函数 的 连续 性 。 
补 篇 1, 第 93 页 
1 . 设 * 一 上， 一 全 是 任意 有 理 数 ， 其 中 p， 9， "是 素数 ， 且 4 和 
是 正 的 。 试 用 整数 bs， wr、 ”来 定义 
(a)r ts Pes (dr (d)—, (dres 


2 .对 于 有 理 区 间 大 序列 fw 5,] 和 [ww， 5;], 试 证 明 :， 下 列 每 一 个 笨 件 
都 是 等 价 的 充分 必要 条 件 : 
(a) an 一 mm 是 零 序 列 ; 
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一 和 . … 2 aa .1 2 


(bh) 0 和 eb 
3 .给 定 *~{[ar bx]},y~{[%, Br]}，(a) 试 证 明 加 法 和 减法 的 定义 
x+ ty= {et obrnt Br]}, YC—y= {a — br, bn — ol} 

是 石 意 义 的 。 具 体 地 说 ,证 明 ， | 

(i) 当 x 和 y 是 有 理 数 时 , 给 出 的 表达 式 实际 上 是 对 于 x* 十 y 和 * 一 y 
的 区 间 套 列 ; z 

(i) 如 果 x*<y, 则 x xz<y + xs, 其 中 > 是 任意 实数 ， 

(b) 试 定 义 乘积 xy， 并 具体 地 证 明 所 给 的 乘积 定义 是 有 意义 的 ， 

(i) 当 x 和 ?7 是 有 理 数 时 ， 给 定 的 区 间 套 列 实际 上 是 对 于 xy 的 区 间 套 
列 ; 

(ii) 如 果 *<y 而 z>0, 则 xz <yz。 

4. 试 证 明 下 列 各 原理 是 等 价 的 ， 也 就 是 说 ， 任 何 一 个 都 是 另 一 个 的 推 
论 ， 

(a) 每 一 个 具有 实 端点 的 区 间 套 序列 都 包含 着 一 个 实数 ; 

(b) 每 一 个 单调 有 界 序列 都 是 收敛 的 ; 

(c) 每 一 个 有 界 无 穷 序 列 至 少 具 有 一 个 凝聚 点 或 极限 点 ; 

“”(d) 每 一 个 柯 西 序列 都 收敛 ; 

(e) 每 一 个 有 界 的 实数 集合 都 有 下 确 界 和 上 确 界 . 
杂 题 

1 .如 果 wy ts，**， wn 之 0， 试 证 明 加 权 平 均值 


A 十 TYT 十 二 


tw 十 
位 于 2 到 * 中 最 大 值 与 最 小 值 之 问 。 
2. 试 证 明 


2 nn -<l+-L + +， 
(Vn+ ) -万 


V 3 + 7 


< 2V ”. 
3 . 试 证 明 ， 当 x,y > 0 时 ,有 有 
x 十 ye x 十 y 让 
2 > 2 ， 
并 借助 于 ** 的 图 形 ,在 几何 上 加 以 解释 ， 
4， 如 果 他 1 > ” “之 fn， H. 0 > :之 Po 试 证 朋 


7 > 六 -2 "(Zn) 


5 .(2) 试 证 明 序 列 0,, a,,?;，，** 能 够 写成 级 数 # 十 声 十 1 二 入 的 
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tu wi 


部 分 机 的 序列 ;其 中 悟 = 一 or ( 当 #>1 时 ) 和 4 =， 

(b) 试 将 序列 a = w? 写成 级 数 的 部 分 和 序列 ， 

(c) 用 上 一 结论 , 试 求 出 级 数 

1 二 4 十 9 二 十 十 。。 

的 第 ”个 部 分 和 的 公式 . 

(d) 由 所 得 的 二 十 2 十 … 十 2? 公式 , 试 求 

12 十 3 十 5 十 二 (22 十 1T) 

的 公式 ， 

6 .一 个 序列 ,如 果 相 继 两 项 之 差 为 常数 , 则 称 为 一 阶 算 术 数 列 ; 如 采 相 继 
两 项 之 差 构成 一 阶 算术 数列 , 则 称 为 二 阶 算术 数列 ;一 般 地 ,如 果 相 继 两 项 之 
差 构 成 (* 一 1) 阶 算术 数列 , 则 称 为 * 阶 算术 数列 ， 

数 4，6，13，27，50，84 是 算术 数列 的 前 六 项 。 试问 此 数列 最 低 可 能 是 
几 阶 的 ? 以 这 些 数 为 开始 项 的 最 低 阶 算术 数列 的 第 八 项 是 多 少 ? 

7 . 试 证 明 二 阶 算术 数列 的 第 ”项 可 以 写成 en? + zz 十 。 的 形式 ， 其 中 
4 0 2 与 #2 无关， 


*8 . 试 证 明天 阶 算术 数列 的 第 > 项 可 以 写成 rat+ pair 十 十 加 


十 4 的 形式 ,其 中 a, 2 ，…，b， 9 与 4 无关 ， 

试 求 阿 题 6 中 最 低 阶 算术 数列 的 第 = 项 。 

9 . 试 求 以 下 列 各 数 为 开始 项 的 最 低 阶 的 算术 数列 第 » 项 的 公式 : 

(2) 1, 2, 4, 7, 11, 16, +.; 

(b) —7, —10, —9, 1, 25, 68, +: 

“10. 式 证 明基 阶 算术 数列 前 # 项 之 和 是 

agok 二 asa i 二 十 25 十 adn, 

其 中 5, 表示 前 # 个 v 次 窜 之 和 ,oi 与 4 无关 ， 利 用 这 一 结果 计算 问题 9" 中 
的 算术 数列 之 和 ， 

11 , 试 通过 将 / 

5 二 1 二 2) (+A+1 一 (人 一 ion 二 1 (y+ 
由 sz 三 1 到 v= wz 求 和 ,证 明 


SR y Yosty - (#1):……(n 十 太 十 1) 
之 ,人 + Dt 2 Th) 
12 . 试 利用 关系 式 


=yy+1)(v +2)—3v(v+1)+v 
计算 1? 士 23 十 …… 十 za3。 


。 T25。. 


Le 


Di ee . oo …- +! - le 和 


13, 试 证 明 消 数 


- i, 20. 
f(x) = ba 
U， YY 一 
是 连续 的 ,但 不 是 专 尔 德尔 连续 的 . (提示 ， 通 过 基 虑 数值 x = 1/2**, 证 明 
具有 指数 “ 的 霍 尔 德尔 连续 性 在 华 标 原点 遭 到 破坏 . ) 
14, 设 。 是 非 负 数 的 单调 递减 序列 。 试 证 明 ; 当 且 仅 当 2 2”o:* 收敛 


证 是 站 
oo 


时 ， >，a 是 收 伍 的。 


15 . 试 研究 下 列 序列 的 收敛 性 ;如 果 收 敛 的 话 , 试 确定 其 极限 ， 
(a) 21e 一 121j]， 


(b) An/ Zn 上 1 其 中 a 一 0 ， f= ] ， 而 QR < 4 十 dQ, 
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第 二 章 积分 学 和 微分 学 的 基本 概念 


积分 和 微分 是 微 积分 学 中 两 种 基本 的 极限 过 程 ， 这 两 种 过 程 
的 一 些 特殊 的 情况 ,甚至 在 古代 就 已 经 有 人 考虑 过 (在 阿 基 米 德 的 
工作 中 达到 高 峰 ), 而 在 十 六 世纪 和 十 七 世纪 , 更 越 来 越 引 起 人 们 
的 重视 ， 然 而 , 微 积分 的 系统 的 发 展 , 只 是 在 十 七 世纪 才 开 始 , 并 
且 通 划 认为 是 两 位 伟大 的 科学 先驱 牛顿 和 莱 布 尼 北 的 创造 ， 


这 一 系统 发 展 的 关键 在 于 认识 到 : 过 去 一 直 是 分 别 研 究 的 微分 和 : 


积分 这 两 种 过 程 是 彼此 互 逆 地 联系 着 的 ?. 

公正 的 历史 评价 ， 是 不 能 把 发 明 微 积分 这 一 成 就 归功 于 一 两 
个 人 的 偶然 的 和 不 可 思议 的 灵感 的 ， 许 多 人 ， 例 如 费 尔 马 、 伽 利 
略 〈Galiteo) 和 刻 卜 勒 (Kepler)， 都 曾 为 科学 中 的 这 些 具有 革命 性 
的 新 思想 所 鼓舞 ,对 微 积分 的 英 基 作出 过 贡献 。 事 实 上 ,牛顿 的 老 


师 巴 罗 《Barrow)， 就 曾 几 平 充 分 认识 到 微分 和 积分 之 闻 的 互 逆 关 


系 一 一 牛顿 和 莱 布 尼 冀 建立 的 系统 微 积 分 的 基础 这 一 基本 思想 . 


“牛顿 将 概念 阐述 得 要 较 清楚 一 些 ， 而 从 另 一 方面 来 说 ， 莱 布 尼 辫 


所 用 的 巧妙 的 符号 和 计算 方法 则 具有 很 大 的 启发 性 ， 并 且 至 今 仍 
然 是 不 可 缺少 的 。 他 们 二 人 的 工作 , 立即 促进 了 数学 分 析 的 一 些 
较 高 深 的 分 校 学 科 的 发 展 ,其 中 包括 变 分 法 和 做 分 方程 理论 ,并 且 


”在 科学 中 得 到 了 极其 广泛 的 应 用 ， 然而 令 人 十 分 奇怪 的 是 , 虽然 


牛顿 \ 莱 布 尼 兹 以 及 他 们 的 直接 继承 者 ,使 得 他 们 所 掌握 的 这 种 强 
有 力 的 工具 得 到 了 如 此 多 种 多 样 的 应 用 ， 但 是 谁 都 没有 完全 阐明 


他 们 工作 中 所 包含 着 的 一 些 基本 概念 。 他 们 讨论 中 所 使 用 的 无 - 


穷 地 小 的 量 ” 这 一 概念 , 在 逻辑 上 是 站 不 住 脚 的 , 也 是 不 能 令 人 信 
服 的 。 最 后 ,直到 十 九 世 纪 , 在 通过 严谨 地 表述 极限 概念 和 分 析 了 


1) 这 一 事实 形成 微 积分 基本 定理 ”， 
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实数 的 连续 统 后 ( 象 在 第 一 章 中 说 明 的 那样 ), 才 使 做 积 分 的 基本 
概念 得 到 症 清 + 

我 们 首先 来 讨论 一 些 基本 概念 ， 这 些 概 念 只 有 通过 具体 的 说 
明和 实例 才能 充分 理解 ， 所 以 ,这 里 我 们 再 次 指出 , 同 在 本 书 的 其 
他 许多 地 方 一 样 ， 当 读者 熟 习 了 后 面 一 些 章 节 中 比较 特殊 和 具体 
的 材料 以 后 ,还 要 仔细 地 来 研究 理论 的 和 一 般 性 的 章节 ， 


2.1 积 分 
a 引言 


只 是 经 过 长 期 发 展 以 后 ， 系 统 的 积分 法 和 微分 法 才 给 出 了 在 
几何 学 和 自然 科学 中 产生 的 直 党 观念 所 需要 的 精神 的 数学 描述 . 
微分 概念 的 产生 是 为 了 需要 描述 曲线 的 切线 和 运动 质点 的 速度 ， 
更 一 般 地 说 , 是 为 了 描述 变化 率 的 概念 ， 曲 边区 域 的 面积 的 直觉 
观念 , 则 在 积分 过 程 中 得 到 了 它 的 精确 的 数学 表述 ， 几何 学 和 物 
理学 中 其 他 许多 有 关 的 概念 也 需要 积分 ; 正如 后 面 我 们 将 会 看 到 
的 那样 。 在 这 一 节 中 , 我 们 从 计算 曲线 所 围 成 的 平面 区 域 的 面积 
的 问题 来 引出 积分 的 概念 . 加 
面积 ， 我 们 都 有 这 样 一 种 直觉 : 包含 在 一 条 封闭 曲线 中 的 区 

域 有 一 个 “面积 ”， 它 是 由 曲线 内 部 正方 形 单位 的 数目 来 计算 的 ， 
但 是 ， 对 于 面积 的 这 种 度量 怎样 才能 用 精确 的 术语 来 描述 呢 ? 加 
答 这 个 问题 , 需要 一 系列 的 数学 步骤 。 直观 上 可 以 联想 到 的 面积 
的 一 些 基本 性 质 是 :面积 是 一 个 (与 长 度 单位 的 选择 有 关 ， 为 EE) 
数 ; 对 于 全 等 图 形 来 说 ,这 个 数 是 相同 的 ; 对 于 一 切 和 矩形 来 说 ,这 

数 是 两 相 邻 边 长 的 乘积 ; 最后， 对 于 划分 成 几 个 部 分 的 某 _ 区 域 来 
说 ,其 整个 区 域 的 面积 等 于 各 部 分 的 面积 之 和 

由 此 ， 可 以 直接 得 到 下 述 事实 ; 如 果 区 域 4 是 区 域 了 的 一 部 


ee 


1》 微 积 分 的 产生 过 程 可 人 扎 调 到 两 千年 以 前 ， 它 是 科学 发 明史 上 最 精采 的 篇 章 之 
一 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 Carl B. Boyer, Concept of the Calculus, Hafner 
Publishing Company，1949， 也 可 参 关 O、TocepPlitz，Calculus，A_ Genctic 
Approach, University of Chicago, 1263, 
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分 , 则 《的 面积 不 能 超过 8 的 面积 . 

任何 一 个 图 形 , 如 果 它 能 够 被 划分 成 有 限 个 矩形 ,那么 根据 上 

述 性 质 , 我 们 便 可 直接 计算 它 的 面积 。 更 一 般 地 说 ,为 了 确定 区 域 
R 的 面积 之 值 F， 我 们 首先 考察 另外 两 个 可 以 划分 成 一 些 矩 形 的 

区 域 R《 内 接 的 ) 和 R”( 外 接 的 ). 

这 里 , R 包含 着 尺 , 而 R' 包 含 于 R 

之 中 ( 见 图 2.1)， 这 时 ,我 们 至 少 知 

道 ,FF 必定 界 于 RR’ 的 面积 和 R” 的 

面积 之 间 。 如 果 我 们 找到 了 两 串 能 

划分 成 一 些 矩 形 的 外 按 区 域 R” 和 

内 接 区 域 R, 的 序列 ,并 且 当 ”趋向 

于 无 穷 大 时 ，R; 的 面积 和 RK; 的 面 

积 具有 相同 的 极限 ， 则 的 值 就 完 

全 确定 。 追溯 到 古代 , 这 就 是 在 初等 几何 中 为 了 措 述 圆 的 面积 所 

使 用 过 的 “ 穷 举 法 ”了 ， 现 在 ,这 种 直观 思想 的 精确 的 数学 论述 便 导 

致 积分 概念 的 产生 


几 2.1 面积 的 这 似 法 


b， 作为 面积 的 积分 


曲线 下 的 面积 

当 我 们 将 面积 同 函数 联系 起 来 时 ， , 便 产 生 了 积分 的 分 析 概 念 ， 
让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 区 域 ， 左 、 右 以 垂直 线 x = “和 x* = 6 为 
界 ; 下 面 以 * 轴 为 界 , 上 面 以 正 的 连续 函数 f(x) 的 图 形 为 界 ( 见 图 
2.2)， 这 种 图 形 的 面积 简称 为 “曲线 下 的 面积 ”我们 暂且 从 直观 
上 接受 这 样 的 思想 ， 这 种 区 域 的 面积 是 一 个 确定 的 数 。 我们 将 这 
站 面积 F? 称 为 函数 f(x) 在 积分 限 «和 4 之 闻 的 积分 3。 我 们 利 
用 由 一 些 矩 形 的 面积 之 和 来 更 近 的 方法 , 求 出 Fi 的 数值 . 为 此 目 
”的 ,我 们 将 x 轴 上 的 区 间 [a, 5] 分 成 * 个 (小 ) 部 分 , 称 之 为 单元 ， 


.1 了) 当然 ,我 们 可 以 使 用 任何 一 种 内 接 的 和 外 接 的 多 边 形 ,因为 多 边 形 能 够 被 划分 成 
一 些 直 角 三 角形 ,而 直角 三 角形 的 面积 显然 是 具有 相同 边 长 的 矩形 面积 之 半 。 
27 我 们 把 进行 积分 的 区 间 的 边界 点 称 为 “积分 限 ?, 这 并 不 会 引起 混淆 ， 


ez2o 9 


人 0 和 mt i 


图 2.2 


。 单元 的 大 小 不 必 相 同 。 在 每 一 个 分 点 上 ,我 们 画 出 * 轴 的 重 线 , 直 

到 曲线 f(x)， 于 是 , 面积 为 F; 的 区 域 被 分 成 # 个 小 长 条 , 每 一 个 
小 长 条 的 边界 都 是 函数 f(x) 的 图 形 的 一 部 分 和 三 个 直线 段 (图 
2.3). 


由 


作为 和 的 极限 的 面积 或 积分 。 计算 这 种 小 长 条 的 面积 , 显然 
并 不 比 计算 原 区 域 的 面积 来 得 容易 .然而 ,如 果 用 同 底 的 外 接 矩 形 
”和 内 接 和 矩形 从 上 面 和 从 下 面 来 近似 每 一 个 小 长 条 的 面积 ， 就 会 前 
进一步 . 这 时 , 小 长 条 的 曲 边 为 水 平 线段 所 代打 ,此 水 平 线段 与 * 
轴 的 距离 是 fCx) 在 该 单元 上 的 最 大 值 或 最 小 值 (图 2.4)。 更 一 般 
地 说 ， 如 果 我 们 用 底 边 相同 而 顶 边 是 与 小 长 条 的 曲 边 相交 的 任何 
水 平 线段 的 矩形 来 代替 小 长 条 , 则 得 到 中 间 的 近似 值 ( 见 图 2.57. 
在 分 析 上 ， 这 相当 于 在 每 一 个 单元 上 都 用 某 一 个 中 间 的 常数 值 来 
代替 fx) . 我 们 用 表示 此 个 小 矩形 面积 之 和 .直观 上 可 以 看 
出 ,如 果 将 区 间 划 分 得 越 来 越 细 , 也 就 是 说 , 如 果 使 # 无 限 地 增 大 


» 130 。 


. -pe 


网 2.4 


图 2 


而 各 单元 的 最 大 长 度 趋向 于 零 , 则 数值 FF 趋向 于 Fe， 这 样 Fo 表 
示 这 些 和 矩形 组 成 的 画 积 的 极限 ， 


c. 积分 的 分 析 定 义 ， 表示 法 


积分 的 定义 和 仓 企 

在 上 一 节 中 ,我 们 将 曲线 下 的 面积 理解 为 直观 上 给 定 的 量 , 随 
后 又 将 它 表示 为 极限 值 ， 现 在 , 我 们 将 这 个 顺序 颠倒 过 来 .我 们 
不 再 凭借 直觉 来 认定 连续 曲线 下 面 的 区 域 的 面积 ;相反 ,我 们 将 首 
先 用 纯 分 析 的 方式 讨论 上 面 已 定义 的 和 F,, 并 且 来 证 明 这 些 和 趋 
向 于 确定 的 极限 值 ， 然 后 将 这 个 极限 就 作为 积分 或 面积 的 精确 的 
定义 . 

“ 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 a 过 + 之 5 上 是 连续 的 (但 不 一 定 是 正 
的 )， 我 们 用 有 一 1 个 分 点 mm， Xx，*…*， Xs 将 区 间 分 成 2 个 相等 
的 或 不 相等 的 单元 ,其 长 度 为 
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ti 一 Kil = Ax, (i = 1,2,...,»)), 
此 外 ， 令 x = a, x, 二 6 ( 见 图 2.6)， 企 每 一 个 闭 子 区 间 [x 
或 单元 上 ,我 们 随意 选取 任何 一 点 5i， 然后 , 作 和 式 
Fa HE Om to) + fe) mr) + 
tT f(s) Cr 一 x,-) 


= fAr + FEDAr EF fCE NA 
y 局 a 


7 一 1 9 Xx; | 


EE es bd le EF pis i i sk i 


| |! 
| 


， - ) 
a= Xo ti Xl Xi Ei Xi 


多 2.6 
使 用 求 和 记号 ,我 们 可 以 更 简 活 地 记 为 
F, = 2 1(E;) Cri — Yi) 


或 
F, = > fax,, 
i= 1 


Cn 


1) 记号 和 不 要 看 成 是 (乘积 ) 闪 子 , 它 只 是 表示 取 后 继 变 量 之 值 的 差 ， 因 此 ， 符 号 
Axi 指 的 是 * 的 相继 两 值 之 差 x 一 Xj-i. 
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如 采 fx) 是 正 的 ， 则 数值 F, 表示 在 每 一 个 子 区 间 上 用 常数 
值 8;) 代 营 了 时 所 得 到 的 昌 线 下 的 面积 ， 当 然 ， 不 假设 f 为 正 ， 
也 能 建立 起 和 式 F,. ; 当 子 区 间 的 个 数 无 限 增加 而 同时 最 大 的 子 
区 间 的 长 度 趋向 于 零 时 ， 和 开 , 必定 趋向 于 极限 Fe.| 这 在 直观 上 看 
来 确 乎 有 理 ; 其 含意 是 : 极限 Re 之 什 导 分 点 ,Y's Xn 以 
及 中 间 点 所 ，5 5 的 特殊 选取 方式 是 无 关 的 ， 我 们 将 Fs 称 
为 f(x) 在 积分 限 < 和 2 之 间 的 积分 ,| 

然而 ,几何 上 的 直观 , 不 论 多 么 令 人 信服 , 也 只 能 作为 我 们 在 
分 析 上 求 极限 的 过 程 的 引导 . 因此 ,分 析 证 明 是 需要 的 ,而 且 必 须 
证 明 作 为 上 述 极 限 的 积分 的 存在 性 .另外 ,正如 已 经 说 过 的 ,我 们 
完全 不 必要 求 函 数 f 在 积分 区 间 上 为 正 的 假设 。 

因此 ,我 们 断言 : 
“存在 定理 站 可 闭 攻 间 [4， b] 上 的 任何 连续 函数 化 o) 来 并 


xi- ， 和 中国 点 Er ,Ep :的 选取 无 关 , 而 只 要 As 的 最 大 
长 度 趋 向 于 零 ). 
: 在 证 明 积分 的 存在 ( 见 仆 访 , 第 204 页 ) 以 前 ， 我 们 先 来 取得 一 
些 经 验 和 知识 

积分 的 莱 布 尼 兹 表示 法 

将 积分 定 文 为 和 的 极限 ， 曾 促 使 菜 布 尼 兹 用 下 列 符 号 来 表示 
积分 : ， 

| fax. 


这 里 ,积分 号 是 莱 布 尼 兹 时 代 所 使 用 的 长 5 形 的 求 和 号 的 变 

形 。 而 从 单元 Ax; 过 渡 到 极限 ， 则 通过 用 字母 2 代替 A 来 表示 . 

但 是 ,在 采用 这 种 表示 法 时 ,我 们 绝 不 要 默认 十 八 世纪 的 神秘 主义 

的 看 法 : 即 把 dx 看 成 “无 穷 地 小 ”或 “无 穷 小 的 量 ”, 而 把 积分 看 成 

“无 穷 多 个 无 穷 地 小 的 量 之 和 ”这 样 的 概念 缺乏 明晰 的 含意 ,并 且 

会 使 我 们 在 前 面 准确 地 表述 过 的 内 容 模糊 不 清 。 从 我 们 现在 的 观 

点 看 来, 单独 的 符号 de 并 没有 定义 ， 示 意 性 的 符号 组 合 | fCx)ax 


St 


是 这 样 定义 的 : 对 于 区 间 [4, 5] 上 的 函数 f(z)， 作 出 的 和 F, 式 
当 # 一 co 时 所 取 的 极限 . 

使 用 怎样 的 具体 符号 来 表示 积分 变量 ， 是 完全 无 关 紧 要 的 事 
( 正 象 在 和 式 的 表示 法 中 ,把 什么 当 作 求 和 指标 是 没有 关系 的 ;我 
们 可 以 将 | Ke)4z 同样 地 写成 | fa ae， 或 | fw)dx。 用 1 表 
示 的 被 积 函数 是 区 间 [a, 5] 上 的 自 变量 的 函数 ,而 与 自 变 量 的 名 
称 是 不 相干 的 。 只 有 积分 区 间 的 端点 ,2 会 影响 给 定 函数 f 的 各 


分 之 值 ， 象 | f(x)dx 或 | f(a)da 这 样 的 表达 式 ， 其 中 相同 的 字 


和 母 始 用 来 表示 积分 变量 又 用 来 表示 区 间 的 端点 ， 在 我 们 的 定义 下 
会 引起 误解 ,因此 开始 时 应 当 避 免 . 
如 果 被 积 函数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 是 正 的 ， 我 们 就 能 直接 


将 | f(x)dx 与 由 f 的 图 形 和 直线 x 二 as x = 6》 一 8 所 图 成 的 


面积 等 同 起 来 。 然而 , 在 分 析 上 将 f 的 积分 定义 为 和 的 极限 ， 
对 于 的 符号 并 未 作 任何 假定 .如 果 f(x) 在 我 们 考虑 的 整个 区 间 
或 其 中 一 部 分 上 是 负 的 ， 其 影响 只 是 使 所 作 的 和 式 中 相应 的 因子 


1(8i) 不 为 正 而 为 负 ， 这 时 ,对 于 位 于 * 轴 下 面 的 那 一 部 分 曲线 围 


成 的 区 域 ,我 们 自然 认定 是 一 个 负面 积 ， 因 此 ,积分 将 是 正 项 和 负 
项 之 和 , 它们 分 别 对 应 着 位 于 * 轴 上 面 和 下 面 的 曲线 部 分 ?。( 见 


医 。2.7 


1) 由 任意 封 困 曲线 图 成 的 区 域 的 面积 将 在 第 四 章 夹 讨论 。 
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图 2.7). | 
即使 函数 f(x) 不 是 处 处 连续 的 :而 是 在 一 个 点 或 几 个 点 上 具 
有 间断 性 跳跃 ， 上 述 极限 
过 程 也 是 收敛 的 ， 例 如 图 
2.8 中 的 曲线 所 表示 的 函 
数 ， 其 有 曲线 下 的 面积 显然 
存在 ", 这 在 直观 上 是 可 信 
的 ， 
因此 ， 对 于 具有 某 些 
间断 性 的 函数 来 说 ， 上 述 
极限 过 程 完全 有 可 能 使 得 
和 式 F, 存 在 确定 的 极限 ; 
我 们 将 这 种 函数 称 为 可 积 0 
”的 ,以 表示 存在 确定 极限 的 可 能 性 ， 十 九 世纪 中 时 ,大 数学 家 煞 爱 
(B，Riemann) 首先 分 析 了 将 积分 过 程 应 用 于 一 般 函 数 的 情况 ， 近 
/ 来 ， 又 引出 了 积分 概念 本 
” 身 的 各 种 扩充 ， 但 是 , 这 
些 改进 对 于 针对 在 直观 上 
可 以 想见 的 现象 的 微 积分 
来 说 ， 没 有 什么 直接 的 重 
要 性 ， 而 通过 强调 所 考虑 
的 浮 数 的 可 积 性 以 提示 还 
能 够 定义 不 可 积 的 函数 ， 
这 对 我 们 来 说 并 不 总 是 必 
安 的 ， 
A 在 高 等 微 积分 中 ， 我 
们 这 里 定义 的 积分 称 为 黎 曼 积分 ， 这 是 为 了 将 它 同 各 种 推广 的 积 


1 作为 另 一 个 例子 ,我 们 在 [~1, 1] 上 党 虑 1x) = sgn x; 当 * < 0 时 , 我 们 有 
jx) = 一 1 当 x>0 时 ,有 1) = +1( 见 图 2.9), 这 时 | /Coar= 0 
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分 概念 区 别 开 来 ， 近 似 和 P, 称 为 黎 曼 和 ，， 


2.2 积分 的 初等 实例 
有 一 些 基本 且 重 要 的 函数 。 我 们 现在 就 能 通过 规定 的 求 极限 


”” ”过程 来 计算 它们 的 积分 ， 为 了 做 到 这 一 点 , 我 们 将 适当 选取 中 间 


点 总 (通常 是 单元 的 左 端点 或 右 端 点 ) 来 直 按 算出 和 F,。。 腑 续 函 
数 的 积分 存在 定理 保证 : 对 于 另 移 的 任何 中 间 点 名 以 及 区 间 的 任 
何 划分 方式 , F。 的 极限 是 相同 的 ) 


a， 线 性 函数 的 积分 


我 们 首先 来 验证 : 对 于 在 几何 学 中 早已 知道 的 某 些 简单 的 图 
形 的 面积 ,积分 的 确 给 出 了 正确 的 (面积 ) 值 . 

” 设 x) = 常数 二 7, 为 了 计算 fx) 在 积分 限 < 和 45 之 闻 的 
积分 , 我 们 作 和 式 F,( 见 图 2.10)。， 因 为 这 里 1(&;) 一 7 ， 我 们 得 
到 | 


Fs= OYAY =7 2 Ar = 7(b — 0). 
i=1 


因此 ,同样 有 


图 2.10 常数 诅 数 的 积分 


» 1386， , 


b 
lim F,= | rdr = 7(b ~— a). 


这 正 是 高 为 7、 底 为 6 一 a 的 矩形 面积 的 公式 . 
因数 f(x) 二 x 的 积分 
| Xadx 


(图 2.11), 正 象 我 们 在 初等 几何 中 就 知道 的 那样 ,具有 什 
(一 al 十 oa) 一 六 (22 一 02) 


了 


为 了 证 实在 分 析 上 通过 规定 的 求 极 限 过 程 也 会 得 到 同样 的 结 
果 , 我 们 把 从 “到 “的 区 间 用 分 点 
4 十 j 4 十 260 十 (人 2 一 1 


划分 为 等 份 ， 其 中 一 和 二 2 将 每 一 个 于 区 间 的 有 端点 取 作 


5;, 作出 和 式 : 
FF, 一 (ae 十 从 8 十 (十 2 人 下 十 十 (Ca 十 2 有 


一 Ntb 太 十 (1 十 2 十 3 十 :十 了 用 


= 148 十 广 n(n 十 LA 


并 取 当 ww-> co 时 的 极限 , 我 们 得 到 积分 , 这 里 我 们 利用 了 熟知 的 
算术 (等 差 ) 级 数 之 和 的 公式 ( 见 第 118 页 ,问题 3)， 代 人 1 一 “一 2， 
我 们 看 出 
人 
F,= a(b ) 十 二 (1 十 二) (6 7 
由 此 ,立即 得 到 


im Fa= a(b—o) + LG a = (p07) 
lim 2 2 


b. 妆 的 积分 


用 初等 几何 的 方法 来 求 函数 jxe) = x? 的 积分 , 即 确定 由 一 段 
抛物 线 、 一 段 * 轴 和 两 条 垂直 线 所 围 成 的 区 域 的 面积 ， 并 不 那么 
容易 。 需要 确实 进行 极限 过 程 。 假设 。 < 2 我 们 选取 与 上 例 中 
。 相同 的 分 点 和 中 间 值 ( 见 图 2.12)， 由 此 便 可 得 知 , x? 在 积分 限 
“和 4 之 间 的 积分 是 和 式 ， 


了 
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F =(a 十 及 十 (a 十 21) 六 十 "十 (a 十 np)h 
一 pa 十 241 十 2 十 3 十 "十 22) 
十 如 (了 十 2 十 吾 二 十) 
芍 极 限 ; 利用 上 式 各 括 导 中 求 和 公式 ,我 们 得 到 见 第 60 贡 ) 


F, == nah n(n t+ 1)a 二 + 二 [nCn + 1《22 十 1] 天 


= a:(b 一 D+ 十 Lal — a) 
+ 二 (1 十 二 )(2+ L) Co— a) - 
因为 iim 一 一 0， 有 以 有 
lim Fs = a(b— qa) Tab — a)? 十 = (bp— a) 


1 
— -—(b;C— a’). 
了 
二 是, 当 a 二 时 ， 
| rdx 一 二 《pb 一 043) 


c. xx 的 积分 (a 是 不 等 于 一 1 的 整数 ) 


在 某 些 情况 下 ， 积 分 能 够 用 特殊 的 初等 方法 来 实现 ， 本 节 下 
面 的 一 些 例题 都 是 为 了 说 明 这 一 点 的 构造 性 的 例证 ， 后 面 ,在 2.9 
节 d 中 (第 202 页 ), 我 们 还 要 用 一 般 的 方法 更 简单 地 得 到 同样 的 结 
果 ， 


我 们 只 要 把 用 于 * 和 x 的 那 种 推理 方法 。 同 样 应 用 于 函数 
x ， xz ， "3s 便 可 导出 关系 式 


已 
. 1 sn 
|.: 1 C1) 


其 中 心 a 是 任何 正 整数 为 了 证 明 这 一 点 ,只 需 对 于 和 1 十 2° 十 
十 a" 找到 一 些 适当 的 公式 ， 名 外 关系 也 
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得 
LA 可 


1 1 
1 [CC | = 
lim | ) 一 二 w -1 


对 于 a 运用 数学 归纳 法 便 可 证 明 此 一 般 式 《 见 第 120 页 问题 16)， 
在 下 一 节 中 ,我们 将 用 不 同 的 方法 来 证 明 公式 (1) 一 一 这 种 证 法 具 
有 更 大 的 普遍 性 并 且 要 简单 得 多 ， 从 而 表明 下 面 阐述 的 这 些 方 法 
的 效力 。 以 后 还 要 将 公式 (1) 推广 , 使 之 对 于 除 « = 一 1 以 外 的 
一 切实 数 。 都 成 立 ， - 

 ， 素 妤 ,在 选择 区 间 的 划分 方式 方面 ,积分 的 定义 给 我 们 留 有 很 
. 大 的 灵活 余地 ,因而 为 计算 上 述 积分 提供 了 一 种 非常 简单 的 方法 ， 
我 们 不 一 定 要 根据 等 距 分 点 来 求 和 。 相反, 我 们 采用 几何 级 数 方 
式 的 分 点 法 (图 2.13): : 


da, 4g 4g’,**", 4g” ,ag” 一 / 


> 


b 


图 2.13 在 几何 级 数 方式 的 分 割 下 


来 划分 区 加 [as 6], 其 中 公 比 一 /各 这 时 ， 我 们 只 需 计算 几 
何 级 数 之 和 。 如 果 取 x; 一 “4: 作为 分 点 , 则 第 i 个 单元 的 长 度 是 
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Axr; 一 49 — 41g! 一 


而 长 度 最 大 的 Ax 是 最 后 一 个 单元 : 
Ax， 一 外 一 DD 
d 


当 n 一 oo 时 ， 数 了 趋向 于 数值 1《 见 第 60 页 例 d) ， 因 而 最 大 单元 
的 长 度 Axs 也 就 是 所 有 单元 的 长 度 都 趋向 于 稚 。 我 们 仍 取 每 一 
单元 的 右 端点 x; 作为 中 间 点 ;。 和 式 


F, = > (Ei)°Ax; 一 > (aqg')°oeg 《一 一 
i=1 i 二 1 
= 一 art14g 了 | >, (qt)i, (2) 
i 二 1 


可 由 公 比 为 gf 的 几何 级 数 之 和 ，, 来 求 得 , 即 应 用 熟知 的 公式 (第 
70 页 ) ,我 们 有 


HG 十 1) _. 1 
g qt! a 1 
= aTi(g — 1)g" s/o) lL 00 一 - 
4” 一 | 
> 《pet _ artl)g° 2 4 一 1: 一， 
因为 9 夫 1] 用 几何 之 和 的 你 , 租 上 直 
项 中 因子 写成 : 
4 一 1 1  _ . 
qt*— 1] gz 十 ge 十 .十 二 
而 当 ”一 %0 时 , 9 的 各 次 寡 都 趋向 于 1, 于 是 得 到 


， 、 1 
lim F, 一 -一 -~ (bite _ pif+cy ， 
| be 


因此 ， 对 于 0 二 a 二 5 和 任何 正 整 数 wc， 我 们 就 证 明了 xs 的 积分 
公式 (1). 
对 于 全 整数 w, 如 果 oa 关 一 1, 仍 可 应 用 类 似 的 方法 。 同 前 面 
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= mp- se es ， ra. 


一 样 , 对 于 和 式 F,, 可 得 到 

F, -一 (pcTl a”t!l)g° -一 一 

dr” 一 
== (prtl 一 rtl 4 一 l ， 
( ) q(l1 一 gq") 

这 里 我 们 注意 到 一 « 是 正 整 数 并 且 大 于 1. 再 用 几何 级 数 的 公式 ， 
我 们 得 到 
1 (一 ) - 1 
dq qi _ 1 GT 十 GT 十 站 十 gq 


而 当 — ]* 结果 ， 同 前 述 一 样 ， 


lim F, 一 一 一 (brtt 一 got， 
当 & 一 一 1 时 ,积分 公式 (1) 是 没有 意义 的 ,因为 这 时 右 端的 
分 子 和 分 母 都 是 零 ， 对于“ 一 一 1 的 情况 ,从 原来 的 F, 的 表达 式 
(2) 中 ,我 们 算出 F。 = 4 二 上 ,注意 到 当 4 一 9 时 g 一作 
趋向 于 1, 于 是 ,我 们 得 到 


~/ : 二 dx 一 a (2 一 1). (3) 
这 里， 右 端的 极限 不 能 用 “ 和 “的 过 来 表示 ,但 能 用 这 些 量 的 对 数 
来 表示 ,正如 后 面 我 们 将 会 看 到 的 那样 ( 见 第 154 页 》， 

d. zx 的 积分 (a 是 不 等 于 一 1 的 有 理 数 》- 

前 面 所 得 到 的 结论 可 以 大 大 推广 ,其 证 明 过 程 并 不 十 分 复杂 . 
令 w 一 一 是 正 有 理 数 , 其 中 + 和 s 是正 整数 ， 这 时 , 在 计算 上 面 
给 出 的 积分 时 ,除了 计算 二 当 4g 趋向 于 1 时 的 极限 以 外 ， 


并 没有 什么 改变 和 在 个 到 式 不 是 -8 上 让 我 们 设 


(ris)/s 
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六 一 rr 关 1)， 于 是 , 当 9 趋向 于 1 时 ,r 也 趋向 于 1。 因此 ,我 
们 必须 求 出 〈 一 1D)/(z™ 一 1) 当 了 趋向 于 工时 的 极限 值 。 如 
果 将 分 子 和 分 母 同 时 除 以 7 一 1, 并 且 同 前 面 一样 , 用 几何 级 数 的 
公式 将 它们 的 形式 加 以 变换 , 则 这 个 极限 就 简化 为 

ji Ti 十 T+] 

i Tl 
因为 分 子 和 分 母 对 于 7 来 培 都 是 连续 的 ,所 以 代 人 7 = 1， 立即 得 
到 这 个 极限 ,也 就 是 等 于 一 一 一 所 以 ， 对 于 每 一 个 正 的 
有 理 数 c, 我 们 得 到 积分 公式 

ce 1 G 十 1 __ oi 

,rd = i Com ) ， 
同 & 为 正 整 数 时 完全 一 样 . 
面 所 用 的 几何 级 数 求 和 的 公式 失去 意义 ), 这 个 公式 也 仍然 成 立 ， 
对 于 负 的 a, 我 们 令 “一 一 二 , 设 9 = r， 仍 可 算出 


-TT 的 极限 ;这 一 点 作为 练习 留 给 读者 . 


我 们 自然 会 推测 到 ， 使 上 面 这 个 公式 成 立 的 范围 ， 还 能 够 推 
广 到 无 理 值 ,实际 上 ， 在 2.7 节 (第 164 页 ) 中 我 们 将 用 十 分 简单 
的 方法 ,作为 一 般 理论 的 结果 ,来 建立 对 于 一 切实 数 “ 的 这 一 积分 
公式 ， 


e。sinx 和 cosx 的 积分 


我 们 在 这 里 要 用 特殊 的 方法 来 处 理 的 最 后 一 个 例子 是 f(x) 
二 sinx 的 积分 ， 积 分 
| sin Xadx 
显然 是 和 式 
S 一 pfsinke 十 十 sin(e 十 28) 十 .… 十 sinfke 十 2p)] 
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的 极限 ， 这 个 和 式 是 通过 将 积分 区 间 划 分 成 长 度 为 上 一 筷 一 人 的 
单元 而 得 到 的 ， 我 们 将 右 端 的 表达 式 乘 以 2 sin ,并 用 熟知 的 三 


Te 
nt He 


攻 公 到 
2 sin sinv 一 cos ( 一 2) 一 cos (4 十 vv), 
如 果 % 不 是 2 的 倍数 ,我 们 便 得 到 公式 | 
一 一 cos | 4 LE cosla 二 
4 | Cony os 全 


2 SIn 一 
2 
3 5 
2 2 
十 cos(。 十 竺 一 一 ) 一 cos (a + 人 | 让 | 


一 一 cos(。 十 全 一 cos(。 十 -一 一 一 和 证: 外 | 
A .2 2 


2 sin 一 
2 


因为 a 十 nh 一 9， 所 以 积分 就 成 为 


当 上 一 0 时 的 极限 ， 

我 们 在 第 一 章 (第 88 页 ) 得 知 ， 当 4 -= 0 时 ， 表 达 式 【全 )/ 
(sn 二 ) 趋向 于 1. 于 是 ,所 要 求 的 极限 就 是 cos 4 一 cos4， 因 而 我 
” 们 得 到 积分 。 : 

z | aa rdx = —({(cosb — cosa), 
z ~/ | cosxax 二 sinb 一 sina 《( 见 第 208 页 I9j 题 3)， 
上 面 的 每 一 个 实例 都 是 用 特殊 的 方法 来 处 理 的 。 然而 , 系统 
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的 积分 学 和 微分 学 的 基本 点 正在 于 这 样 一 个 事实 : , /我 们 不 是 用 这 

种 或 那 种 特殊 的 方法 ， 而 是 运用 绕 一 的 思想 方法 去 直接 得 到 这 些 
结果 。 为 了 介绍 这 些 方法 , 我 们 首先 来 介绍 一 下 关于 积分 的 某 些 

_ 般 法 则 ， 然 后 引入 导数 的 概念 ,最 后 建立 积分 和 导数 之 间 的 联 


和 
2.3 ”积分 的 基本 法 则 
| 积分 的 一 些 基本 性 质 ， 可 从 和 式 的 极限 
| f(x) dx 一 lim ,> fC(E,) Ax, 


直接 推出 , 这 里 ， 区 间 [4, 2] 被 划 分 成 长 度 为 Ax; ,的 子 区 间或 单 
元 , 数 志 表示 第 i 个 子 区 间 . 上 的 任何 值 , 并 且 要 求 当 ”一 oo 时 长 
度 最 大 的 Ax; 趋向 于 零 .， 


a。 可 加 性 


设 < 征 4 和 之 间 的 任 _- 值 。 如 果 我 们 把 积分 解释 为 面积 ， 
并 且 注 意 到 : 由 若干 部 分 组 成 的 区 域 ， 它 的 面积 是 各 部 分 的 面积 
之 和 (图 2.147， 则 可 得 到 下 列 法 则 : 


图 2.14 


| Har = | fo)ar + | Kaar C4) 
为 了 进行 分 析 的 证 明 ， 我 们 按 下 述 方式 划分 区 间 ， 即 把 “ 取 
作 分 点 , 警 如 说 ,e 一 xm (其 中 必 随 ”而 改变 )， 这 时 ， 
2 x) Ax; 一 之 ， (8;)Ax; 十 之 (Ei) Ax;, 


其 中 右 端 的 第 一 个 和 对 应 着 划分 成 加 个 单元 的 区 间 [4, c]， 第 二 
个 和 对 应 着 划分 成 ”一 w 个 单元 的 区 | 间 [c, 8]。 现在, 当 # 一 co 
时 ,我 们 便 得 到 这 一 积分 法 则 , | 

到 目前 为 止 ,我 们 仅 对 。< 6 的 情况 定义 了 | f(x)dx, 当 。= 
5 或 a >> 5b 时, 我 们 定义 积分 的 方式 应 使 得 可 加 性 法 则 仍然 成 立 ， 
因此 , 当 * 一 “时 ,我 们 必须 定义 | 
: ~ | f(x)axr 一 0， (5) 
而 当 b=a 时 , 则 推出 

~ | f(x)adx 十 | f(x)ax 一 | f(x)adxr 一 0. 


”这 就 使 得 我 们 对 于 。< 的 情况 ,要 按 下 列 公式 来 定义 | .Je4z: 
cy a= —| fC)ar, (6) 
其 中 , 右 端 具有 原来 规定 的 意义 ， 公式 (6) 的 几何 意义 是 : 如 果 
由 积分 下 限 向 积分 上 限 移动 的 方向 是 使 * 减 小 的 方向 。 则 将 曲线 
y 一 fx) 下 的 面积 看 作为 负 的 ,| 看 一 下 前 面 的 积分 实例 便 可 确 
信 : 将 积分 限 4 和 交换 ,结果 确实 会 使 积分 之 什 变 号 . 

“b. 函数 之 和 的 积分 ， 函 数 与 常数 生 积 的 积分 


如 果 f(x) 和 g(x) 是 任何 两 个 (可 积 ) 函 数 ， 则 由 极限 运算 的 
基本 定律 可 徊 


| f(x) ax + | g(x) dx 
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~ im | 3 jC8) Ari| + lim > GDan 


i 三 1 


一 jim { 5) Lf(8i) 十 g (8 JAxil; 

因此 对 于 两 个 函数 之 和 得 到 下 列 重 要 法 则 
[Vart | gtd = | UD) + eG CD 

对 于 差 , 类 似 地 有 
| f(x)ax 一 | SG)dx 一 | [i(x) — g(x) jdx， 


此 外 , 当 0 为 任意 常数 时 ,有 
| of (dx 一 lim 5) of(E) A 


一 slim S) (ED AX;, 
“于 是 得 到 

| wf (x dt 一 | fx) dx. (8) 
最 后 的 两 个 法 则 ， 使 得 我 们 能 够 对 于 两 个 或 多 个 可 积 的 函数 


的 “线性 组 合 ” 进 行 积分 。 因此 ， 对 于 任何 二 次 函数 7 一 4z22 十 
Bx 十 C， 其 中 4，B，C 为 任何 常数 ,我 们 可 得 
| (Ax 十 了 xx 十 C)dx 一 | Aridx 十 |. Brax 十 | Cdx 


5 b 
-4 | idx 十 也 | “dx + C | 1ax 


一 二 《8 一 43 ) t+ (bo) 十 C(2 一 a). 


用 同样 的 方法 ,可 将 一 般 的 多 项 式 
y 一 ox 二 Ax 十 十 Ax 十 A， 
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oe - - i . - 2 一 - i . Tm 1 


浊 


进行 积分 : 
[£6 
| yAx 一 一 do(p 一 0) 十 二 人 (82 一 09) 十，…， 
a 2 十 工 1 


十 Ey PE 


c. 积分 的 估 值 
关于 积分 的 另 一 个 可 以 明显 地 独到 的 性 质 也 是 很 基本 的 ， 即 


当 a<5 时 ,对 于 在 区 间 [4a, 2] 的 每 一 反 上 为 正 或 为 稚 的 六 数 


1(x), 有 
| | fear > 0. (9) 
如 归 我 们 把 积分 号 成 和 式 的 极限 ,并 且 往 意 到 和 式 内 仅 售 非 负 项 ， 
则 立即 可 以 推出 这 一 结论 . 
更 一 般 地 ， 如 果 我 们 芳 虑 两 个 函数 | 和 g。 它 们 具有 这 种 性 
质 : -对 村 区 加 [a,5] 上 的 一 切 * 玉 说 , 1(x) 之 g(x*), 则 


| far >| gx) dx, 0) 


这 是 因为 : je) 一 g(*) 总 不 为 负 ,所 以 我 们 有 


| fx)ax 一 | g(r) dr — |. [fc) — g(x) ax > 0. 


现 我 们 将 这 一 结论 应 用 十 在 区 间 [4, 5] 上 连续 的 沙 数 1(x). 
设 在 这 个 区 间 上 的 最 大 值 为 M , 最 小 值 为 mw。 因为 对 于 [a, 2] 
中 的 一 切 x* 来 说 ,有 

1 安 帮 xz) 委 M， 


: | mdx 艺 |. f(x)ar < | .war 
如 果 注 意 到 ， 对 于 任何 常数 C, 有 
| Cdx 一 c| ldx = C(b — 40), 


我 们 还 可 得 到 不 等 式 
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m(b 一 a) <| Kd <MG 一 4), (11) 

这 个 不 等 式 给 出 了 关于 任 一 连续 函数 的 定 积分 的 (最 简单 的 ) 上 别 
和 下 界 . : 
这 个 佑 值 在 直观 上 也 是 很 明日 的 ， 如 朱 把 积分 解释 为 面积 ， 
则 量 M(2 一 4) 和 mz(2 一 9) 分别 表示 在 长 谋 为 b 一 4 的 公共 必 


” 边 上 的 外 搂 矩 形 和 内 接 矩 形 的 面积 (图 2.157。 


图 2.15 


d. 积分 学 中 值 定 理 
作为 平均 值 的 积分 

上 面 所 得 到 的 不 等 式 , 当 我 们 用 函数 在 区 间 [e。2] 上 的 平 
均值 来 对 它 作 稍 不 同 的 解释 时 是 很 有 意义 的 ， 首先 , 对 于 有 限 个 
量 fi， f;， "ys j， 米 说 ,其 平均 值 或 算术 平均 值 力 是 数 

fj 十 f+ 十 “十 /， 

现在 , 如 果 我 们 想 要 定义 对 应 于 区 疗 [4a, 5] 上 的 任意 *- 的 无 穷 多 
“个 量 f(x) 的 平均 值 , 那么 , 很 自然 的 作法 是 : 首先 取出 (有 限 的 ) 
?2 个 值 , 艾 如 说 f (x), f(x2), 3 f (x), 作 平 均值 
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人 2 ) 十 ， 十 /xm ， 
然后 , 令 寺 无限 增 大 而 取 极 限 .， 这 个 极限 值 ( 如 果 总 是 存在 的 话 )， 
在 很 大 程度 上 取决 于 点 s; 在 区 间 [4, 2] 上 的 分 布 状况 。 如 果 我 


们 把 区 间 [a, 2] 划分 成 长 度 为 Ax; = 一 (2 一 4) 的 ” 个 相等 的 


部 分 ， 向 将 其 中 的 分 点 取 作为 求 1 平均 值 时 的 点 *;， 于 是 就 确定 
“了 一 个 f 的 平均 值 , 即 
xD + 十 xo) 


区 


一 一 一 2 (x) Ax,, : 
而 且 取 当 wz -> co 时 的 极限 , 则 此 ”个 量 的 平均 值 默然 收 全 于 数值 
| f(a 


我 们 将 2 称 为 f 在 区 间 [4,5] 上 的 “算术 平均 值 或 平均 值 ， 这 
样 ， 前 面 的 不 等 式 只 不 过 是 表明 :连续 函数 的 平均 值 不 能 大 于 函 
数 的 最 大 值 , 也 不 能 小 于 其 最 小 值 (图 2.16))， 
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因为 硬 数 1(*) 在 区 间 [a, 61 上 是 连续 的 ,所 以 在 此 区 间 上 必 
定 存在 着 使 得 f 取 最 大 值 M 和 最 小 值 汪 的 点 。 根 据 连续 函数 的 中 
间 值 定理 ,在 此 区 间 上 也 必定 存在 点 5, 使 得 f 在 这 一 点 上 正好 取 
中 间 值 x， 因此 ,我 们 实际 上 证 明了 : 

中 值 定理 ”对 于 在 区 间 [4, 6] 上 的 连续 函数 f(x), 在 此 区 间 


上 存在 点 $5， 使 得 
| fe)ax = fC8) C6 — 6). (12) 
这 就 是 既 简 明 然 而 又 是 很 重要 的 积分 学 中 值 定理 .用 一 名 话 来 


概括 。 这 个 定理 实质 上 表明 : 连续 函数 在 一 个 区 间 上 的 平均 值 属 
于 此 函数 的 值 域 . 
这 个 定理 只 是 保证 在 区 间 . 上 至 少 存在 一 个 5, 使 得 1(§) 等 于 
f 的 平均 值 ,而 并 未 进一步 说 明 的 位 置 。 
] 注意 : 如 果 将 积分 限 a 和 交换 ， 则 中 值 定理 的 公式 仍然 成 
立 ;因此 , 当 4 > /时 ,中 值 定理 也 是 正确 的 4 
广义 中 值 定理 ” 除 简 单 的 算术 平均 值 外 ， 我 们 还 常常 需要 考 
虑 如 下 式 给 出 的 = 个 量 有 ，…,f; 的 “加 权 平 均值 ”: 
| pfit pst et pefs 
Pp + pp, 
其 中 “ 权 因 子 ”p; 是 任何 正 爸 ”例如 ，pi, 六， ,如 是 分 别 位 于 
x 轴 上 点 有 ,所 ，… ,所 的 质点 的 重量 ， 则 4 表示 重心 的 位 置 ， 如 
果 所 有 的 权 因子 p; 都 相等 。 则 量 上 恰好 是 上 面 定义 的 算术 平均 
值 . 
对 于 函数 fx), 我 们 可 以 类 似 地 建立 在 区 间 [a] 上 的 加 权 
平均 什 


L， 


| f(x) p(x) dx 
人 (13) 
| plx)dx 
其 中 pC*) 一 权 函数 一 是 此 区 间 上 的 任 一 正 孙 数 p 为 正 的 假 
设 保证 了 分 母 不 为 零 ， 


es lSie 


信之 间 , 
将 不 等 式 
ml 安 帮 x) 委 AM 
乘 以 正 函 数 p(x), 我 们 得 到 
mp(x) I(r)px) EMp(x). 、 
后 积分 ,得 到 


1 | p(x)dxr 过 | f(x)pl(x)ar <M | p(x)ax. 


除 以 正 量 | pCx)ax, 我 们 便 得 到 上 述 结果 
z mwM. 
如 果 这 里 jz) 是 连续 的 , 由 中 间 值 定理 (第 46 页 ) 我 们 全 可 上 
言 : 4 一 1(8), 其 中 是 区 间 a < 5 < 4。 上 的 某 个 适当 什 ， 由 此 
下 这 的 分 党 中 从 和民 : 


帮 由 和 


一 一 


和 站 


| 4) 
在 p(x) 一 1 的 特殊 情况 下 , 便 得 到 前 面 的 中 值 定理 . 


24 作为 上 限 之 函数 的 积 


和 和 


函数 Xe) 的 积分 值 依赖 于 积分 限 。 和 上 即 积分 是 两 个 积分 
限 * 和 “的 函数 ， 为 了 比较 严密 地 讨论 对 于 积分 限 的 这 种 依赖 关 
系 , 我 们 设想 : 下 限 是 一 个 固定 的 数 ,譬如 说 e 积分 变量 不 再 用 
x 而 用 * 来 表示 ( 见 第 134 页 )， 上 限 不 再 用 4 而 用 * 来 表示 , 以 便 
说 明 我 们 把 上 限 看 成 变量 ， 并 且 希 望 作为 这 个 上 限 的 函数 来 研究 
积分 之 值 ， 于 是 ,我 们 写 为 


g(x) = | Faun. 


人、 


我 们 将 函数 p(x) 称 为 函数 f(x) 的 一 个 不 定 积分 ， 在 “不 定 积 分 ” 
前 面 加 上 “一 个 ”二 字 ， 是 为 了 使 我 们 想到 |: 当下 限 不 取 。 而 取 任 
何其 他 值 的 时 候 , 一 般 就 会 得 到 不 同 的 积分 值 ， 在 几何 上 ， 不 定 积 
分 p(x) 是 在 曲线 y = f(x) 下 并 界 于 * 轴 、 直 线 w 一 & 和 变动 的 
直线 一 * 之 间 的 面积 (如 图 2.17 中 的 荫 影 部 分 所 示 ) 来 表示 的 ， 
其 符号 由 前 面 讨 论 过 的 规则 来 确定 (第 134 页 ). 


图 2.17 作为 面积 的 不 定 积分 


任何 特定 的 定 积分 都 能 由 不 定 积分 p(x) 求 得 实际 上 ,根据 
前 面 讲 过 的 积分 的 基本 法 则 ， be 


O 
Jau 


TT f(au) du -| | dx 十 | 
一 一 | fod + | fads = pb) — pla). 


职 分 
上 fC(wau = p(x) 一 pc )， 
天 一个 常数 er 个 夺 信 三 
不 定 积分 的 连续 性 
如 果 浮 数 f(x) 在 区 | 同 [e, 2] 上 连续 ,是 « 是 此 区 间 上 的 一 个 


as ]j53% 


特别 是 。 我 们 能 够 通过 pCx) 来 表示 下 限 为 的 任何 其 他 的 不 定 


4 
wi i 
A. i 


点 , 则 不 定 积分 
- (CD = | fd 


仍然 表示 定义 在 同一 区 间 上 的 * 的 函数 。 不 难看 出 ， 连 续 函 煞 
f(x) 的 不 定 积分 p(x) 同样 是 连续 的 ， 因 为 ,如 果 二 和 ? 是 该 区 间 
上 的 任何 两 个 值 ,那么 ,根据 中 值 定理 ， 我 们 有 


pO) — pe) 一 | fd = HY —*), 5) 
其 中 5 是 端点 为 x* 和 3 的 区 间 上 的 某 一 个 值 ， 这 时 , 由 上 了 的 连续 


性 ,我 们 有 
、 加 i lim p(y) 一 lim[ g(x) + 8) 一 zj 
了 i = p(x) + fx) :0 = yp(*), 
| 这 就 证 明 p(x) 是 连续 的 ， 更 具体 地 说 ,在 任何 闭 区 间 上 , 我 们 有 


p(y) 一 p(x)| 所 Miy 一 x|, 其 中 M 是 |f(x)| 在 该 区 间 上 的 
最 大 值 ,因此 , 9 甚至 是 李 普 项 兹 连续 的 ， 
对 于 p(y) 一 p(x) 的 公 趟 (15) 说 明 ， 当 f(x) 在 整个 区 间 上 
为 正 时 ， p(x) 是 增 函 数 , 即 当 y > * 时 ， 
p(y) = p(x) 十 用 SC 一 2 > p(x). 
“下 建立 函数 的 不 定 积分 , 乃 是 产生 新 的 函数 类 的 一 种 重要 方式 ,| 
在 2.5 节 中 ,我 们 将 应 用 这 种 方式 引入 对 数 函 数 ， 这 也 将 使 我 们 向 
次 看 到 一 个 事实 : 由 数学 分 析 的 一 般 定理 亲 以 导致 许多 非常 特殊 
有 的 公式 . 
正如 在 3.14 节 a (第 318 页 ) 中 将 会 看 到 的 那样 ， 如 未 我 们 箱 望 
根据 纯 分 析 的 方法 而 不 是 依靠 直观 的 几何 解释 来 定义 新 函数 《 例 
如 定义 三 角 函 数 ), 那么 ， 借助 于 已 定义 的 函数 的 积分 则 是 一 种 很 


好 的 途径 . 
”2.5 用 积分 定义 对 数 
&。 对 数 函 数 的 定义 
在 2.2 节 中 ,我 们 已 经 成 功 地 通过 4 和 6 的 震 来 表示 | x 人 dz， 
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其 中 c 为 任 一 个 不 等 于 一 1 的 有 理 数 ， 当 w == 一 1 时 , 我 们 只 能 
将 这 个 积分 表示 为 序列 的 极限 : 


| 一 du = ljimn (fs 一 1). 
现在 , 与 2.2 节 的 讨论 无 关 ,我 们 引入 由 不 定 积分 
| 二 dud, 
所 表示 的 函数 或 者 在 几何 上 , 由 如 图 2.18 所 示 双 曲线 下 的 面积 


所 表示 的 函数 ， 我 们 将 此 函数 称 为 x 的 对 数 ,或 者 更 确切 地 说 | 称 
为 x 的 自然 对 数 ,并 且 记 为 “ 


logx = | 二 da, (16) 


图 2,18 由 面积 表示 的 logx 


因为 y = 二 是 连续 函数 , 并 且 对 于 一 切 x > 0 是 正 函数 , 所 以 函 
数 log x 对 于 一 切 * > 0 有 定义 , 并 且 是 连续 的 。 此 外 还 是 单调 增 


| 


1) 在 本 节 中 , 我 们 仍 殖 意 利用 这 一 事实 ， 连 续 函 数 ( 这 里 是 函数 工 ) 的 积分 是 存 
在 的 ;其 一 般 证 明 在 补 篇 中 给 出 ， / 
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加 的 .将 log * 的 不 定 积分 的 下 限 取 为 1 是 很 方便 的 ,这 意味 着 

log 1 = 0， (17) 
并 且 当 x > 工时 logx* 是 正 的 ， 而 当 * 位 于 0 与 1 之 闻 时 logx 是 
负 的 (图 2.19). -二 在 正 的 积分 限 a。 和 之 闻 的 任 一 定 积 分 都 能 
按 下 列 公式 通 过 对 数 来 表示 ( 见 第 153 页 ): 
| | 二 du = logb — loga,. (8) 


图 2.19 自然 对 数 
在 几何 上 ,这 个 积分 表示 双 曲 线 y 一 二 下 的 界 于 直线 + 一 。 和 
* 一 少 之 辣 的 面积 . 
b。 对 数 的 加 法 定理 
一 个 用 来 解释 log x 的 传统 名 称 的 基本 性 质 ,可 由 下 述 定理 来 。 、 


糙 述 ; 
加 法 定理 ”对 于 任何 正 的 * 和 y, 有 
log (xy) = logx 十 log y, 《19) 
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证 明 ， 我 们 将 加 法 定理 写成 下 列 形式 
log (xy) 一 logy 一 logx 


或 


这 里 ， 我 们 有 意 选 用 不 同 的 字母 来 表示 这 两 个 积分 的 积分 变量 . 
这 两 个 积分 所 以 相等 可 由 下 述 事实 推出 : 当 适 当地 划分 和 选择 中 
同 点 时 所 得 到 的 两 个 近似 和 具有 相同 的 值 ， 首 先 假设 x* > 1. 于 
征 

| 工 du 一 lim > 二 Am 
其 中 四 一 1, ay oo 一 表示 划 分 区 间 [1,*] 时 所 得 到 的 
各 点 ， 5 处 于 第 8 个 单元 上 ， 令 1 一 fi 一 yi3 我 们 看 到 :点 
vos Vi9 "Va 对 应 着 区 间 [y, xy] 的 一 种 划分 ,其 中 间 点 为 5; = 
8;y。 显然 

AvV; 一 yAU;, 

于 是 

> A = > + Ai 


当 2 趋向 于 无 穷 大 对 ,对 于 x*>1 加 情况， 我 们 怪 得 到 所 要 求 的 两 
个 积分 之 间 的 恒等式 ， 

当 x 二 1 时, 加 法 起 理 显然 成 立 , 因为 log1 二 0。， 对 于 0 < 
* 之 1 的 情况 ， 为 了 证 明 这 个 定理 也 是 对 的 ， 我 们 注意 到 : 这 时 


二 > 1, 因此 
x. 
logx 十 logy = logx 十 log (Tx) 
x 
-一 logx 十 log -L 十 log (xy) 
x 
一 log 一 + jogx 十 log (xy) 


*， 1527 。， 


一 log (+ *] 十 log (xy) 


= logl 十 log(xy) 一 log(xy)， 
加 法 定理 的 证 明 到 此 完成 ， 
”加 法 定理 也 可 根据 公式 (3) 《第 142 页 ) 来 证 明 , 按 此 公式 ,有 


log * = lima(V * — 1), 加 剖 
于 是 
log (xy) = lim n(Mxy — 1) 
= lin[a(MV* — DYVY +a(My— 1)] 
= [lima(V x — DIlimVy)+ lmna( Vy —1) 
一 logx 十 logy, 
因为 lim My = 1( 见 第 66 页 ). 
将 加 法 定理 应 用 于 特殊 情况 ; 一 二 , 便 得 到 


log ] = logx 十 log 二 
x 


或 


log 一 =— 一 logyx。 (20) 
更 一 般 地 有 


log 一 一 logy 十 log 了 一 logy 一 logx。 (21) 
Y 


对 于 ?个 因子 的 乘积 ,我 们 重复 应 用 加 法 定理 , 便 得 到 
log (Xix2** "Xn) = logri Tt logx;y 二 .二 log x,. 
特别 是 ,对 于 任何 正 整 数 a, 我 们 得 到 
log (x”) 一 nlogx (22) 
这 个 恒等式 当 w = 二 0 时 也 成 立 ， 因 为 x* = 二 1; 并 且 还 可 以 推广 到 
负 整 数 的 情况 ,只 需 注 意 到 
log (x”*) = log ( - 


光 
久 . . 


一 一 logkxz ") 一 一 (一 2)logx = nlogx,. 


ea 15958. 


对 于 任何 有 进 数 ~ 7 和 任何 正 数 a, 我 们 可 做 a = 0 
+。 这 时 ,我 们 有 
log* 一 一 log x” 一 一 log 2 ”一 一 log 2 一 2loga， 


办 此 ,对 干 任何 正 实数 a 和 任何 有 理 数 g, 恒等式 
log (4°) = gloga (23) 


都 成 立 . 
2.6 ”指数 函数 和 龙 函 数 
a。 数 e 的 对 数 


在 第 83 页 上 作为 (1 十 二) 的 极限 而 得 到 的 常数 。， 对 于 范 
数 log * 起 着 极为 重要 的 作用 。 实 际 上 , 数 。 的 特征 由 等 式 ? 


loge 二 1 
便 可 得 知 ， 为 了 证 明 这 个 等 式 ,我 们 注意 到 由 函数 log x 的 连续 
性 可 以 推出 


log < = log EL 十 十 ) | 一 lim log 攻 十 十) | 
六 天 天 抱 7 


一 im log 0 十 二 
现在 根据 积分 学 中 值 定理 ,有 


1+ 寺 
og(L 十 二) 一 | 二 mm 一 土工 
72 uw < 1 


其 中 5 是 1 和 1 十 二 之 间 的 某 一 个 数 ,这 个 数 与 + 有关。 显然 
lim 一 1, 于 是 
loge = lm 一 ] (24) 


2， 


1) 在 几何 上 , 这 意味 着 : 由 双 曲 线 == 一 和 直线 y 二 0, x 二 1 以 及 x ==。 围 成 
的 面积 之 值 为 1( 见 图 2.18)， 


由 1 $50 ¢ 


b. 对 数 函 数 的 反 函 数 。 指数 函数 
由 关系 式 log e 二 1, 则 对 于 任何 有 理 数 a, 就 可 以 推出 


ljog(《e") 一 wlog e 一 上， 

这 说 明 每 一 个 有 理 数 a, 可 以 写成 某 一 个 正 数 x 的 logx 之 值 。 因 

为 log * 是 连续 的 ， 所 以 它 可 以 取 界 于 两 个 有 理 值 之 间 的 任何 值 ; 
这 意味 着 它 可 取 一 切实 数值 。 由 此 可 知 ， 当 x* 取 明 一切 正 什 时， 

”一 log* 之 值 遍 及 一 切实 数 y， 因 为 log * 是 单调 递增 的 ， 所 以 

对 于 任何 实数 3 正好 存在 一 个 正 数 x, 使 得 logx 二 y. 方程 y 一 

log x 的 解 +， 可 由 对 数 函 数 的 反 立 数 给 出 ， 我 们 将 此 反 阔 数 记 为 

x 一 E(y)， 于 是 ， 我们 知道 , E(y) (图 2.20) 对 于 一 切 》 有 定义 

并 且 是 正 的 。 此外, 它 仍然 是 连续 的 和 增加 的 ( 见 第 和 7 页 ). 


ri 


| 
-2 一 】 | I 2 ~ 


图 2.20 ”指数 函数 ~ 


因为 方程 y 二 logx 和 x 二 Ely) 代表 * 和 ?之 间 的 相同 的 
关系 , 所 以 我 们 也 可 将 方程 & 二 log (e*) (此 方程 对 于 有 理 数 4 成 
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立 ) 写 成 下 列 形式 : 
E(w) == er. 
我 们 看 出 ， 对 于 任何 有 理 数 a, E(w) 之 值 是 数 < 的 4 次 罕 。 对 于 


有 理 数 “一 之 委 "直接 定 为 Ve”"， 对 于 无 理 数 a, 这 样 来 定 


义 er 是 非常 自然 的 ， 即 将 «表示 为 有 理 数列 ws 的 极限 ， 并 且 设 
e 一 lim(e”m)。， 因 为 em 一 ECo,), 且 函数 E(y) 连续 地 依赖 于 


-yy, 所 以 我 们 可 以 确信 ee" 的 极限 存在 ,并 且 具 有 值 E(w), 而 与 用 
洒 带 近 & 的 特定 序列 是 无 关 的 ， 这 就 证 明了 方程 (4) 一 e* 对 于 
无 理 数 & 也 成 立 。 现在 , 对 于 一 切实 数 a, 我 们 能 够 用 e* 来 代替 
E(w)。， 我们 称 e* 为 指数 函数 .这 个 函数 对 于 一 切 : 有 定义 并 具 
是 连续 的 ， 此 外 还 是 单调 增加 的 和 处 处 为 正 的 . 

因为 方程 y= log* 和 = cy 是 表示 数 * 和 vy 之 闻 的 同样 关 
系 的 两 种 方式 ， 所 以 我 们 看 出 ，log x 一 一 x 的 “自然 对 数 ”( 正 如 
由 积分 所 定义 的 ) 是 代表 以 。 为 底 的 对 数 , 如 采用 初等 数学 中 的 术 
合 ; 也 就 是 说 , lag*+ 是 < 的 这 样 一 个 寡 指 数 ': < 的 logx 次 才 等 于 
+， 或 / 


eg8*—Y (25) 
我 们 可 以 写成 ?log x 一 log。x。 
类 似 地 ,x = 一 e?r 古 这 样 一 个 数 ,其 对 数 为 y, 或 
z log ce? 一 y. (26) . 


从 微 积分 的 观点 来 看 如 前 所 述 ,首先 作为 一 个 简单 的 函数 ?一 一 
的 积分 引入 自然 对 数 ， 然 后 通过 取 对 数 函 数 的 反 函数 来 定义 。 的 
时 ,的 确 是 比较 容易 的 。 这 里 ,函数 log * 和 。* 的 连续 性 和 单调 性 
正 是 作为 一 般 定理 的 推论 而 得 到 的 , 并 不 需要 特别 的 论证 ， 


1) 读者 可 能 会 感到 应 该 保留 “ 自然 对 数 ”这 一 名 称 给 以 10 为 底 的 对 数 ， 然 而 , 在 
历史 上 ，1614 年 由 纳 皮 尔 CNapier) 发 表 的 第 一 个 对 数 表 本 来 给 出 的 是 以 为 
底 的 对 数 ， 以 10 为 底 的 对 数 是 后 来 由 布 里 格 斯 (Briggs) 引入 的 , 原因 是 以 10 
为 底 的 对 数 在 计算 上 显然 是 方便 的 .〈 以 10 为 底 的 对 数 称 为 常用 对 数 。 一 一 - 译 
者 注 ) 
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c, 作为 融 的 极限 的 指数 函数 
原来 数 。 是 作为 下 列 极限 而 得 到 的 : 
eo fm 1 十 二 ) 
更 一 般 的 公式 是 对 于 任何 x, 将 e* 表示 为 极限 
cx 一 im 十 三 ) (27) 
为 了 证 有 明 这 一 点 ,只 需 证 明 序 列 
s, = log (1 + 过) 
具有 极限 * 即 可 ， 因 为 指数 函数 是 连续 的 , 此 时 数列 
cz 一 ( 十 =<) 
必定 趋向 于 e*， 现 在 
9， 一 nlog (1 十 二 = | "+a. 
根据 积分 学 中 值 定理 ,我 们 有 
” —».l. I_ 1| 二 二 
人 + < 1 Ee 
其 中 二 是 1 与 1 二 一 之 间 的 某 一 个 值 ， 因 为 当 ”趋向 于 co 时 ， 
5 显然 趋向 于 1, 所 以 我 们 的 确 有 lms， 一 x 


d. 正 数 的 任意 次 畦 的 定义 

现在 , 我们 能够 通过 指数 函数 和 对 数 函数 来 表示 任 一 正 数 的 
任意 次 宕 了 

我 们 已 经 看 到 ,对 于 有 理 数 ec 和 任何 正 数 *, 关系 式 


log (x°) = wlogx 


1) 这 就 避免 了 第 91 页 上 所 指出 的 比较 笨拙 的 “初等 ?定义 ,也 避免 了 通过 有 理 指数 
过 渡 到 极限 的 方法 来 证 明 这 些 过 程 ， 
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成 立 ， 我 们 将 此 式 写 为 下 列 形式 : 
对 于 无 理 数 a, 我 们 仍 将 “表示 为 有 理 数 序列 wm 的 极限 ， 并 且 定 
信 


x = lim x = lim enlogx 
由 指数 函数 的 连续 性 又 可 得 知 此 极限 存在 , 上 且 其 值 为 eaeg*, 因为 
clog -一 plim(anlogx) 一 lim enlogr 
因此 ,对 于 任何 数 “和 任何 正 数 * 这 种 极其 一 般 的 情形 ,关系 式 
4° = pologx (28) 
都 古 成 立 的 ， 设 log x = 6, 或 者 同样 地 ,x 二 cs, 我 们 推出 
(e8)" 一 co， (29) 


更 一 般 地 ,对 于 任何 正 数 *, 有 
(zxe)8 一 《ealogz)8 = coploge 二 yop 
不 难 建立 备 函 数 运算 的 另 一 个 一 般 的 法 则 ,这 就 是 乘法 定理 
rh = rth 
其 中 * 是 正 数 , a 和 8 是 任意 数 ， 为 证 明 这 一 定理 ， 只 需 证 明 对 等 
式 两 端 取 对 数 后 而 得 到 的 公式 ， 
log (x°xf) = log (x"th) 
现在 由 已 建立 的 法 则 《19), (26) 和 (28), 可 以 推出 
log (xxp) = logx° 十 log wr? 一 log (er!los*) 十 log (esiog*) 
— wlogx + flogr = (0 + Bp)logx 
一 log (etAlosr) 一 log (xzet6] 


e, 任何 数 为 底 的 对 数 


我 们 不 难 通过 自然 对 数 来 表示 非 。 为 底 的 对 数 。 如 果 对 于 正 
数 4, 方程 * 一 a’ 成立 ,我 们 则 写 为 


y = log, xX, 
现在 a” 一 eg 因此 == er 或 yloga 一 logx， 由 此 推出 
Jog,x 一 Jogz (30) 
log a 
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其 中 logx 是 以 e 为 底 的 自然 对 数 ， 特 别 是 以 10 为 底 的 常用 对 数 
由 下 式 给 出 : 


log x 
log wx = 一 全 一 
四 log 10 


因为 以 任何 数 4 为 底 的 对 数 同 目 然 对 数 成 正比 ， 所 蓉 这 样 的 
对 数 也 满足 同样 的 加 法 定理 : 
logsx + log,y = log,(xy). 


2.7 x 的 任意 次 从 的 积分 
在 2.2 而 中 我 们 曾经 得 到 公式 


”其 中 a 为 任 一 不 等 于 一 1 的 有 理 数 ， (已 经 看 到 o 二 一 1 的 情况 
得 到 对 数 .) 当 “ 是 无 理 数 时 ,为 了 计算 这 个 定 积分 ,只 需 讨论 不 定 
积分 

/ p(X) 一 | udu 


即 可 ， 因 为 一 切 具 有 正 的 积分 上限- 和 2 上 的 定 积分 都 能 从 这 个 不 定 
积分 得 到 .假设 x > 1(x 和 1 的 情况 ,只 要 把 积分 限 交 换 , 便 可 用 
， 同 样 方法 来 处 理 )。 这 时 ,由 (28) 我 们 有 
这 里 ， 对 于 积分 区 | 辣 中 的 《来 说 ,log4 之 0， 设 8 和 7 是 任何 两 
个 不 等 于 一 1 的 有 理 数 ,并 且 

Po 委 7。 
于 是 有 
plog < alogu < 7 logu. 
因为 指数 函数 是 递增 的 ,所 以 由 上 式 可 以 推出 


piogt << er alogi < 之 eTlogs, 


即 
Hf A 二 


于 是 我 们 有 
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| wa 和) 忒 | ean. 
us 和 ww? 的 积分 前 面 已 经 算出 ,从 而 得 到 


BT | 1 +1 
en) op) < Cn 1), 
5 了 ) S00) Si 


现在 如 果 我 们 令 有 理 数 8 和 7 都 收敛 于 a, 那么 由 于 指数 函数 的 
连续 性 ， xBt1l — eBTi)Logx 利 rrti 一 p(TTilogx 者 趋同 于 ce'oThiogx 一 一 
x” 于 是 我 们 得 到 极限 

Pe) = et 1). 
对 于 0 和 1 之 间 的 *, 也 有 同样 的 结 末 . 因此 ， 对 于 正 数 4 和 2 
一 般 地 有 


bp 
| “dit = Co) 一 pCa) = 一 1 (bet! — a” 1)， 
a Cx -十 | 


正如 在 有 理 数 “时 一 样 . 
如 朱 2 是 正 整 数 ， 天 人 么 这 个 公式 甚至 在 积分 限 4 或 5 是 零 或 
负数 时 也 仍然 成 这 ;公式 的 这 一 直接 推广 并 不 困难 . 


2.8 导 数 


导数 的 概念 与 积分 的 概念 一 样 ， 也 有 着 直觉 的 起 源 并 且 是 不 
难 掌 握 的 。 然而 , 这 一 概念 却 打 开 了 通 向 数学 知识 与 真理 的 巨大 
宝库 之 门 ; 读者 将 会 逐渐 发 现 本 书 中 所 凉 述 的 这 些 方法 的 各 种 重 
要 应 用 及 其 威力 。 

导数 的 概念 首先 是 由 疱 滑 曲线 y = (x) 在 点 P(x,y) 处 的 切 
线 的 直觉 观念 的 局 发 而 提出 的 ， 而 此 曲线 的 切线 是 由 切线 方 同 局 
正 x 轴 之 间 的 夹 角 “来 表征 的 。 但是, 我们 怎样 由 函数 的 解析 表 
达 式 得 到 这 个 角 4 昵 9 为 了 确定 角 a， 仪 仪 却 道成 了 处 的 * 和 9 
之 值 是 不 够 的 ， 因 为 除了 切线 以 外 ， 还 有 无 穷 多 条 不 同 的 直线 通 
过 点 P。 男 一 方面 ,为 了 确定 角 c, 我 们 并 不 需要 开道 函数 故 x) 在 
整个 定义 域 上 的 性 态 ; 只 可 知道 函数 f(x) 在 点 卫 的 任意 的 邻 域 内 
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的 性 态 , 便 足 以 确定 角 ,而 不 论 邻 域 选 得 多 么 小 。 这 就 表明 ,我 
们 应 当 通 过 极限 过 程 来 定义 曲线 y = f(x) 的 切线 方向 ,这 正 是 我 
们 下 面 要 遵循 的 途径 . 

早 在 十 六 世纪 ,由 于 要 解决 几何 学 ,力学 和 光学 中 产生 的 最 优 
化 问题 ， 即 极 大 值 和 极 小 信 问 题 ， 在 数学 家 们 面前 就 提出 了 计算 
切线 方向 的 问题 或 “微分 ”的 问题 ,( 关 于 这 些 问题 的 讨论 , 见 3.6 
节 .) 

导致 微分 法 产生 的 另 一 个 最 重要 的 问题 ， 是 对 于 任 一 作 非 多 
速 运动 的 物体 的 速度 的 直观 概念 赋予 精确 的 数学 意义 的 问题 见 
第 172 页 )， 
让 我 们 首先 讨论 在 分 析 上 用 极限 过 程 来 描述 曲线 的 切线 的 问 
题 . / 


&。 导 数 与 切线 


几何 定义 “为 了 与 朴素 的 直观 相 一 致 ， 我 们 首先 通过 下 述 几 
何 上 的 求 极 限 过 程 来 定义 给 定 曲线 》 == f(x) 在 其 一 点 P 上 的 切 
线 ( 见 图 2.21)， 取 曲线 上 点 了 附近 的 男 一 点 P.。 通过 这 两 点 P， 
P, 画 一 条 直线 一 一 曲线 的 割 线 。 现在 ， 如 果 点 已 沿 曲线 向 点 P 


| 


图 2.21 割 线 和 切线 
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”移动 ， 则 可 料 到 这 条 制 线 将 达到 极限 位 置 ， 此 极限 位 置 与 P 从 哪 


一 侧面 趋向 于 P 是 无 关 的 ， 这 个 割 线 的 极限 位 置 便 是 切线 ; 割 线 
的 这 种 极限 位 置 的 存在 性 这 一 命题 ， 与 曲线 在 点 了 处 具有 确定 的 
切线 或 确定 的 方向 的 假设 是 等 价 的 (我 们 使 用 “假设 ”一 词 ,是 因为 
实际 上 我 们 已 经 做 了 这 样 的 假设 )。 在 曲线 的 每 一 点 上 都 存在 切 
线 的 假设 , 决 不 是 对 于 所 有 (表示 简单 的 函数 ) 的 曲线 都 成 立 。 例 
如 ,在 点 了 处 具有 隅 角 或 尖 点 的 任何 曲线 ,实际 上 在 这 些 地 方 都 没 
有 唯一 确定 的 方向 ,例如 y 一 |x| 定义 的 曲线 在 (0, 0) 处 的 情形 . 
( 见 第 177 页 上 的 讨论 .》 

因为 我 们 所 考虑 的 曲线 是 通过 函数 y = 1(x) 来 表示 的 ,所 以 
我 们 还 必须 针对 j(x) 用 分 析 方 法 来 表述 这 一 几何 上 的 极限 过 程 ， 
这 种 分 析 上 的 极限 过 程 称 为 Kx) 的 微分 法 . 

我 们 知道 一 条 直线 同 * 轴 构 成 的 夹 角 是 这 样 规定 的 ， 就 是 把 
正 x 轴 沿 正方 向 即 反 时 针 方 向 2 转动 ,并 在 首次 变 得 与 该 直线 平行 
时 所 必须 扫 过 的 角 . (这 个 角 4a 应 位 于 区 间 0<a 二 x 之 中 .) 设 a 
是 制 线 PP, 同 正 * 轴 构 成 的 夹 角 ( 见 图 2.22)，% 是 切线 同 正 x* 轴 
”构成 的 夹 角 。 于 是 


PP 


这 里 折 用 的 符号 其 意义 是 明白 的， 设 x,y 和 和 x, yy 分别 是 点 P 和 
Pi 的 坐标 。 这 时 ,我 们 立即 得 到 ?” 

gu 一 也 二 HoH. 
因此 ,上 述 求 极限 的 过 程 ( 不 券 虑 垂直 切线 w = = 的 情况 ) 可 由 下 


式 来 表示 : 


一 lim tgo 一 tw， 
:dh 1 一 TY 区 1 了 了? 注 


1) 沿 这 样 的 方向 , 正 * 轴 转 动 了 就 与 正 y 轴 重合 ， 


2) 为 了 使 这 个 式 于 有 意义 ,我 们 必须 假设 x 和 2 二 者 都 属于 f 的 定义 域 ， 后 面 ,在 
进行 极限 过 程 的 每 一 步 , 我 们 也 都 不 言 而 瑜 地 做 此 相应 的 假设 ， 
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表示 法 ”我 们 将 表达 式 
人 zx) 一 fs) ny Ay 


X1 一 区 X1 一 区 AX 
称 为 函数 y 一 f(x) 的 差 商 ,其 中 符号 Ay 和 Ar 分 别 表示 函数 js) 
和 有 自 变量 x 之 过 分 . (这 里 同 在 第 132 页 上 一 样 ， 符 号 人 是 求 差 的 
简写 ,不 是 相 乘 的 因子 .) 因 此 , c 的 正切 , 如 曲线 的 斜率 ,等 于 
半数 ff 的 莽 商 当 +41 一 x 时 所 趋同 的 极限 . / 
我 们 将 这 个 差 商 的 极限 称 为 函数 y == f(x) 在 点 * 处 的 导数 ?. 
通常 既 使 用 拉 格 天 日 (Lagrange) 表示 法 y 二 f(x) 来 表示 导数 ,也 


使 用 菜 布 尼 兹 所 用 的 符号 人 2 2 ee. 或 (到 总 在 第 182 页 


上 我 们 将 要 更 详细 地 讨论 浅 布 尼 冀 玫 示 法 的 意义 ， 这 里 我 们 指出 ， 
记号 fx) 说 明 这 样 一 个 事实 : 导数 本 身 是 x 的 水 数 ,因为 对 所 汶 


虑 的 区 间 上 的 每 一 个 * 值 都 对 应 着 一 个 f(x) 的 值 。 有 时 通过 使 
1) 有 时 也 称 为 斜 量 或 方向 系数 . 
2) 在 一 些 老 的 教科 书 中 也 称 为 微分 系数 . 
3) 也 使 用 柯 西 表示 法 DfCx) 和 牛顿 表示 法 


* 168.: 


用 导 函 数 、 导 曲线 等 术语 来 强调 这 一 事实 。 导数 的 定义 有 下 列 几 
种 不 同 的 表达 形式 : 
f(x) 一 lim 二 一 


X1 -一 和 革 >0 


f(x 十 有) 一 f(x) 
? 


其 中 第 二 个 表达 式 里 x 为 x 十 所 代替 ,或 者 使 用 莱 布 尼 兹 表示 
法 : 
dy 一 - af(x) 一 f(x) -一 lim fri ) — f(x) 一 lin 7 


dx dx x i> Xi 一 区 ex20Ax 


如 果 了 在 点 > 的 邻 域内 有 定义 , 则 商 一 < 二 他 一 站 中 对 


于 一 切 值 关 0 (只 要 | 有 | 足够 小 ,从 而 保证 * 十 大 属于 所 考虑 的 
区 间 ) 就 是 4 的 函数 .把 f(x) 定义 为 极限 ,就 是 要 求 
fxtt7 1) 一 fx) 一 了 (zx) 
kh 


对 于 一 切 ( 正 的 或 负 的 7 元 分 人 小 的 AN 天 0) 来 说 为 任意 小 . 


志 利和 


下 过 全 这 | 开拓 人 
简易 . 

仅仅 在 差 商 的 表达 式 中 令 x 一 x*， 是 不 可 能 求 出 导数 的 ， 因 
为 这 时 分 子 和 分 母 二 者 都 将 等 于 零 ， 我 们 会 得 到 没有 意义 的 表达 
式 0。 因此 , 在 每 一 种 情况 下 * 向 极限 过 湾 都 必须 经 过 革 些 准 各 


阶段 (对 过 商 进 行 变 换 ). 
例如 ,对 于 函数 f(x) = x?, 我 们 有 


~ 2 __, 2 
a f(x) 一 一 省] 过 -一 Xi 十 - x 党 x 志 x 时 ， 
放 


这 个 函数 x 十 x 同 和 的 定义 域 不 完全 相同 | 站 数 z 十 
+ 住 XI 二 多 : 光一 占有 定义 而 商 ~ 红 一 和 在 这 一 点 则 没有 定义 . 对 
于 所 有 其 他 的 x; 之 值 ， 这 两 个 函数 彼此 相等 因此 , 在 求 极 限 的 
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1 : 2 : 1 


过 程 中 就 特别 要 求 x 六 *, 此 时 对 于 lim 芋 二 二 和 对 于 lim(m + 
x) 我 们 便 得 到 相同 的 值 。 然 而 ,由 于 函数 x 十 * 在 点 x 一 * 有 定 
义 并 且 是 连续 的 , 所 以 对 于 这 个 函数 我 们 只 要 直接 令 x 一 * 便 可 
得 到 极限 , 而 对 于 商 一 二 二 则 不 能 这 样 做 ， 于 是 ,我们 得 到 导数 


f(x) 一 = 2x， 


作为 另 一 个 例子 ， 我 们 来 微分 函数 ， = V* (x > 0)， 即 求 

这 个 函数 的 导数 。 当 立夫 > 时 ,我 位 有 
fx) 一 f(x) _ ~ Ya Ys Mx 
_ Wr VA)Vn + Vx) 
(xi — x)CV za + AMWzx 
XL 一 一 _ 

Guu—x)Vr tM) Var 二 Ms 
因此 ( 当 x>> 0 时 ) 
dV x = lim 一 一 
dx Vr FV 十 7 * 2 xz 
当 x 一 0 时 。 出 现 奇异 性 : 导数 为 夏 穷 大 . 因为 当 一 0 时 : 


分 析 害 你 : 
对 于 微分 一 个 函数 的 过 程 我 们 给 出 一 个 与 切线 的 几何 直观 概 
完全 无 关 的 分 析 定 义 , 这 一 点 是 极为 重要 的 。 积分 的 分 析 定 义 、 
与 面积 的 几何 视觉 无 关 ， 曾 使 我 们 能 够 以 积分 概念 作为 面积 概念 
的 根据 ， 按 照 同样 的 精神 ,我 们 不 去 涉及 函数 y 一 f(x) 借助 于 曲 


线 的 几何 表示 法 ,而 将 函数 y = 1(*) 的 导数 定义 为 由 差 商 人 的 
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极限 (如 果 这 个 极限 存在 的 话 ) 给 出 的 新 疼 数 y = 了 (x)， 
这 里 , 莽 Ay 一 六 一 》 一 f(x1) 一 1(%) SAx 一 Mi 一 区 是 变量 


y 和 x 的 “相应 的 改变 量 ”， 我 们 可 将 比值 他 称 为 在 区 间 (z,x 十 


Ax) 上 y 对 于 * 的 “平均 变化 率 ”， 这 时 ,极限 f(x) = 怠 则 表示 


y 对 x 的 “瞬时 变化 率 ”, 或 简称 为 “变化 率 ”. 

如 果 这 个 极限 存在 ,我 们 就 说 函数 f(x) 是 可 微 的 。 除非 特别 
做 了 相反 的 说 明 ", 我 们 将 总 是 假设 所 讨论 的 每 一 个 函数 都 是 可 微 
的 .我们 强调 指出 ,如 果 函 数 f(x) 在 点 * 是 可 微 的 , 则 商 

作 x 十 万) — f(x) 
hi 

当 有 > 0 时 的 极限 必须 存在 ， 其 中 % 可 以 是 使 得 x 十 4 属于 f 的 
定义 域 的 任何 不 等 于 零 的 值 。 特别 是 ， 如 果 f 在 包含 * (在 其 内 
部 ) 的 整个 区 间 上 有 定义 , 则 上 述 极限 必定 存在 , 而 不 论 4 趋向 于 


有 了 导数 了 (x) 的 分 析 定 义 , 现 在 我 们 就 可 以 根据 方程 多 & = 
fx) 所 给 定 的 (与 正 * 轴 而 言 的 方向 ) 角 0 取 作为 曲线 在 点 (xy) 
处 的 切线 方向 ?， 这 样 , 用 分 析 定 义 作为 几何 定义 的 依据 , 我 们 就 
避免 了 由 于 几何 形象 的 不 明确 性 可 能 引起 的 困难 。 事实 上 , 现在 
我 们 已 准确 地 定义 了 y = f(x) 的 曲线 在 点 (x, y) 的 切线 指 的 是 
什么 , 并 且 我 们 有 了 判定 一 条 曲线 在 给 定点 (*, y) 是 否 具有 切线 
的 分 析 准 则 ， 

单调 荔 数 

然而 ,将 导数 形象 化 地 解释 为 曲线 切线 的 斜率 ,这 对 于 理解 
很 有 帮助 ,即使 在 纯 分 析 的 讨论 中 也 是 如 此 ， 基于 几何 直观 的 下 


1) 不 满足 这 个 假设 的 一 些 例子 将 在 后 面 给 出 ( 见 第 177 页 )。 如 果 说 正文 由 
证 有 这 种 可 微 姓 ,那么 这 些 例子 则 证 明 可 微 性 是 一 种 假设 ， 六 
?) 角 。 并 不 完全 唯一 确定 , 而 能 换 成 4 士 x, a 士 2x 等 等 , 除非 像 上 面 那 样 我 们 指 
定 0 委 w<r。 
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述 命题 ,是 这 一 种 情况 : 


图 2.23 增加 函数 和 减少 函数 曲线 的 切线 


捉 实 上 ,如 果 f (x) 是 正 的 , 那么 , 沿 * 增 加 的 方向 来 看 曲线 ， 
其 上 的 切线 均 向 上 倾斜 ， 即 指向 y 增加 的 方向 (a 是 锐角 )， 因 
此 , 在 所 讨论 的 点 上 曲线 随 * 增加 而 上 升 ; 反之 , 如 果 关 (x) 是 负 
的 ， 则 切线 向 下 倾斜 (a 是 “ 钝 角 ”)， 曲 线 随 * 增加 而 下 降 《 见 图 
2.23)。 这 个 命题 的 分 析 证 明 见 第 188 页 . 


b, 作 为 速度 的 导数 


速度 的 直 党 观念 需要 由 精确 的 定义 来 代替 ， 这 再 次 导致 我 们 

曾 称 之 为 微分 法 的 完全 相同 的 极限 过 程 ， : 
我 们 来 举 一 个 例子 ”一 个 点 沿 着 平行 于 》 轴 的 直线 而 运动 ， 
: 这 时 点 的 位 置 是 由 单独 的 一 个 坐标 7 来 确定 。 这 个 坐标 就 是 动 点 
与 该 直线 上 的 一 个 固定 的 初始 点 的 距离 ,并 带 有 适当 的 正人 负 生 ,如 
果 我 们 已 知 作为 时 间 上 的 函数 的 y == f(z), 则 点 的 运动 束 古 已 
确定 的 了 .如 果 这 个 孜 数 是 线性 国 数 所 站 = ci 十 5, 我们 就 说 这 
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是 速度 为 “的 匀速 运动 , 此 时 , 对 于 每 一 对 不 同 的 值 : 和 4, 我 们 
用 在 此 时 间 间 隔 中 通过 的 距离 除 以 这 一 时 间 间 隔 的 长 度 ， 便 得 到 
速度 
1 HD 
四 一: 
所 以 , 速度 “ 是 函数 ct 十 5 的 差 商 , 这 个 这 商 与 我 们 所 选 定 的 一 
对 特殊 的 时 刻 无 关 ， 但 是 ,如 果 运 动 不 再 是 匀速 的 ,那么 我 们 将 时 
刻 z 的 速 许 理 解 成 什么 呢 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 考察 并 商 
1(t) 一 fA 
上 一; 
这 个 夺 商 称 为 在 和 t 之 间 的 时 间 闻 隔 上 的 平均 速度 ， 现在 , 如 
未 当 五 趋 癌 于 上 时 ,这 个 平均 速 夏 趋向 于 确定 的 极限 ,我们 就 将 这 
个 极限 定义 为 时 刻 t 的 速度 ， 换 句 话说 ,时 刻 + 的 速度 , 即 距离 对 
于 时 间 的 瞬时 变化 率 , 便 是 导数 


f (7) = lm = 站 


寺庙 强调 汉 时 玫 0 名 和 为 过 度 他 所 用 的 记号 是 ;或 j(x)， 
而 不 是 f(x)， 和 牛顿 的 这 种 表示 法 我 们 有 时 也 会 用 到 ， 当 然 , 如 果 
要 使 速度 的 概念 有 意义 , 则 必须 假设 函数 是 可 微 的 ， 

一 个 简单 的 例子 是 自由 落体 运动 。 我 们 从 实验 中 所 建立 的 下 
述 定律 出 发 : 当 上 = 0 时 处 于 静止 而 后 开始 运动 的 自由 落体 在 时 
闻 * 内 经 过 的 距离 与 # 成 正比 ; 所 以 ， 这 一 定律 可 由 下 列 形式 的 
国 数 来 表示 : 

) = f(D = op z 

其 中 a 为 常数 . 正如 在 第 170 页 上 所 述 ,这 时 这 度 由 表达 式 f (#)= 


17)3. 


c。 微 分 法 举例 

现在 ,我 们 通过 几 个 典型 例子 来 说 明 微分 的 方法 

绕 性 归 数 

对 于 函数 y 二 /(x) = c, 其 中 。 为 常数 , 我 们 看 到 ,对 一 切 * 
值 有 fCx 二 有) 一 f(x) = < 一 c 一 0, 因 此， lim + 4 一 (x) 


一 0; 也 就 是 说 ,常数 函数 的 导数 是 零 ， 


对 村 线性 函数 y = f(x) 一 cx 十， em 


f' (x) 一 im 失守 二 和 一 人 全 Th)— fx) 一 lim< -一 ec 
p>0 
即 线 性 丽 数 的 导数 是 常数 
“的 里 
下 面 我 们 来 微分 帮 函 数 
》 二 f(x%) 一 x+"， 


首先 假设 4 是 正 整 数 ， 如 果 x 关 *， 则 我 们 有 


Fx) — (x) — f (x) 一 嫩 一 过 一 二 -- xX 十 x 十 :十 Xx“ 
这 里 的 最 后 一 个 等 式 我 们 可 以 直接 除 ， 也 可 以 利用 几何 级 数 之 和 
的 公式 得 到 。 这 个 简单 的 代数 处 理 , 力 是 向 极限 过 渡 的 关键 ;现在 
因为 等 式 右 端 最 后 一 个 表达 式 是 x 的 连续 水 数 , 特别 是 当 x 二 x 
时 是 连续 的 ,所 以 在 这 个 表达 式 中 ,我 们 直接 将 其 中 的 x 都 换 为 x， 
便 可 实现 极限 x 一 x 的 过 程 。 这 时 ， 每 一 硕 孝 取 什 xc， 而 项 数 
正好 是 c, 所 以 我 们 得 到 


y= 了 (x) 一 0 * 


如 末 0 是 负 整 数 -6， 友 们 世 沁 和 到 同 榴 结果 ,但 是 ,我们 必 
须 假设 * 不 为 零 。 这 时 ,我 们 得 到 


1 1 : 
f(x1) — f(x) A XX .1_ 
Xi 一世 和 一 站 XX xexh 
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Xp 十 YYpb-2xl 十 si 
Xi xe 


再 次 直接 用 * 来 代替 x, 我 们 又 可 实现 此 极限 过 程 . 同上 面 一 样 ， 
我 们 得 到 极限 


Xs! 


y 一 bs Br. 


因此 ,对 于 人 负 整 数 & 一 一 8, 导数 仍然 出 公式 
y = or”! 
给 出 ， 


最 后 ,对 于 x ee % 为 有 理 数 的 情况 ,我 们 也 可 导出 同样 
的 公 云 。 议 一 pe 其 中 bP 和 9 均 为 整数 ,并 且 是 正 的 . 《如 果 其 


中 之 一 是 负 的 , 证 明 只 要 稍 做 一 些 改动 : 当 & = 0 时 ,结果 已 经 知 
道 ,因为 这 时 x* 是 常数 ,) 现 在 我 们 有 
f(x1) — f(x%) = zi 一 zo 
如 果 设 x? 一 5, xz 二 6,, 便 得 到 
fx)— fx) _ HE? Eitri 
Xi Ef Er Ei Ea Et 
在 进行 最 后 这 个 变换 以 后 ， 我 们 即 可 实现 极限 x, -> x (或 同样 地 
5, > 二) 的 过 程 ,所 得 到 极限 值 的 表达 式 为 


f (x%) = y = ox!, 
这 个 结论 在 形式 上 同 前 面 的 一 样 。 对 于 负 有 理 指数 ， 也 有 同样 的 
微分 公式 ,这 留 给 读者 自己 去 证 明 ， 
以 后 我 们 还 要 来 讨论 医 斋 数 的 微分 法 (第 197 页 ), 并 且 证 明 上 
述 公 式 对 于 任意 指数 @ 普遍 成 立 ， 
地 角 辕 数 
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作为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 来 讨论 三 角 函 数 sin x 和 cosx 的 微 
分 法 ， 首 先 利用 初等 的 三 角 加 法 公式 来 变换 差 商 


sin(x 十 让) 一 sinx __ SinXcosh+t cosxsinp— sinx 
A 6 
一 sinx cos2 一 上 十 cosx Sm 
. A 
应 用 1.8 厅 ( 第 88 一 89 页 ) 的 那些 公式 
fm Sin 一 1] 1in cos2 一 [一 0 
aia~>0 pp > hk->0 p 
我 们 立即 得 到 
| al sin x) 
?7 一 一 一 一 一 一 cosyY。 
UX 
对 函数 y 一 cosx 也 可 用 完全 同样 的 方法 来 微分 ， 我 们 从 
cos(x 十 及)— cosx cosj—1 sinh 
-一 一 一 一 一 一 cosy 一 一 一 一 一 Siny 一 一 一 
A 及 
出 发 ,再 取 4 一 0 时 的 极限 , 便 可 得 到 导数 ? 
少 一 A e029 sinx . 
x 


d. 一 些 基本 的 微分 法 则 . 


同 积 分 的 情况 一 样 ,微分 存在 着 一 些 基本 的 法 则 ,这 些 法 则 是 
由 定义 直接 推出 的 ,并 且 可 以 用 来 导出 许多 函数 的 导数 
1. 如果 p(z) = f(x) 十 g(x), 则 g(x) = 了 (x) 十 (x)， 
2. 如 果 $(x) = cf(x) (其 中 < 为 常数 ), 则 Cx) = cf (x). 
文 里 只 需 首 先 把 差 商 写成 
px+h)— gp) ft fr) gr + Ah)— gx) 
h h A 


和 
Prt A) Pr) -大 十 有 一 大) 
太 h ” 
1) 如 果 把 x 解释 为 角度 ,那么 在 这 些 sinx 和 cosx 的 导数 的 公式 中 ,自然 要 预先 假 
定 角 x 是 按 弧 度 来 度量 的 ， 
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再 由 此 取 极 限 , 即 可 推 得 上 面 两 个 法 则 . 
因此 ， 例 如 函数 p(x) = f(x) 十 ax 十 5 (其 中 4 和 5 均 为 第 
数 ) 的 导数 由 下 式 给 出 : 
Pp (x) 一 三 (x) 十 4， 
应 用 这 些 法 则 以 及 过 函数 本 身 的 导数 公式 ， 我 们 也 融 可 以 微 
分 任何 多 项 式 一 aox” 十 ax 十 … 十 4s， 并且 得 a 到 
y 一 00X2 十 (9 一 Tax2 2 十 …， 十 24o2X 十 01 


e. 函数 的 可 微 性 和 连续 性 


可 微 性 是 比 连续 性 更 强 的 条 件 , 知 道 这 一 点 是 有 益 的 。 
如 果 一 个 函数 是 可 微 的 , 则 它 必 定 是 连续 的 . 


因为 ,如 果 当 上 趋向 于 零 时 , 差 商 人 趋向 于 确 


定 的 极限 , 则 这 个 分 数 的 分 于 ,由 人 x 十 和) 一 *) ,必定 同一 起 
趋向 于 零 ?; 这 正 表 明 函 数 1(x) 在 点 上 是 连续 的 。 因 此 , 对 于 能 够 
证 明 是 可 微 的 那些 函数 (也 是 我 们 将 遇 到 的 大 多 数 函 数 ) 来 说 ， 通 
过 烦琐 的 运算 分 别 证 明 其 连续 性 是 没有 必要 的 ， 

导数 的 间 煌 性 一 一 隅 和 角 

然而 , 逆 合 题 则 不 成 立 , 也 惑 是 说 ,并 不 是 每 一 个 连续 细 数 在 
每 一 点 上 都 有 导数 ， 冰 数 jx) 一 jx , 即 当 zx 委 0 时 jx) = 一 x， 
当 x 之 0 时 f(x) 一 *， 束 是 一 个 最 简单 的 反例 ， 其 曲线 如 图 2.24 
所 示 。 在 点 xx 一 0, 这 个 国 数 是 连续 的 ,但 是 没有 导数 。 因 为 差 商 


Ket fe , 当 通过 正 值 趋向 于 零 时 ,其 极限 等 于 1, 当 4 


活 过 负 值 交 向 于 要 时 ,其 极限 等 于 一 1; 所 以 如 果 我 们 对 的 符号 
不 加 限制 , 则 极限 不 存在 。 我 们 说 , 这 个 函数 在 点 * = 0, 有 导数 
和 左 导数 是 不 同 的 ， 这 里 右 导数 和 左 导数 分 别 指 的 是 当 4 只 是 通 


1) 因为 这 时 
limnffrxz + 2) 2 fe)] 一 in tA) dim 二 Cx) .0 一 0. 
+0 LA 大 -] kh=0 
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< 


图 2.24 f(x) = Ix| 


过 正信 趋向 于 零 和 只 是 通过 负 值 趋向 于 零 时 st 的 


极限 值 ， 因此 ,定义 在 一 个 区 间 上 的 函数 在 某 个 点 上 的 可 微 尾 ,不 
仅 要 求 右 导数 和 左 导 数 都 存在 ,还 要 求 二 者 必须 相等 。 在 几何 上 ， 
这 两 个 导数 不 相等 意味 着 曲线 具有 阳 角 . 

和 无穷 大 间断 外 


作为 连续 洛 数 在 一 点 上 和 是 不 可 人 租 的 进一步 的 例子 ， 我 们 考虑 
导数 在 该 点 上 变 为 无 穷 大 的 情形 , 即 右 导数 和 左 导数 都 不 存在 , 当 


1 一 0 时 差 商 人 二 好 一 人 42 无 限 增 大 的 情形 。 让 我 们 考虑 了 


数 ) 二 f(x) 一 x 一 x 它 在 一 切 x 信 上 有 定义 并 且 是 连续 的 
. 对 于 非 零 的 * 值 ,其 导数 由 公式 y /一 给 出 (第 174 页 ). 在 点 


x 一 0, 可 以 推 得 Pt = 1 ， 我 们 立即 可 以 看 出 ， 


当天 -> 0 时 ,这 个 表达 式 没有 极限 值 , 相反 , 它 趋向 于 无 穷 大 这 
种 情况 常常 简略 地 叙述 为 :在 该 点 ,函数 具有 无 穷 导数 ,或 导数 为 
无 穷 大 ; 然而 ,正如 我 们 会 想到 的 ,这 只 不 过 是 说 ,当下 趋向 于 零 时 
差 商 无 限 增 大 ， 而 在 我 们 所 给 的 导数 定义 的 意义 下 ， 导 数 实际 上 
是 不 存在 的 ， 汛 穷 导 数 的 几何 意义 是 ， 曲线 的 切线 是 垂直 的 ( 见 
图 2.25). 
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图 2.25 

又 如 函数 ， 一 f(x) 一 V7 当 x 之 0 时 有 定义 并 且 是 连续 的 ， 

但 在 点 x = 0 也 是 不 可 微 的 。 因为 对 于 负 的 * 值 没有 定义 , 所 

以 在 这 里 我 们 只 考虑 右 导数 。 等 式 人 - 订阅 明 有 
导数 是 无 穷 大 ;函数 的 曲线 在 原点 处 与 7 轴 相 贴 (图 2.26)。， 


了 


到 2.26 


最 后 , 在 函数 y 一 Vx? 一 +4 一例 中 ,出 现 这 样 的 情况 : 在 点 


= 一 0, 右 导数 是 正 的 无 穷 大 , 而 左 导数 是 负 的 无 穷 大 ， 这 由 下 列 


关系 式 便 可 推 知 : 
1(2)—f0) .1 


物 线 ， 在原 点 处 是 一 个 类 太 ， 其 切线 垂直 于 x* pC 2 2 
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图 2.27 


f. 高 阶 导数 及 其 意义 


导 函 数 了 (x) 的 图 形 , 称 为 (x) 的 图 形 的 导 曲线 ， 例 如 ,抛物 
线 y 一 x? 的 导 曲 线 是 一 条 直线 ， 由 函数 y = 2+ 来 表示 。 正弦 曲 
线 y= sin* 的 导 曲 线 是 余弦 曲线 y= cosx; 类 似 地 ， 生生 人 


的 姓 曲 线 则 是 曲线 y = 一 sin x+，( 这 些 三 角 函 数 曲 线 ， 通过 沿 x* 
铀 方向 的 平移 可 由 这 一 条 得 到 另 一 条 ,如 图 2.28 所 示 .) 
只 
二 、 f(r) = sin x 六 oj=cosx 


| f(x}= cosx fF {x)= -snr 
pr 


图 2.28 sinx 和 cosx 的 学 出 曲线 
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我 们 很 目 然 地 会 想到 ,还 可 作出 导 曲 线 的 导 曲 线 ， 也 就 是 说 ， 

求 出 函数 六 (x) 二 p(x) 的 导数 。 这 个 导数 即 
op (%) = lim f(x +h)— (x) 9 一 二 ex) : 

如 果 它 存在 , 则 称 为 函数 f(x) 的 二 阶 导数 ,我 们 记 作 扩 (4). 

类 似 地 , 我们 可 以 试图 求 出 fr*(x) 的 导数 , 即 所 谓 三 阶 导数 ， 
并 记 作 (x). 对 于 我 们 所 券 处 的 大 量 函 数 来 说 ， 可 将 微分 过 程 
重复 任意 多 次 而 不 会 遇 到 任何 障碍 ,这 样 便 定义 了 * 阶 导数 
fx)*"， 有 时 将 函数 f(x) 本 身 称 为 0 阶 导数 ,也 是 很 方便 的 . 

如 前 所 述 , 如 果 把 日 变量 解释 为 时 间 zt, 点 的 运动 由 函数 f(z) 
来 表示 , 则 二 阶 导数 的 物理 意义 是 速度 了 (六 对 于 时 间 的 变化 率 ,或 
通常 所 说 的 加 速度 ， 例 如 ,在 自由 落体 的 运动 中 ,在 时 间 * 内 经 过 
的 距离 由 基数 7》 一 f(z) 给 出 ， 我 们 求 出 在 时 启 : 的 速度 了 (2) 一 
24t。 这 时 ,加 速度 共有 种 值 六 (2 一 24(〈 这 个 值 通 常 和 重力 加 速度 
8 年 一 样 的 ) .以 后 (第 251 页); 我 们 将 要 详细 地 讨论 二 阶 导数 的 几 
何 意 义 .我 们 在 这 里 只 指出 下 述 事实 :在 六 (x) 为 正 的 点 上 , f(x) 
随 * 增加 而 增加 ;如 果 关 (x) 为 正 , 则 当 zx 增加 时 曲线 (x) 陡 度 增 
加 .反之 ,在 f(x%) 为 负 的 点 上 ，f (x) 随 * 增加 而 碱 小 ， 如 果 
站 (x) 为 正 , 则 当 * 增加 时 曲线 陡 度 减 小 ， 

最 后 , 我 们 注意 到 , 高 阶 导数 也 可 以 用 来 定义 函数 .例如 ,我 
们 能 够 通过 含有 函数 及 其 二 阶 导数 的 所 谓 微 分 方程 来 表征 三 角 函 


数 ， 由 公式 “于 一 一 sin x， “S22 一 cosx， 再 次 微分 ， 我 们 立 
即 得 到 


2 a2. . 
3 COSX = — cosX, 1 siNn x 一 -一 StnX， 
x x 


因此 ,如 果 用 符号 * 代替 函数 sinx 和 cosx 中 的 任何 一 个 ,我 们 出 
有 关系 式 (微分 方程 ) 


1) 也 使 用 二 阶 \ 三 阶 、，**、n 阶 微 分 系数 这 些 术 语 ， 或 使 用 Df,.…,D"f 这 种 表 
示 法 ( 见 第 168 页 脚注 )， 
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任何 线性 组 合 x 一 acosx 十 bsinx， 其 中 系数 e, 2 为 角 数 ， 显 然 
也 满足 这 个 方程 。 在 第 334 页 上 我 们 将 会 看 到 , 这 种 具有 任意 常 
数 a 和 &。 的 线性 组 合 , 是 满足 wu 一 一 x 的 唯一 的 羡 数 u. 

在 涉及 到 振动 和 波动 现象 (例如 弹 先 运动 和 水 平 疲 的 运动 ) 的 
各 种 应 用 之 中 ,对 于 具有 物理 意义 的 变量 *《 目 变量 通 前 是 时 间 )， 
我 们 由 物理 规律 遂 第 直接 得 到 ”* = 一 u 这 种 类 型 的 艇 分 方程 . 
因此 ,认识 到 # 能 够 通过 三 角 逊 数 简 单 地 来 表示 ,这 一 点 是 很 重要 

的 ( 见 第 九 章 ). 


gg， 导 数 和 将 商 ， 莱 布 尼 兹 表示 法 


在 瑟 布 尼 兹 的 表示 法 中 ， 微 分 法 的 求 极限 过 程 在 从 号 上 是 这 
样 来 表示 的 : 即 用 符号 了 代替 符号 A, 而 在 导数 的 定义 中 引入 下 
列 菜 布 尼 效 从 号 

i 
dzx Ax>0 Ax 
如 果 我 们 希望 对 于 微分 的 意义 得 到 清楚 的 理解 ， 则 必须 注意 原来 
曾 把 导数 想象 为 实际 上 是 两 个 “无 穷 地 小 ”的 “ 量 ”dy 和 dx 之 商 的 


这 种 廖 见 . 差 商 人 只 是 对 于 不 等 于 零 的 差 Ax 才 有 意义 ， 当 建 


Y 了 这 个 真正 的 差 商 以 后 ， 我 们 必须 通过 变换 或 其 他 在 求 极限 时 
也 能 避免 用 零 除 的 方法 来 实现 这 一 极限 过 程 。 下 面 这 样 的 设想 是 
讲 不 通 的 : 首先 Ax 和 Ay 经历 了 有 点 象 求 极限 的 过 程 而 达 到 一 
个 无 穷 地 小 但 还 不 等 于 零 的 值 ， 于 是 Ax 和 Ay 便 可 用 “无 穷 地 小 
的 量 " 或 “无 穷 小 ”dx 和 dy 来 代替 ， 然 后 构成 这 些 量 的 商 。 这 种 


”导数 概念 同 数 学 的 明确 性 是 不 相 容 的 ;事实 上 ,这 种 概念 是 完全 没 


有 意义 的 。 对 于 许多 人 来 说 , 由 于 这 种 概念 总 是 同 “无 穷 * 这 个 词 

相 联 系 而 无 疑 是 具有 某 种 神秘 感觉 的 ;在 微分 学 的 早期 ,甚至 莱 布 

尼 兹 本 人 也 会 把 这 种 含糊 神秘 的 概念 同 极限 过 程 的 明确 透彻 的 处 

理 混合 在 一 起 ， 但 是 现在 , 无 穷 地 小 的 量 的 神秘 主义 在 微 积 分 中 
。 182 ， 


已 没有 地 位 了 . 

然而 莱 布 尼 兹 的 表示 法 本 身 不 仅 具 有 局 发 性 ， 而 且 实 际 上 也 
是 极其 灵活 和 有 用 的 。 其 原因 是 ,在 许多 计算 和 形式 的 变换 中 ,我 
们 可 以 把 符号 dy 和 dx 完全 当 作 普通 的 数 来 处 理 . 在 把 zz 和 dy 
当 作 数 来 处 理 时 ， 我 们 就 能 更 简洁 地 表示 许多 运算 (不 这 样 做 ,这 
些 运 算 也 是 朋 显 地 可 以 实现 的 )， 在 以 后 几 章 中 ,我 们 将 会 看 到 这 
个 事实 一 再 被 证 实 ， 并 且 将 发 现 自 由 地 反复 应 用 这 个 事实 是 完全 
有 效 的 ,只 要 我 们 不 忽略 记号 dy 和 dx 的 符号 性 ， 

“对 于 二 阶 导 数 和 高 阶 导 数 , 汪 布 尼 兹 也 发 明了 上 共有 司 和 发 性 的 
表示 法 。 他 把 二 阶 导 数 看 作为 下 述 “ 二 阶 差 商 ”的 极限 除了 变量 
x 以 外 ,我 们 考虑 x 二 x 十 4h 和 zx 二 x 十 27 这 时 ,我 们 取 二 阶 


老 商 一 一 一 阶 差 商 的 一 阶 差 商 (人 二 为 一 阶 差 商 )， 即 表达 式 


工 1 32 的 Yi __ 
二 (各 一 =) 一 0 2y1 + »), 
其 中 yy 二 fx), y=fn) 和 力 一 大 za)， 记 天 一 Ar, 一 让 一 
Ayi,y 一 y 二 Ay, 我 们 便 可 适当 地 将 后 面 一 个 括号 中 的 表达 式 称 
为 ?的 兰 分 之 产 分 ,或 ? 的 二 阶 老 分 ,并 用 符号 记 为 ” 

和 — 2p + y= Ay— Ay = ACAY) = A2y, 
因此 , 在 这 种 符号 表示 法 中 , 二 阶 差 商 写成 A 2 其 中 分 母 真正 
是 Ax 的 平方 ， 而 分 子 中 的 上 标 2 表示 把 该 取 开 的 过 程 青 重复 
一 次 。 于 是 二 阶 导数 表示 为 


_AT_ 
x%) = lim 
f(x) lm TA 


这 种 奸商 * 的 从 号 体系 ,使 得 羔 布 尼 兹 对 于 二 阶 导数 以 及 高 阶 导数 


1) 这 里 入 A = 入 * 只 不 过 是 对 于 “差分 之 差分 ”或 “二 阶 差分 ”采用 的 一 个 符号 ， 
2) 我 们 必须 强调 指出 , 二 阶 导 数 可 以 表示 为 二 阶 差 商 的 极限 这 个 命题 是 需要 证 明 
的 ， 我 们 在 前 面 定义 二 阶 导数 时 用 的 不 是 这 种 方法 , 而 是 把 它 作为 一 阶 导数 的 
一 阶 差 商 的 极限 来 定义 的 。 如 果 二 阶 导数 是 连续 的 ， 则 这 两 个 定义 是 等 价 的 ; 
但 是 ,其 证 明 将 在 后 面 给 出 ( 见 第 五 章 附录 ID。 因 为 我 们 并 不 特别 需要 这 个 结 
论 ， 
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采用 下 列表 示 法 : 
六 一 了 9) = 开 ，y 一 六 (w) 一 全， 等 等 


我 们 将 会 发 现 这 种 表示 法 也 经 受 住 了 实用 的 检验 


h. 微分 学 中 值 定理 


差 商 要 涉及 到 不 同 的 * 值 上 的 函数 值 ， 而 在 某 一 点 的 导数 并 
不 反映 其 他 任 一 点 上 的 函数 的 性 态 ， 差 商 反 映 沙 数 在 "大 范围 的 
性 质 , 而 导数 反映 局 部 的 性 质 或 小 范围 ”的 性 质 ， 我们 常 肖 需 要 
从 函数 的 导数 所 给 出 的 局 部 性 质 ， 推 出 其 整体 的 或 大 范围 的 性 
质 . 为 此 ,我 们 利用 差 商 和 导数 之 间 的 基本 关系 式 , 即 通常 所 说 的 
“微分 学 中 值 定理 

这 个 中 值 定 理 在 直观 上 是 不 难 理解 的 。 我 们 作 范 数 f(x) 的 
差 商 : 
: fx1) 一 fx) A 

Xi 一 YX Ax 
并 且 假 设 此 函数 的 导数 在 闭 区 间 六 委 * 委 和 上 处 处 存在 ,而 使 得 
其 曲线 图 形 处 处 具有 切线 .这 个 兰 商 是 割 线 PP; 的 倾斜 角 “ 的 正 
” 切 ， 如 图 2.29 所 示 。 我 们 想象 把 这 一 条 割 线 作 与 其 本 身 平 行 的 移 
动 , 那 么 它 至 少 有 一 次 会 达到 这 样 的 位 置 , 即 在 曲线 与 割 线 PP: 的 
距离 最 远 的 那 一 点 P4x 一 5) 上 , 成 为 曲线 的 切线 ， 也 束 是 说 , 在 
这 个 区 闻 上 存在 中 间 值 5， 使 得 
f(x1) 一 f(r) 一 fC(E), 

这 个 命题 称 为 微分 学 中 值 定理 ?。 如 果 我 们 注意 到 数 & 可 以 写成 
下 列 形式 : 


1) 这 是 一 种 习惯 的 表示 法 ， 如 果 加 上 括号 写成 y= 57， ”一 交会 


= 0 
更 清楚 一 些 ,但 是 通常 并 不 这 样 做 ， 
2) 原 书 称 为 平均 值 (Mean Value) 定理 ,并 加 注 指 出 更 合适 的 名 称 是 中 间 值 定 
理 ， 为 与 习惯 一 致 ,译本 一 律 末 用 中 值 定 理 这 一 和 名称， 一- 译 者 注 
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图 2.29 


— x 十 0(X, — Xi), 

其 中 9 是 处 于 0 与 1 之 间 的 某 个 值 ， 则 上 述 定 理 的 表达 形式 可 以 
略 有 改变 。 虽然 一 般 说 来 6 (或 5) 不 能 更 精确 地 确定 ， 但 是 这 个 
定理 在 应 用 中 是 极为 有 效 的 ， 
z 例如 ,我 们 来 考虑 这 种 情况 ，* 代表 时 间 , y= 二 f(x) 是 汽车 从 
起 点 褒 某 一 条 公路 经 过 的 距离 。 这 时 , f(x) 是 汽车 在 时 刻 * 的 速 
度 。 警 如 说 , 如 果 在 前 两 小 时 (人 Ax 一 2) 司机 行驶 了 距离 Aj 一 120 
类 里 ,那么 由 中 值 定理 我 们 便 可 断定 ,在 这 两 小 时 中 至 少 有 一 脆 间 
司机 驾驶 的 速度 正好 是 每 小 时 60 英里 ， 例 如 ,不 能 要 求 司机 在 这 
两 小 时 中 驾驶 速度 总 是 小 于 每 小 时 50 英里 。 男 一 方面 ,我 们 并 不 
能 明确 指出 速度 正好 达到 每 小 时 60 英里 的 那个 时 刻 二 它 可 能 是 
第 一 个 小 时 中 的 某 一 时 刻 , 也 可 能 是 第 二 个 小 时 中 的 某 一 时 刻 ,也 
可 能 存在 好 几 个 这 样 的 时 刻 ， 

中 值 定理 的 精确 叙述 如 下 : 

如 果 f(x) 在 闭 区 间 x 么 * 二 x 上 是 连续 的 ， 而 在 开 区 间 
= < 二 吉 的 名 点 上 是 可 向 的 , 则 至少 存在 一 个 什 0,0<91， 
使 得 


(x2) — fx) = f [x 十 0OGx — x1)], 


光 2 Xl 
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如 果 用 x 代替 Xi， 用 x 十 代替 x,， 我 们 还 可 将 中 值 定理 用 
下 列 公式 来 表示 
帮 * 十 h)— 和 Hx) 一 广 (人 ) 一 让 rr 十 07) 7 一 二 一 2 十 记 
虽然 f(x) 在 区 间 的 所 有 点 上 , 包括 在 端点 上 , 都 必须 是 连续 
的 ,但 是 我 们 并 不 需要 假设 在 区 间 的 端点 导数 存在 
如 果 在 区 间 内 部 的 一 个 点 上 导数 不 存在 ， 则 中 值 定理 不 一 定 
成 立 。 这 从 f(x) 一 |x| 一 例 中 便 不 难看 出 ， 


1。 定理 的 证 明 


为 了 证 明 中 值 定理 ,通常 是 把 它 简 化 为 一 种 特殊 的 情况 ,我 们 
首先 来 讨论 这 种 特殊 的 情况 : 

罗 尔 (Rolle) 定理 . 如 果 函 数 p(x) 在 闭 区 间 x 之 * 过 过 上 是 
汗 继 的 ， 而 在 地区 间 Xl x 的 并 且 p(z) 一 0 和 
二 CE 

几何 解释 ， 这 个 定理 意味 着 ;如果 在 区 间 的 两 个 端点 上 曲线 
交 于 * 轴 , 则 它 必 定 在 某 个 中 间 点 上 具有 水 平 的 切线 (图 2.30). 


ptx) 


2.30 
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实际 上 ,因为 p(x) 在 闭 区 加 [x x;] 上 是 连续 的 , 所 以 在 这 
个 区 间 上 存在 g(x) 的 最 大 值 M 和 最 小 值 mw( 见 第 107 页 ). 又 因为 ~ 
在 区 间 的 两 个 端点 等于零 ,所 风 我 们 必定 有 和 和 0 委 M。 如果 
最 大 值 和 最 小 值 相 等 , 则 必定 有 m 二 M = 0, 而 在 区 间 的 所 有 点 
上 (xz) = 0; 这 时 ,在 区 间 内 有 w(x) = 0, 即 对 于 区 间 内 的 每 一 
个 点 5， 2 (#8) 二 0, 因 此 ,我 们 只 须 考 虚 澡 和 MM 不 全 等 于 零 的 情况 。 
特别 是 , 如 果 计 不 等 于 零 , 则 必定 大 于 零 、 由 连续 性 我 们 知道 、 
在 区 闻 [x, x;] 上 存在 点 5, 使 得 p(#) 一 M。 但 因为 p(x) 在 区 
则 的 闹 所 等于零, 所 以 必须 是 一 个 内 点 。 而 且 , 对 于 [xz xz] 上 
的 一 切 x, 有 p(x) 三 gg(#) = 二 M。， 因 此 , 对 于 其 绝对 值 充分 小 的 
h, 不 等 式 p(s$ 十 8) 一 pg(#) 二 0 成 立 ， 这 意味 着 差 商 

: p(s + DD— gq(E) 
h 


当下 二 0 时 为 负 或 为 零 , 而 当头 < 0 时 为 正 或 为 零 。 如 果 令 4 通 
过 正 值 趋同 于 委 , 我 们 则 得 到 p (5 委 0, 如 果 令 通过 人 负 值 趋向 
于 零 , 则 得 到 9 (5 之 0. 因此, 9 (0) 一 0, 这 样 ,在 M 关 0 的 情 
况 下 我 们 证 明了 罗 尔 定理 ， 当 m 关 0 时 , 也 可 同样 地 进行 论证 . 
现在 来 证 明 中 值 定理 ,我 们 将 罗 尔 定理 应 用 于 函数 


p(x) = f(x) — f(x) 一 Ke — fs) (x — +1), 


这 个 函数 " 表示 曲线 上 的 点 (a， je)) 同 贞 线 的 所 线 之 间 在 竖 直 广 
同 的 距离 ， 它 显然 满足 条 件 p(x1) 二 p(x2) = 二 0， 并且 是 形式 为 


p(x) 二 f(x) 十 ax 十 5 的 水 数 ， 其 中 系数 4 二 一 f(x2) 一 大 zi) 


X23 -一 XI 
和 5 都 是 兽 数 、 由 第 177 页 我 们 知道 
px) = f(x) 十 ai 


1) 这 个 函数 的 值 问 曲线 上 的 点 C*, fx)) 到 曲线 的 割 线 之 间 的 距离 成 正比 ; 这 个 结 
论 读者 自己 不 难 证 明 , 例 如 利用 初等 解析 几何 中 的 一 个 事实 表达 式 7 


(y 一 mx 一 如) 表示 点 《x,y) 与 方程 为 y 一 mx 一 6 二 0 的 直线 之 间 的 《 带 有 
正 负 号 的 ) 距 离 ， 因 此 我 们 发 现 , 在 与 割 线 距离 最 远 的 曲线 的 点 上 ， 其 切线 的 确 
平行 于 割 线 ， 
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于 征 根 据 罗 和 尔 定理 ,必定 存在 中 间 值 上 上， 使 得 
| 0 = wp(E) = 了) 十 ai 


因此 ， 
f(G) 一 一 4 一 Ks fm 一 fs) ; 
于 是 中 值 定理 得 证 . 
中 值 定理 的 意义 


我 们 曾经 把 函数 的 导数 定义 为 某 个 区 间 上 的 差 商 当 区 间 的 端 
点 相互 趋 近 时 的 极限 .中 值 定理 建立 了 可 微 函 数 的 差 商 同 导数 之 
间 的 联系 , 这 里 并 不 要 求 收 缩 为 一 点 ， 每 一 个 差 商 都 等 于 一 个 适 
当 的 中 国 点 二 处 的 导数 ， 

例 “ 同 在 积分 学 中 值 定理 中 完全 一 样 ， 这 里 除了 在 位 于 区 间 
内 部 这 个 事实 以 外 ,对 于 5 的 位 置 也 并 未 作出 任何 明确 的 断言 .全 
如 ， 对 于 二 次 水 数 y 一 f(x) 二 x， 其 导数 为 (x) 一 2x, 我 们 得 
到 | / 

f(x2) 一 J(x1) = x + x = f(E), 

其 中 一 士 (x, 十 加) 是 区 间 [xz] 的 中 点 。 然而 ,一 般 说 来 ， 
捐 据 不 同 的 情况 ， 5 可 以 取 为 x 和 x*, 之 间 的 任何 其 他 值 ， 例如 ， 


如果 f(x) 一 z 我 们 则 有 全 下 一 全 呈 一 工 一 成 = 3 中 ， 其 中 


一 -上 
V3 


单调 函数 ， 作 为 微分 学 中 值 定理 的 许多 应 用 之 一 ， 我 们 来 证 
明 如 果 f(x) 的 导数 不 变 号 , 则 是 单调 函数 ,具体 地 说 , 假设 f(x) 
在 闭 区 间 [a, 5] 上 是 连续 的 ,而 在 开 区 间 (a, 5) 中 的 每 一 点 上 是 可 
微 的 ， 这 时 ,如 果 对 于 (4a, 5) 内 的 x, 有 了 (x) > 0， 则 函数 1(x) 
是 单调 增加 的 ;类 似 地 ,如 果 f(x) < 0, 则 各 数 是 单调 减少 的 ， 其 
证 明 是 很 明显 的 ， 设 4 和 ,是 闭 区 间 [4, 5] 上 的 任何 两 个 值 
于 是 在 “和 名 之 间 , 当 然 也 是 在 a。 和 4。 之 间 , 存 在 5, 使 得 
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or 


4 rh nr he TH re Li Eh a oo 


fx2) 一 fr) = f(E) x, ~— x). . 
如 果 在 《a， 8) 内 处 处 有 了 (x) > 0， 则 特别 有 了 (8) > 0， 因此， 
当 X2 > XI 时 fCx;) 一 f(x) ps 也 就 是 说 ， f(x) 是 早 调 增 加 的 . 
类 似 地 ,如 果 在 (a，5) 内 f(x) 二 0, 则 于 是 单调 减少 的 
”我 们 本 用 人 人 [a, 2] 上 连续 而 在 开 


0， 1 守 果 区 因为 ,这 时 

fx) 一 了 xD 一 太 E)Cxz 一 2 一 0， 
这 个 重要 的 命题 对 应 着 直观 上 十 分 明显 的 事实 ， 即 如 果 曲 线 每 一 
A 铀 , 则 次 曲线 必定 狠 闻 行 于 * * 物 的 且 线 . 
数 的 函数 f(x) 必定 是 连续 的 ， 在 微分 学 中 值 定 再 则 提供 了 一 
个 更 为 精确 的 定量 描述 , 即 连续 模 。 我 们 考虑 函数 f(x)， 它 定义 
在 闭 区 间 1a, 5 上 ,并 且 在 这 个 区 间 的 每 一 个 点 上 都 具有 导数 
f(x)。， 假设 f(x) 在 这 个 区 间 上 是 有 界 的 (如果 f(x) 在 闭 区 间 
[a, 6] 上 有 定义 并 且 是 连续 的 , 则 必然 如 此 ); 于 是 存在 数 M ,使 得 
f(x)] < M。， 对 于 《a,5) 内 的 任何 两 个 值 x, x, 我们 由 中 值 定 
理 推 知 

[zx — fx1)| = If CE) x2 一 x1) | <M | x, x1|, 


于 是 ,对 于 给 定 的 s > 0, 我 们 有 一 个 简单 的 连续 模 5 一 7 使 得 
z [fCx) — fx1)! 委 8， 当 |x2 — 和 | < 5 时 . 
例如 ,在 区 间 一 a 过 x 和 十 aa 上 入 虑 国 数 Ho == x?， 因 为 
If (x)| = I2x| < 24, 
我 们 看 出 ,这 里 


[fx 一 js) Se, {rl < 
a 


我 们 已 经 说 过 ,如 末 存 在 弟 数 M , 对 于 所 讨论 的 区 | 同上 的 一 切 x， 
X23 使 得 
|f Cx2) 一 (x) <M | x, 一 xfr| ， 
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我 们 吏 说 函数 Kx) “满足 李 普 希 兹 条 件 ”, 或 者 说 是 “ 李 普 希 兹 连 
续 的 "， 这 意味 着 一 切 差 商 
fxs) 一 f(x) 
的 绝对 便 ， 具 有 同样 的 上 界 M。 我 们 看 出 , 任 一 个 函数 f(x), 如 
人 染 在 闭 区 间 上 具有 连续 的 导数 请, 则 是 李 普 希 兹 连续 的 。 但 是 , 旭 
使 并 不 是 在 每 一 点 上 都 具有 导数 的 漳 数 ， 也 可 能 是 李 普 希 北 连 续 
的 ,例如 fx) 一 |xj， 读者 可 以 自己 证 明 , 对 于 这 个 函数 ， 总 有 
|fCx,) — fCx,)| < [x — ri | : 
及 一 方面 , 并 不 是 每 一 个 连续 函数 都 是 李 普 着 兹 连续 的 ， 这 
一 点 由 f(x) = x3 一 例 便 可 证 明 ; 这 时 
fax) — 1(0) 一 ,和 
Y 一 0 
当 * 很 小 时 是 无 界 的 ; 因此 , f(x) 在 x = 0 处 不 是 李 普 希 兹 连续 
的 。 这 同 下 述 事 实 是 一 致 的 ， 导 数 了 (x) = = x 当 x 趋向 于 零 


时 是 无 界 的 。 李 普 希 兹 连续 的 函数 , 构成 了 界 于 只 是 连续 的 函数 
与 具有 连续 导数 的 函数 之 间 的 重要 的 一 类 函数 


j. 函数 的 线性 近似 ， 微 分 的 定义 
定义 ,我 们 曾 将 y = f(x) 的 导数 定义 为 


f (x) = ms 二 和 一人 一 十 hh) 一 fl) im im 
其 中 Ax 一 1， 如 果 对 于 国定 的 * 和 变量 h， 我 们 定义 6 
e(h) 一 人 一 (GD = A — fx), 


则 了 (x) 是 ff 在 点 * 处 的 导数 这 一 事实 相 于 
lim e(h) = 0. | z 
量 Ay 二 f(x 十 hb) 一 f(x) 表示 当 自 变量 x* 之 值 改变 Ar 一 六 时 
所 引起 的 因 变 量 y 之 值 的 改变 量 或 增 景 ， 因 为 
Ay = f(x)Ax 十 sAx， 
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所 以 量 Ay 是 作为 两 部 分 之 和 出 现 的 ， 即 与 Ax 成 正比 的 一 部 分 
f(x) Ax 以 及 另 一 部 分 eAx， 且 只 要 让 Ax 本 身 充 分 小 便 可 使 得 
后 一 部 分 与 Ax 相 比 为 任意 小 .我 们 将 Ay 的 表达 式 中 起 主要 作用 
的 线性 部 分 称 为 了 的 微分 ,并 记 作 
dy = df(x) = f (x)Ax. 

对 于 任何 可 微 水 数 了 和 固定 的 *， 这 个 微分 古 4 一 Ax 的 一 
个 完全 确定 的 线性 函数 。 例如 ， 对 于 函数 7 一 交 ， 我 们 有 dy 一 
A(x?) 一 2xAr 一 2xp。 对 于 特殊 的 函数 y 一 *， 其 导数 为 常数 值 
1, 这 时 我 们 有 dx 一 Ax。 因 此 , 当 ?为 目 变 量 时 , 将 Ax 号 成 dx， 
这 同 我 们 的 定义 是 一 致 的 ; 所 以 , 任何 国 数 y == f(x) 的 微分 也 可 
与 成 
: dy = df(\x) = f (x) dx. 
办 变量 的 增 量 / : 

Ay = f(x)dx dx 一 dy' 十 sdx 

与 微分 dy 相差 量 edx, 一 般 说 来 ,这 个 量 不 为 零 ， 例 如 ,对 于 消 数 
y 二 2, 我 们 有 dy 一 2xdx, 而 / | 

Ay = (+ 二 + dr) — r= 2xdr (dr) = 2xdr + edx, 
其 中 8 = ax. 


从 前 我 们 使 用 符号 Y 来 表示 商 人 当 Ax 趋向 于 零 时 的 极 
限 , 这 纯粹 是 在 符号 上 的 一 种 规定 。 按照 现在 我 们 对 4y 和 dx 的 
定义 ,导数 人 确实 可 以 看 作为 ay 和 ax 的 普通 的 商 ， 然 而 ,这 


里 dy 和 dx 在 任何 意义 下 都 不 是 “无 穷 地 小 的 量 * 或 “无 穷 小 ”这 
样 来 解释 是 没有 意义 的 。 相反 ,ay 和 dr 是 1 一 Ax 的 完全 确定 
的 线性 函数 ， 对 于 大 的 Ax 值 , 这 些 函 数 可 以 取 大 的 数值 。 dy 和 


ax 的 商 信和 导数 f(x) 具有 相同 的 值 ， 这 并 没有 什么 值得 奇 径 
的 地 方 ;这 不 过 是 反复 说 明 我 们 把 4y 定义 为 (x)ax?. 


1) 类 似 地 ,可 将 高 阶 微 分 定义 为 iey = 了 (Gx) 二 了 (x)(adx), dy 二 1”(x)(dx)，， 
等 等 ,这 同 高 阶 导 数 的 薪 布 尼 兹 表示 法 是 一 致 的 . 


ss | 号 1 。 


将 的 增 量 和 微分 之 间 的 关系 改写 为 下 列 形式 
fCx t+ 8) = f(x) + hf (x) + eh, 
还 可 看 出 ， 当 我 们 把 表达 式 x 十 4) 看 作为 到 的 函数 时 ， 它 可 用 
线性 函数 大 x) 十 好 (x) 来 表示 , 帮 当 % 充分 小 时 , 两 者 的 误差 eh 
同 % 相 比 为 任意 小 。 这 种 用 线性 函数 f(x) 十 好 (se) 来 近似 表示 
f(x 十 及), 在 几何 上 意味 着 ,我 们 是 用 曲线 在 点 * 处 的 切线 来 近似 
代替 曲线 ( 见 图 2.31). 


~ 


y 上 一 一 一 一 一 一 
— 0x=h——. 
0 x x td ” 
图 2.31 增 莉 分 y 和 做 分 dy 
线性 过 人 


由 微分 学 中 值 定理 ,我 们 可 以 得 到 函数 f(x) 同 表示 其 切线 的 
线性 函数 之 间 的 “误差 " 即 偏差 ) 大 小 的 更 精确 的 估计 .对 于 xz 和 
x 十 之 间 的 适当 的 5, 我 们 有 

| f(x 十 h)— f(r) = h(E), 
于 是 
e — PE hh px) = fC) 一 
正 象 通常 在 应 用 中 那样 ,如 果 函 数 六 (x) 本 身 具有 导数 17(*) ,那么 
再 次 应 用 中 值 定理 ,我 们 得 到 
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1 (8) — F(x) = (¢ — rf (7), 
其 中 了 是 在 * 和 吉之 间 ， 因 而 也 是 在 * 和 yx 十 有 之 闻 的 一 个 中 间 
值 ， 由 此 推出 

le] = |] — oF (| = — x) (7)) 委 AM， 

其 中 M 是 于 的 二 阶 导 数 的 绝对 全 在 区 间 [xy x 十 7] 上 的 任 一 上 
界 。 因此 ,度量 f(x 十 有) 和 线性 图 数 f(x) 十 好 (x) 的 偏 寺 的 
| sj, 它 的 最 大 值 为 对 下。 当 % 充分 小 时 , 表达 式 M 及 当然 楼 比 
f(x)h 小 得 多 ,除非 f(x) 之 和 为 零 . 于 是 在 一 个 小 区 间 上 用 线性 函 


都 具有 极其 重大 的 意义 ， 在 后 面 的 几 章 中 , 我 们 还 要 返回 来 讨论 
这 个 论题 ,并 且 同 时 给 出 更 好 的 估 值 |sh| 二 二 Mh : 

插值 法 

* 当 采用 数 表 来 求 函数 f(x) 之 值 时 ， 对 于 处 在 表 中 已 列 出 / 
值 的 那些 自 变数 之 间 的 x, 其 上 之 f 值 通常 是 按 线性 插值 法 来 确定 
的 。 这 种 方法 也 相当 于 在 一 个 区 间 上 用 线性 函数 来 代替 函数 
不 过 ,在 这 种 情况 下 ,线性 函数 的 图 形 不 是 由 曲线 了 的 切线 而 是 由 
曲线 的 割 线 给 出 的 譬如 说 ,在 两 个 点 “和 “上 上 之 信 已 知 , 那 
人 么 对 于 中 间 的 *, 我 们 用 下 列表 达 式 来 代替 fx) : 

p(x) = 0) + Cx 一 人 从 人 一 凡生 


全 


”这 个 表达 式 对 于 * 来 说 是 线性 的 ， 并 且 在 区 间 的 端点 + = “和 
x 一 5 上 给 出 f 的 精确 值 ( 见 图 2.32)。 如 果 再 次 应 用 中 值 定 理 ， 
我 们 可 以 估计 出 这 种 近似 方法 的 误差 . 这 里 ,首先 得 到 
f(r) _ p(x) (x ay fe 一 f(a) 1(2) ?| 
xr—— a p—a 
= (x— OF) — FC)]. 
由 于 名 位 于 4a 和 之 闻 ， 因 而 各 一 样 也 位 于 “和 4 之 间 。 这 
时 ,再 次 应 用 微分 学 中 值 定 理 我 们 得 到 
fx) — ble) = (x 一 oF OE 一 号 )， 
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O 
图 2,32 线性 插值 法 


其 中 7 位 于 & 和 8 之 间 , 因 而 也 位 于 a 和 2 之 间 , 因 此 ,如 果 用 M 
表示 | 了 "| 在 区 间 [a, 8] 上 的 上 界 , 则 我 们 有 
f(z) — pl)| < 1 om alls— 5&1|fF CD < MG — a). 
这 样 ，f 与 其 线性 近似 的 偏差 ， 又 一 次 可 由 区 间 长 度 的 平方 来 全 
计 . 
作为 一 个 数值 例子 ， 我 们 从 用 弧度 表示 的 三 角 函 数 表 查 出 下 


列 数值 : 


sin 0.75 一 0.6816, sin 0.76=0.6889, 
这 里 误差 不 超过 0.00005， 如 果 我 们 想 要 知道 对 于 中 间 的 目 变 量 
值 0.754 的 正弦 函数 之 值 ,那么 按 线性 插值 法 , 便 得 到 


sin 0.754 ~ 0.6816 十 (0.6889 一 0.6816) ~ 0.6845. 


对 于 函数 fx) = sin*, 一 阶 导数 是 (x)= cosx, 二 阶 导数 是 (x) 
二 一 sinx。 显 然 ]f(x)| 委 1, 于 是 作为 线性 插值 法 的 结果 而 得 到 
的 sin 0.754 之 值 ， 其 误差 不 超过 1 X (0.01 站 一 0.0001。 对 于 这 
个 误差 估计 3? 我 们 还 必须 加 上 表 内 所 列 的 数值 和 插值 运算 中 可 能 
会 有 的 舍 入 误 庄 ， 

我 们 可 以 把 由 线性 插值 法 所 得 到 的 这 个 值 ， 同 在 点 x 一 0.75 


ea 1]94. 


nt 


”处 用 切线 来 代 奉 正 芒 曲线 时 所 得 到 的 值 进 行 比较 。 从 表 中 查 出 
六 (0.75 ) 一 cos 0.75 一 0.7317, 我 们 得 到 
sin 0.754 人 f(0.75) + f(0.75)(0.004) 
— sin 0.75 十 0.004cos0.75 A 0.6845 
顺便 指出 , sin 0.754 精确 到 六 位 有 效 数 字 的 值 是 0.6843560， 


k. 关于 在 自然 科学 中 的 应 用 的 一 点 评述 

当 把 数学 应 用 于 自然 现象 时 ， 我 们 所 处 理 的 一 些 数量 决 不 会 
何 实验 来 判断 ,因而 是 没有 物理 意义 的 ， 而 且 , 我 们 说 一 个 杆 件 的 
长 度 是 有 理 数 或 无 理 数 ,这 句 话 也 没有 直接 的 物理 意义 ;我 们 总 是 
能 用 有 理 数 来 度量 其 长 度 而 达到 任何 所 要 求 的 精确 度 ， 而 唯一 有 
意义 的 问题 是 我 们 能 否 用 分 母 比较 小 的 有 理 数 来 设法 完成 这 种 度 
量 ， 正 象 在 “精确 数学 ”的 严格 意义 下 有 理性 或 无 理性 的 问题 没有 
物理 意义 一 样 ， 在 应 用 中 实现 求 极限 的 过 程 通常 只 不 过 是 数学 的 
理想 化 而 已 . 

这 种 数学 理想 化 的 实际 (和 重大 的 ) 意 义 在 于 这 一 事实 : 通过 
理想 化 ,解析 表达 式 实质 上 变 得 非常 简单 而 比较 容易 处 理 ， 例 如 ， 
瞬时 速度 仅仅 是 一 个 确定 的 时 刻 的 函数 ， 这 个 观念 比 两 个 不 同时 
刻 之 间 的 平均 速度 的 观念 简单 得 多 ， 使 用 起 来 也 比较 方便 一 些 ， 
如 果 没 有 这 种 数学 的 理想 化 ， 对 于 自然 现象 的 每 一 项 科学 研究 都 
肯定 会 复杂 得 没 法 处 理 , 并 且 在 一 开始 就 会 陷于 困境 

我 们 不 想 对 数学 与 现实 之 间 的 关系 进行 哲学 上 的 讨论 ， 为 了 
更 好 地 理解 这 一 理论 ， 应 当 着 重 强调 的 是 在 应 用 中 我 们 完全 可 以 
用 差 商 来 代替 导数 ,反之 亦 然 , 只 要 二 者 之 差 小 到 能 够 保证 足够 精 
确 的 近似 ， 因 此 ,物理 学 家 、 生 物 学 家 工程师. 以 及 在 实际 工作 中 
必须 同 这 些 概念 打交道 的 任何 其 他 人 ， 完 全 可 以 在 自己 所 要 求 的 
精确 度 的 范围 内 ,把 差 商 同 导数 等 同 起 来 . 自 变 量 的 增 量 4 一 4x 越 
小 ， 用 微分 dy 二 好 (*) 来 代替 增 量 Ay = f(x 十 门 一 f(x) 便 越 
精确 ， 只 要 着 意 于 保持 在 问题 所 要 求 的 精确 度 范 围 内 , 那么 他 其 
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至 可 以 说 dr 一 4 和 ay = hf (x) 这些] 量 是 - : 穷 小 "<。 这些“ 物理 
上 的 无 穷 小 ”量具 有 极其 明确 的 含义 ,这些 量 是 经 党 变动 的 ,在 所 
进行 的 研究 中 取 有 限 的 但 不 等 二 老 的 . 且 选 得 足 角 小 的 值 ,例如 小 
于 族长 的 硅 干 分 之 一 ,或 小 于 原子 中 两 个 电子 之 则 的 距离 ,一 般 谢 
来 : 比 所 要 求 的 精确 度 还 受 小 ， 

2.9 积分 . 原 函 数 和 微 积 分 基本 定理 
a。 不 定 积分 的 导数 


正如 前 面 已 经 讲 过 的 ， 积 分 和 微分 之 间 的 联系 乃 是 微 积分 学 
的 基础 . 

在 2.4 节 中 , 我 们 曾 将 连续 国 数 f(x) 的 不 定 积分 按 下 列 公 式 
定义 为 上 限 变量 的 函数 p(x): 

p(x) = | {CN au, 

其 中 “是 了 的 定义 域 中 的 任 一 值 。 现 在 我 们 来 证 明 : 

微 积分 基本 定理 (第 一 部 分 )、 连续 函数 f(x) 的 不 定 积分 
P(x)， 总 是 县 有 导数 pCx) ,并且 
/ 9 (*) = f(r), 
也 就 是 说 ， 对 连续 函数 的 不 定 积 分 进行 微分 ， 总 是 还 原 成 被 积 函 
效 ， 姑 


和 fC) qu = f(x), 


| 


质 ， 其 证 上 网 是 名 全 汪 中 值 定理 的 一 个 直接 推论 ， 因为 根据 中 入 
定理 ,对 于 f 的 定义 域 中 的 任何 值 * 和 x 十 h, 我 们 有 

p(x 十 有 ) 一 p(x) = | f(twau = hf(E), 
其 中 5 是 问 点 为 * 和 x 十 4 的 区 间 上 的 其 一 个 值 ， 光 24 起 网 于 夫 


时 ,数值 § 必 定 趋向 于 *, 于 是 有 
DCY 十 / 人 — p(x) 一 limf(&) 一 fxz)， 


lim 
k=>0 
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因为 了 是 连续 的 ， 因 此 ,正如 定理 所 讲 的 ,9'(z) = f(x)， 

应 用 《4) 我 们 可 以 应 用 这 个 基本 定理 求 得 前 面 已 经 介绍 过 
的 那些 函数 的 导数 。 如 自然 对 数 兽 被 定义 为 不 定 积分 ( 当 x* > 0 
时 ) 


由 此 立即 得 到 
dlogx _ 1 
OX X 
(by) 一 般 , 以 任 一 数 a 为 这 民 的 四 数 本 入 天下 为 下 罗 
logax 一 Jog 
log a 


应 用 第 数 与 消 数 之 积 的 导数 法 则 ,我 们 得 到 


log yx 
dx xloga 
(c) 当 指 数 4 为 整数 或 更 一 般 地 为 有 理 数 时 ， 我 们 曾经 得 到 
A 一 ol 一 。 
dx 


现在 我 们 可 将 这 个 公式 推广 到 任意 的 a。 为 此 ， 我 们 想到 积分 公 
式 


| ut du = 1 (pHt! _.. astl) 
Ja 8 -1 


对 于 任何 正 数 *, 上 和 任何 8 关 一 1， 我 们 已 证 明 这 个 公式 。 在 这 
里 , 如 果 我 们 将 上 限 5 换 成 变量 x， 让 将 汪 式 网 测 对 * 微分 , 便 
可 推出 


d 1 
re 一 一” (YX astl ) 党 x > 0 时 
dx 有 十 1 


利用 求 函 数 之 和 的 导数 义 及 求 贡 数 与 函数 之 积 的 导数 法 则 ， 我 们 
可 将 这 个 绪 朱 与 为 下 列 形式 : 


rp 一 1 .4 et 
CT 十 cx 
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用 cc 代替 8 十 1, 当 68 关 一 1 即 < 尖 0 时 ,我 们 得 到 公式 
4 % = Qax 
dx 


然而 , 当 & 一 0 时 , 这 个 公式 当然 也 成 了 并, 因为 这 时 x* 二 1, 而 党 
数 的 导数 为 委 . 


a—l 
日 


b， 原 函数 及 其 与 积分 的 关系 


微 积分 基本 定理 说 明 ， 函 数 f(x) 的 不 定 积分 p (x) 即 上 限 为 
变量 * 的 积分 ， 是 下 述 问题 的 解 : 给 定 f(x), 试 确定 函数 F(e)， 


使 得 


| F'(x) = f(x). 
这 个 辣 题 要 求 我 们 进行 微分 过 程 的 逆 运 算 。 这 是 一 个 典型 的 反 间 


题 , 它 在 许多 数学 领域 中 都 会 出 现 , 并 且 我 们 已 经 看 到 , 这 是 导致 
产生 新 概念 的 一 种 卓有成效 的 数学 方法 .例如 ,由 于 要 求 进 行 基 


” 坚 基 本 算术 运算 的 逆 运 算 , 才 提出 把 自然数 的 概 翁 加 以 初步 扩充 ， 


刀 外 , 求 已 知 蚊 数 的 反 函 数 , 便 会 得 到 新 的 类 型 的 函数 , ) 

使 得 F(x) = f(x) 成 立 的 任何 函数 F(x)， 孝 称 为 故 x) 的 原 
函数 ;这 个 术语 会 使 我 们 想到 函数 f(x) 年 白 国 党 F(x) 导出 来 
的 . 

这 个 微分 的 逆 运 算 问 题 即 求 原 函数 的 问题 , 乍 看 起 来 , 同 积分 
约 国 题 性 奈 守 全 个 同 ， a 


但 是 ， 这 个 结 论 并 没有 完全 回答 冰原 而 数 的 问题 因为 我 们 


”还 不 知道 是 否 由 此 就 得 到 了 问题 的 所 有 的 解 。 下 述 定理 ， 有 时 称 


为 微 积分 基本 定理 的 第 一 部 分 ,回答 了 求 所 有 诛 函 数 的 问题 ， 
同一 个 重 数 ja) 的 而 个 原 和 数 Ri) 和 PiCe 之 闫 总 是 一 

个 常数 

Pi) — F(x)= i., 

因此 , 从 任何 一 个 原 函数 了 (x), 只 要 适当 选取 常数 c, 便 可 以 得 到 


所 有 其 他 的 原 甬 数 ,其 形式 为 
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F(x) 十 c， 
反之 ,对 本 每 一 个 苗 数 值 <， 表 还 式 F(x) 二 F(x) 十 c “各 家 不 
1x) 的 原 上 图 效 ， 
显然 ， 如 果 F(x) 本 身 是 原 国 数 ， 则 对 于 任何 前 数 <， 男 数 
F(x) 十 c 都 是 原水 数 ， 因 为 我 们 有 (出 第 177 页 ) 


[F(x) + cl 一 < F(x) + -< = F'(z) = 1(*). 


所 以 ， 为 了 完成 上 述 定理 的 证 明 ， 剩 下 的 只 是 要 证 明 两 个 原 函 数 

F(x) 和 F(x) 之 差 总 是 常数 ， 为 此 ,我 们 壹 虚 差 
F(x) 一 F,(x) 一 G(x). 

显然 ， 

G’(x) = Fi(x) — F(x) = f(x) — f(x) = 0. 

然而 ,在 第 189 页 上 我 们 由 微分 学 中 值 定理 已 经 证 明 : 其 导数 在 一 


个 区 间 上 处 处 为 零 的 函数 是 常数 ， 因此，G 是 常数 ， 于 是 定理 得 


证 . 
把 上 面 证 明 的 微 积分 基本 定理 的 两 部 分 合并 起 来 ， 我 们 便 可 
将 整个 定理 叙述 如 下 : 
入 积分 基本 定理 在 个 区 同上 给 从 的 人 f(x) 的 每 


PFCxz) 一 cr 二 oO) 一 cc 十 本 f(u)au, 


其 中 。 和 a 都 是 常数 ,反之 ,对 于 随意 0 选取 的 任何 常数 值 -a 和 <， 
次 个 表达 式 总 表示 一 个 原 系 数 

”我 们 可 能 会 想到 ,常数 。 通常 可 以 略 去 ,因为 通过 改变 下 限 4， 
我 们 便 可 使 原 函数 改变 一 个 附加 常数 ; 也 就 是 说 ,所 有 的 原 函 数 都 

是 不 定 积分 ， 但 是 ,如 果 我 们 略 去 c。 则 往往 不 能 得 到 所 有 的 原 函 

数 ,例如 f(x) 一 0， 对 于 这 个 函数 ,不 论 下 限 如 何其 不 定 积分 总 是 
1) 只 要 < 处 于 了 的 定义 域 之 中 ， 
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ee 一 ~ i- 


等 于 零 ; 但 是 , 任何 常数 都 是 f(x) = 0 的 原画 数 。 第 二 个 例子 是 
函数 jx) = Mx ,这 个 洲 数 只 是 对 十 非 负 的 x 值 才 有 定义 ， 其 不 
定 积分 和 


和 3 


一 2 
g(Y) 一 二 本 全 a 
.) ， 


在 这 里 我 们 看 到 无 论 怎样 选取 下 限 a, 不 定 积分 总 是 可 以 由 Et 
加 上 一 个 小 于 或 等 于 零 的 常数 一 ni 而 得 到 ; 但 是 像 函 数 2 RE 


+ 1 也 是 Vx 的 原 函 数 ， 因 此 , 在 原 函 数 的 一 般 表达 让, 我们 
不 能 咯 去 这 一 任意 附 加 党 数 ， 

出 上面 求 得 的 关系 式 使 我 们 想到 将 不 定 积分 的 类 念 加 以 护 
充 , 使 之 包括 所 有 的 原 函 数 ， 今 后 我 们 将 把 每 一 个 形 如 c 十 w(x) 
一 -十 fj(u)dx 的 表达 式 黎 为 f 的 不 定 积分 ,并 且 不 再 区 分 原 说 


系 , 则 必须 记 住 : 生 分 的 道 运算 积分 本来 是 两 回 事 而 只 是 在 和 


道 了 它们 之 间 的 关系 以 后 ， 我 们 才 有 理由 也 使 用 “不 定 积分 ”这 个 


术语 称呼 原 函 数 ， : 

使 用 下 述 表 示 法 完全 是 一 种 习惯 ,在 不 加 以 解释 时 是 不 十 分 
清楚 的 ， 我们 记 

FCD = |f()dr, 
指 的 是 : 函数 F(x) 是 形 如 
F(X) 二 Cc 十 | f(au)adu 

的 函数 ,其 中 < 和 4 是 适当 的 症 数 ,也 束 是 说 , 我 们 上 略 去 其 上 限 *、 
下 限 a 这 及 附加 背 数 'c, 并 使 用 字母 x 来 表示 积分 变量 ， 当 然 , 严 
格 说 来 ,使 用 同一 字母 既 表 示 积 分 变量 , 又 表示 上 限 风 F(x) 的 月 
变量 *, 是 不 大 合理 的 ， 因 为 当 使 用 f(x)dx 这 种 表示 法 时 ,我们 
决 不 要 忘记 它 本 英 的 不 确定 性 ,也 束 古 说 ,这 个 伯 写 总 是 仅仅 表示 
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的 原 函数 之 一 ， 公 式 F(x) 一 了 fedx 只 不 过 是 表示 关系 式 
=f 
的 一 种 符号 记 法 . 
c. 用 原 函 数 计 算 定 积分 
假设 我 们 已 知 冰 数 f(x) 的 任何 一 个 原 函 数 F(x)， 并 且 想 要 
计算 定 积分 | fCu)du， 由 于 我 们 知道 不 定 积分 


(xz) 一 | f(au)du 
也 是 f(x) 的 原 函 数 , 同 F(x) 只 能 相关 一 个 附加 常数 。 因 此 
p(x) = F(x) 十 <c， 
并 且 立 即 可 以 确定 附加 常数 c, 因为 当 x = 二 a 时 不 定 积 分 g(x) 二 


| CDaw 必须 等 于 零 ， 于 是 我 们 得 到 0 一 pCa) 一 FC4) 十 <, 由 


此 一 一 F(a), p(x) = P(x) 一 FC)， 特 别 是 ,对 于 值 * 一 5， 
我 们 有 基本 公式 


| f(a)du = FCD) 一 F(a), 


如 未 
F(u) 一 f(a). 
因此 ， 
全 二 F 0) 是 连续 函数 fx) 的 任 一 原 函 数 , 则 f(x%) 在 ? 限 a 


区 果 我 们 利 月 关系 式 rn) 一 7 则 基本 定理 的 这 个 结果 
还 可 以 写 为 下 列 形式 : 


F(6)— F(a) = | PF'Cas 一 | 2 dx 一 | aF le), (31) 

4 a dx a 
其 中 F(x) 现在 可 以 是 具有 连续 导数 F(x) 的 任 一 函数 ， 并 且 这 
里 我 们 使 用 了 业 布 尼 效 的 具有 局 发 性 的 从 号 表示 法 dF(x) 一 


OU 


™ Vi 
机 


FE (x)dx. 
在 应 用 上 述 法 则 上 时， 我 们 第 和 东 用 一 条 坚 线 来 表示 山 点 处 画 数 
值 之 震 ， 记 为 


| dF (x) ， dx = F(b)— F(a) = P(e)| . 


另外 ,公式 《31) 又 可 写 为 下 列 形式 : 
Fb) — F(a) 一 | F’(x) dx. (32) 


b— a 


各 果 罗 忆 起 第 50 页 上 和沙 在 一 人 区间 上 的 下 光 的 定 X 则 


中 一个 质点 在 直线 上 的 运动 时 晶 将 臣 离 ;的 改变 同时 间 :的 改 
变 之 比 称 为 “平均 速度 "。 现在 我 们 看 到 : 人 的确 正 好 是 速度 
-全 在 给 定 的 时 间 间 隔 上 的 平均 值 ， 如果 ; 是 构成 平均 值 时 所 用 


的 自 变量 


积分 学 中 值 定理 同 微分 学 中 值 定 理 之 间 的 关系 
对 于 任何 连续 函数 和 它 的 一 个 原 函 数 , 公式 
FC5) — FCo) 一 | fe)ds 3) 
都 成 并 ,这 个 公式 也 说 明了 积分 学 中 值 定理 (第 151 页 ) 同 微分 学 中 
值 定理 (第 184 页 ) 之 间 的 关系 ， 由 (33), 根据 积分 学 中 值 定理 ,我 
们 推出 
F(b) — F(a) = (2 — a)flE). 

因为 F 是 f 的 原 函 数 ,所 以 我 们 可 以 用 FC5) 来 代 起 fC#), 从 而 对 
于 函数 下 得 到 微分 学 中 值 定理 .当然 ,要 求 正 具有 连续 导数 这 一 条 
件 , 比 微分 学 中 值 定理 中 仅仅 要 求 导数 存在 的 条 件 是 要 强 了 些 ， 


d. 例 
在 第 三 章 中 ,我 们 将 广泛 应 用 基本 定理 来 计算 积分 ， 现 在 ,我 
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们 通过 几 个 例子 来 说 明 使 用 公式 
| 入 = F(b) 一 F(a) 


a 


的 方法 . 
在 第 174 页 上 ,对 于 正 整 数 ”, 我 们 曾经 推出 公 却 
4 X? = NX 
dx 
这 个 公式 实际 上 是 二 项 式 定理 的 一 个 明显 的 结果 ,因为 
d 


xi 一 Jim [(x+ A) — wx"| 
ha—=>0 有 : 


5 


一 im 二 ( 十 nhx”! 十 1 jx 十:… 十 和 一 x ) 


p>0 有 
一 lim( nx”! 十 n(n — 1) 三 1 ) 2.0- 十 *… 十 pr) 一 nx 
在 下 限 a 和 上 限 之 间 进 行 积 分 ,我 们 便 得 到 
| nx" idx = bb — a 
将 #2 一 1 写 为 m, 对 于 整数 m 之 0, 我们 得 到 公式 


| 和 一 一 上 (Bo 一 art) 
4 ;2 二] , 
”对 x” 的 积分 的 表达 式 的 这 种 推导 方法 ， 比 在 第 139 页 上 给 出 的 基 
于 区 间 [a, 5] 的 几何 划分 的 推导 方法 简单 得 多 ; 而 且 , 现在 的 结 
果实 际 上 更 为 一 般 , 因 为 我 们 可 以 去 掉 4 和 “为 正 的 假设 . 

在 第 176 页 上 ,我 们 应 用 三 角 函 数 的 加 法 公式 并 利用 


ji (型 4 一 | 
hp—>0 h ? 


d sin x d coOsx 。 
.dx dx 


”现在 进行 积分 ,我 们 立即 得 到 


pb p 
| cosxdx = sinb 一 sina, | sin Xdx 一 cos a 一 cosb, 
性 琴 


* 203。 


这 样 ,由 基本 定理 推导 上 这 积分 公式 ,也 要 比 根据 定 积分 作为 和 的 
极限 的 定义 所 进行 的 推导 来 得 简 毕 ， 


体 筷 ”连续 国 数 的 定 积 分 的 存在 性 


我 们 疝 须 证 明 : 只 要 前 数 f(x) 在 闭 区 间 [4,2] 上 是 连续 的 ， 
则 f(xw) 在 下 限 * 和 上 限 多 ea<2) 之 间 的 定 积分 存在 . 其 证 明 主 要 
是 根据 fx) 的 一 致 连续 性 《 见 第 41 页 ); 对 于 任何 给 定 的 正 数 s， 
如 果 区 间 上 任何 两 点 和 7 彼此 充分 接近 ， 则 在 和 ?7 上 上 大 值 之 
疾 小 于 8,5 和 7 需要 接近 到 人 怎样 的 程度 , 仅仅 依赖 于 8 而 与 志和 
7 的 位 置 元 关 ; 换 句 话 说 , 存在 一 致 的 连续 模 3(e ), 使 得 对 于 [a， 
”“ 6] 上 的 任何 值 和 ”%, 只 要 |# 一 %| 三 5, 则 有 |1(8) 一 7)| 二 
E 
将 积分 定义 为 和 的 极限 ， 这 要 求 我 们 用 相 悉 的 一 些 点 zy， 和， 
,x; 把 区 间 [4,5] 划分 为 和 个 部 分 , 其 中 x, = a, x4 二 5, 并 
且 zo 过 x 二 … 二 xX， 设 5, 表示 如 上 的 一 个 特定 分 划 (wn 表示 
个 单元 数 ). 分 划 的 粗细 程度 由 所 得 到 的 最 大 单元 的 长 度 ， 即 量 
Ax; 二 x; 一 *-1 中 的 最 大 者 来 衡量 , 我 们 称 之 为 5 的 " 跨 距 
(span )”。 由 于 ff 的 一 致 连续 性 ， 所 以 同一 单元 中 的 任何 两 点 上 的 
“插值 之 差 小 于 8, 只 要 5, 的 跨 距 小 于 5 二 85(s)， 在 每 一 个 单元 元 
[ ;1 , Xi] 上 上 选取 值 5;, 构成 


Fs = > f(\8;)Ax;, 
我 们 便 得 到 基于 分 划 5, 的 过 似 和 . 
我 们 需要 证 明 的 是 ,对 于 分 划 序列 9,， 如 果 其 跨 距 趋向 于 零 ， 
“出 近似 和 P, 收敛 于 某 一 极限 ,我 们 用 | f(x)4x 来 表示 这 个 极限 ， 


进一步 还 需要 证 明 这 个 极限 值 与 分 划 S。 以 及 中 间 点 5; 的 选择 是 
无 关 的 。 为 了 进行 证 明 ， 我 们 首先 将 分 别 属于 两 个 分 划 s。 和 Sx 
的 值 F。 与 Fw 加 以 比较 ,这 里 5, 的 跨 距 小 于 8, 而 分 划 Sw 是 分 划 
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$5; 的 "加 细 ”; 也 就 是 说 ,所 有 5; 的 分 点 都 是 $y 的 分 点 。 适 当地 改 
Fw 一 2 f(7;)Ay;, 


其 中 数值 y; 是 Sw 的 分 点 ，Ayj = yj 一 yj， 在 区 国 [yi 9j] 
上 ，5; 的 两 个 相继 的 分 点 x;-_! 和 x 也 在 数值 y; 之 中 出 现 ， 辟 如 
说 ,Yi 二 yi 和 二 加， 在 Sw 中， 人 [er wi] 可 能 被 分 成 一 
些 更 小 的 区 | 则 , 辟 如 说 分 成 yj- 3] [yy yt] [ys 9]， 
此 时 ,它们 在 Fw 的 组 成 部 分 是 

2 A ny; — yi), 


我 们 把 它 与 单元 [x;- ,x;| 在 Ff, 中 的 部 分 1(&;)(x; 一 Xi) 加 以 
比较 , 因 后 者 可 以 写成 


> (EY Yi;1 ) 
( 见 图 2.33), 此 时 求 得 两 个 部 分 之 差 的 绝对 值 为 
六 [Ka — KE) 1 — 2) 


< 人 >， E 。 (7 一 yj-1) 一 E(x 一 Xi ) 。 
二 上 


Jr-1 | J » 
_ | 
0 Nl 6, a b " 
图 2.33 


因此 ,对 于 5。 的 一 切 单元 [x;-1,xi1, 把 在 PE。 中 的 部 分 和 对 Fw 的 
相应 部 分 之 差 全 部 加 起 来 ,我 们 则 得 到 估 值 


Fw 一 F,| < > E(xXi — Yi) = Eb — a )， 
只 要 8, 的 跨 距 小 于 8(s), 且 5; 是 5, 的 加 细 ， 
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现在 如 果 S, 和 5, 是 任意 两 个 分 划 , 我 们 则 可 考虑 由 5; 的 一 
切 分 点 和 S。 的 一 切 分 点 合 在 一 起 构成 的 分 划 Sw。 这 时 , Sw 既是 
54 的 加 细 又 是 go 的 加 细 。 假 设 S。 和 5, 的 跨 距 都 小 于 5(se)。 我 
们 任 选 Sy 的 各 单元 的 中 间 点 wj 来 给 出 Fy, 便 得 到 

|F, 一 F,| = |(F, — Fy) + (Fy— F,)| 

< |F,C— Fn| 十 |F,— Fy| <2e(b — 4a). 

于 是 我 们 看 到 , 如 果 任 给 两 个 分 划 , 它们 跨 距 都 充分 小 ,那么 
与 此 相应 的 近似 和 彼此 相差 可 任意 小 。 现 在 我 们 考虑 任何 的 分 划 
序列 8,， 当 ?~> co 时 其 跨 距 趋 向 于 零 ， 设 Fs 是 对 应 的 近似 和 ， 
则 当 给 定 任何 8 > 0 时， 对 于 一 切 充 分 大 的 x，5。 的 跨 距 都 小 于 
5(s), 因此 , 当 # 和 都 充分 大 时 ,有 


IF,— FF,| =2e(6— a). 
由 此 可 知 ,序列 FF, 满足 柯 西 收敛 判别 法 《 见 第 102 页 ); 于 是 
: Lm F,. = 上 上 


存在 . / 

剩 下 的 是 要 证 明 lim F, 之 值 与 分 划 和 中 间 点 的 选择 无 关 , 这 

时 , 如 果 9。 表 示 跨 距 趋向 于 零 的 任 一 其 他 的 分 划 序 列 , 则 对 应 的 

和 PF。 具有 极限 F'。 因为 只 要 $, 和 8。 的 跨 距 都 小 于 6s)， 就 有 
IF — F,| <2 — a), 

所 以 当 2 一 00 时 ,我 们 也 会 得 到 | F 一 F'| 委 2842 一 .4)， 既 然 这 

里 € 是 任意 正 数 ,就 可 以 推出 == F". 因此 ,极限 F 唯 一 确定 ,我 


们 用 | f(x)dx 来 表示 。 


连续 函数 的 定 积分 的 存在 性 ,其 证 明 至 此 完成 . 
更 一 般 的 近 做 和 我 们 上 面 进行 的 证 明 ， 实 际 上 比较 清晰 地 


指出 了 用 和 式 来 逼近 积分 时 什么 是 基本 点 . 它 说 明了 这 样 的 事实 ， 
即 建立 更 一 般 的 求 极 限 过 程 ,也 能 导致 积分 ,并 且 下 述 形式 更 一 般 


的 定理 成 立 ， 为 了 使 和 式 F, 一 2fAxr 收敛 于 积分 ,大 不 一 定 是 一 
”个 函数 值 ; 而 只 要 对 于 区 间 [x;-1, :x;] 上 的 某 个 点 5;， 有 |f; 一 
J(&,)| <5(Ce) 便 足 够 了 ,这 里 当 s 一 0 时 5(e) 一 0. 
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这 个 一 般 的 命题 弟 前 是 有 用 的 ,例如 ,如 果 1(x)= 二 q(x)g(x)， 
则 代替 和 式 Bf 作 8,)Ax,, 我 们 可 以 考虑 更 一 般 的 和 
SpE PE JAx,, 
其 中 所 和 乌 是 该 单元 上 不 一 定 重 合 的 两 个 点 。 当 #* 增加 时 ， 这 
个 和 式 也 趋 问 于 积分 
| f(x)dx = | p(x) Pe) dx, 
只 要 最 大 区 间 的 长 度 趋向 于 零 ， 
对 于 用 类 似 的 方式 建立 的 另 一 些 和 式 , 相 应 的 命题 也 成 立 ; 例 
如 ,和 和 式 
SY VpE YE BEY Ax, \ 
世 一 下 
收敛 于 积分 | 
| Vo + Wry ad, 
为 了 证 明 这 些 命题 ,我 们 只 须 指出 , 由 于 名 和 vy 的 偏差 而 引起 的 近似 
和 的 改变 D， 在 取 极 限 的 情况 下 趋向 于 零 。 在 第 一 个 例子 中 ， 这 一 点 是 明 
显 的 ,其 中 近似 和 的 改变 是 
D= DF, p(E) [SE) — Es)AY,. 
因为 9 是 有 界 的 ,上 是 一 致 连 续 的 ,所 以 通过 把 单元 取得 充分 小 ,可 以 使 得 D 
为 任意 小 。 
第 二 个 例 中 的 和 式 的 改变 可 以 表示 为 
D= OVPE) + plEv) — VPEs): + YE)’ )A,, 
利用 以 顶点 为 (xz 0)， 《0 6)，(0， <) 的 三 角形 的 三 角 不 等 式 : |V 石 于 页- 
Ve + 万 |5 一 c| ,我 们 得 到 
[Vos) + pE) — VPEs): + yE) [SIL(s) — bE,)|, 
， 由 此 即 可 推 知 , DP 趋向 于 零 ， 
问 题 
2.1 节 第 128 页 
“1. 设 /是 定义 在 [ec;, 5] 上 的 正 值 单调 函数 ,其 中 0< a<6; 又 9 是 /的 
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反胃 数 , 并 且 设 w = 7(e),8 = 1(6)， 试 月 积分 是 面积 的 观念 证 明 
| Py)dy = 8 — cr — | /x)ax, 


2.2 节 第 136 页 


1 . 试 通过 将 区 间 les 5] 划分 为 长 度 相等 的 单元 ,来 证 明 : 对 于 任何 自然 ， 
效 pp，。 有 


6 
| APdx -一 Li (pp! 一 pf )， 
PP 十 |] 


试 应 用 第 一 章 杂 题 5 到 12 中 的 方法 来 计算 近似 和 
2. 当 是 负 的 有 理 数 时 ,区 如 说 «= 一 一 一 时 , 其 中 + 和 :是 自然 数 , 试 导 
出 | rar(o 6>0) 的 公式 ，| 提 示 : 设 0 一 + 其 中 a 一 上 ,| 

3 . 试 按照 求 sin * 的 积分 时 所 用 的 方法 ,指导 公式 

| cosadx = Sn 一 sina, 

4. 当 f(x) 是 : (a) 奇 函数 时 ，(b) 偶 函 数 时 , 试 建立 关于 |”7Cx)ax 的 一 
般 性 结论 . : 

5 . 试 计算 | sn rer 和 | cos *dx， 并 从 几何 的 角度 来 解释 为 什么 这 两 个 
积分 具有 相同 的 值 ; 并 且 解 释 为 什么 对 于 一 切 4 值 和 b 信 有 


dF2x E27x 
| sin Xx 一 | cos xdx, 
如 . 


6. 试 计算 (2) 二 | xnadx, (b) 1, 一 | wrax, iim 7; 是 什么 ”并 在 几 


何 上 加 座 和 解释。 


7 . 试 计算 


2.3 节 第 145 页 


=] ， 大 二 积分 风 相 四 个 主 、 试 证 明 ; 对 于 一 切 连 续 水 数 Hx*),， 8(*)， 


有 
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| [GOTe 人 [als) Far>(f Kose 
*2. 试 证 明 : 如 果 X*) 是 连续 的 并且 
fx) = | fC )ae 


则 J(*) 恒 为 零 。 
*3. 设 Hx*) 在 [0，!] 上 是 李 普 希 兹 连续 的 ; 即 对 于 这 个 区 间 上 的 一 切 *， 
y， 有 
As) 一 <Mz 一 y|， 


试 证 明 
Wo 
2.5 节 第 154 页 
1. 试 正明 
lo 也 < 去 上 一 人 Pp ), 
8 7 元 (gp) _ 
[提示 : 应 用 柯 西 不 等 式 , 2.3 节 , 问 题 1.1 
2.(4) 试验 证 
| log(l1 + *)= | 一 一 di， 其 中 x> 一 1 


(b) 试 证 明 : 当 x > 0 时 ,有 


-2 
*— < lg(l 十 xz) < zx。 


*(c) 更 一 般 地 , 试 证 明 : 当 0< x < 工时 ;有 

x 和 3 人 2 Xx? rx? 
COC <l {1 < 一 ~-- 一 ss 

+ 己 7 og(l + x)<x + + 


[提示 : 将 一 一同 几 何 级 数 加 以 比较 .] 


2.6 节 第 159 页 
1.(a) 试 通过 将 区 间 [a, 5] 划分 为 相等 的 单元 来 证 明 : 
| ee = 一 ec” 一 EC 
[提示 : 应 用 loga 一 lim a(M oe — 1),| 
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(6) 试 求 | fogxdx。( 见 2.1 节 , 间 题 1) 
(c) 试 证 明 : 当 x 兰 0 时 ,有 
Xx e*x*t! 


rx! 如 天 +r? 
x 十 和 十 以 十 二 和 er 攻守 十 下 十 二 十 一 一 一 
a 21 a +l) 


提示; 求 出 | edu 的 上 界 估 值 和 下 界 估 值 ,并 反复 进行 积分 .] 
当 * < 0 时 , 试 求 得 对 于 “* 的 同样 类 型 的 估 值 ， 


2.8 节 c 第 174 页 
试 直 接 按照 导数 (作为 函数 差 商 的 极限 ) 的 定义 ， 来 计算 下 列 函 数 的 导 


tg x, 
2 
SCC 2 
sin AAA 2 
。 WA sin : 
l 
: 业 
Sin 汪 


1 


6.。 sin es 
洁 


7.*°*, 其 中 必 是 负 的 有 理 数 。 


中 


2.8 节 i 第 186 页 


1. 试 证 明 : 当 * > 0 时 ,* > si x; 当 * 处 于 (0, 三 ) 之 中 时 ，r <tgx*， 

2. 设 在 4 所 x* 所 5 上 1(*) 是 连续 的 且 是 可 微 的 ， 试 证 明 :， 如 果 当 4 << 
f << 志 时 让 x*) 委 0， 而 当 吉 < xy 和 5 时 让 xz) 兰 0， 则 这 个 函数 总 不 会 小 于 
AE)., - 
3. 如 果 连 续 函 数 f(x*) 在 x = 的 邻 域内 的 每 一 点 +* 都 具有 导数 了 (x)， 
并 县 当 x 一 时 了 #(x) 趋向 于 极限 工 ， 则 六 ) 存在 并 且 等 于 了 上。 

*4. 设 Xz) 在 整个 *- 轴 上 有 定义 着 旦 是 可 微 的 。 试 证 明 : 如 果 Ko) = 0 
并 且 处 处 有 |F(*)| 志 11(x)!， 则 恒 有 jx) = 0 


2.9 节 第 196 页 
"1 .如 果 质 点 在 一 单位 时 间 内 经 过 一 单位 距离 ， 且 在 起 点 和 终点 均 处 于 
-210 ， 


静止 状态 y 则 在 这 个 单位 时 间 间 隔 内 的 某 一 时 刻 上 ， 此 质点 运动 的 加 速度 必 
定 等 于 或 大 于 4。 


补 篇 ”第 204 页 , 定 积分 的 存在 性 
1. 设 /4) 在 [4,5] 上 有 定义 和 有 界 。 我 们 对 分 划 


4 =X0 XX Xb 
定义 ”上 和 ”Zz 亿 及 “下 和 ”0 如 下 : 


人 
4， 一 > ATi， 人 一 3 Mm; A Xi, 
i 二 1 


其 中 M; 和 m; 分 别 为 1(x) 在 单元 [x;_,, x*i] 上 的 最 小 上 界 和 最 大 下 田 . 

(a) 试 证 明 ， 对 给 定 分 划 作 任 一 加 细 分 划 , 上 和 之 值 或 是 减少 或 是 保持 
不 变 , 类 似 地 ,下 和 之 值 或 是 增加 或 是 保持 不 变 ， 

(b) 试 证 明 ， 每 一 个 上 和 之 值 大 于 或 等 于 每 一 个 下 和 之 值 , 

(c) 达 布 (Darboux) 上 积分 厂 定义 为 对 一 切 分 划 上 和 的 最 大 下 界 ， 达 
布下 积分 天 定义 为 对 一 切 分 划 下 和 的 最 小 上 界 。 由 (b) 可 知 , F+> 广 。 如 
果 F+ 二 F-, 我 们 就 将 这 个 共同 的 值 称 为 的 达 布 积分 ， 试 证 明 :7 的 达 布 
积分 实际 上 就 是 普通 的 黎 曼 积分 ;并且 证 明 : 当 且 仅 当 达 布 上 积分 和 达 布 下 
积分 存在 并 且 相 等 时 , 黎 曼 积分 存在 ， 、 

2 . 设 f(x) 是 定义 在 [z, 5] 上 的 单调 函数 . 

(a) 试 证 明 ， 当 把 区 间 划 分 为 » 个 相等 的 单元 时 ,上 和 与 下 和 之 差 正好 


”由 下 式 给 出 : 


2 —0= 1) 一 Xe 。 一 一 人， 


并 将 这 个 结果 从 几何 上 加 以 解释 。 

(b) 试 利用 (a) 的 结果 证 明 其 达 布 积分 存在 。 

(c) 如 果 划 分 的 单元 可 以 是 不 相等 的 , 试 通过 f(o), (8) 和 划分 的 跨 距 
来 估计 王 一 50。 

(4d) 大 量 的 兽 数 只 z)， 如 朱 不 定单 再 的 ， 则 可 以 号 为 单调 六 数 之 和 ， 
(x) 二 p(x*) 十 (x) 其 中 8 是 非 增 的 ,是 非 碱 的 。 在 这 种 情况 下 , 试 估计 
上 和 与 下 和 之 磊 。 

3 , 试 证 明 : 如 果 灰 *) 在 闭 区 间 [4, 61 上 具有 连续 的 导数 , 则 f(x) 可 以 
象 问题 2(4) 中 那样 瑟 为 单调 六 数 之 和 ， - 


* 211: 


杂 题 
1. 试 证 明 : 
和 
(a) | (x —1)dr = 2; ~ 
15 ” 


机 xX? 一 rar = 2 2 
人 17 Dae 


2. 对 于 二 项 式 系数 (.) 试 证 明 : 


(= K 十 D 上 | x (1 一 ar| 


3. 如 果 f(*) 在 a x* 志 2 芍 每 一 点 x* 上 都 具有 导数 (x) (不 一 定 是 连 
续 的 )， 并 且 如 果 f(x) 取 到 值 w 和 MM, 试 证 明了 f(x) 也 取 六 和 对 之 间 的 每 一 
个 值 上 

.4. 如 末 对 于 4 万 * 56 上 的 一 急 * 值 ,f(x*) 之 0, 试 证 明 y = f(x*) 的 图 
形 位 于 任 一 点 (x = ,yy 二 8)) 处 的 切线 上 或 其 上 方 ， 

5. 如 果 对 于 4 所 * 5 上 的 一 切 * 值 ， (x) 之 0， 试 证 明 y = 故 *) 在 
区 间 二 * x+, 上 的 图 形 , 位 于 连接 图 形 在 x 二 x, 和 * = x+, 上 的 两 点 的 线 
段 的 下 方 ， 


6. 如 果实 0， 试 证 明 f (过 t+) < A 


*7 . 设 1x) 是 这 样 的 函数 , 即 对 于 一 切 x 值 有 f(x) 宕 0, 而 # = w(t) 是 
任意 一 个 连续 函数 , 试 证 明 


工 | Lule) Je > (+ | Mi ) 


8.(a) 试 直接 对 下 述 晃 数 进行 微分 ,并 写 出 对 应 的 积分 公式 : (i)x7; (i) 


本 


(b) 试 计算 
lim .上 《 十 sec’ 工 十 sec” < 十 … 十 Sec 2 ). 
好 一 oo 人 4 4n 4 


9 . 设 对 于 一 切实 数 * 值 ，f(*) 具有 一 阶 和 二 阶 导数 。 试 证 明 : ”如 果 
f(x) 处 处 是 正 的 和 上 惠 的 , 则 f(x) 是 常数 ， 
《对 于 连续 汰 数 plxr) 的 定义 区 上 国 上 的 任 划 二 点 Ts 29 如 果 恒 有 


ee2l2 ， 


5 Ee < 了 [ep(Cr ) + lx)]s 


则 称 p(x) 为 下 号 六 数 ;如 果 恒 有 


Jp (三 二 之 站 [ex + (x2)], 


则 称 g(x*) 为 上 凸 疯 数 ， 一 一 译 首 注 ) 


< 
tt 


yo fat = FE 
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”第 三 章 ”微分 法 和 积分 法 
第 一 部 分 ”初等 函数 的 微分 和 积分 


3.1 最 简单 的 微分 法 则 及 其 应 朋 


”虽然 积分 问题 通常 比 微分 问题 更 为 重要 ， 但 是 微分 | 刁 题 在 形 
式 上 却 要 比 积分 问题 容易 一 些 . 因 此 , 目 然 的 做 法 是 : 首先 掌握 侯 
分 可 能 遇 到 的 各 种 类型 的 函数 的 微分 方法 ， 然 后 根据 敏 积 分 基本 


”定理 (2.9 节 ), 利用 微分 法 的 结果 来 计算 积分 。 在 后 面 的 几 节 里 ， 


我 们 将 讨论 基本 定理 的 这 种 应 用 ， 在 一 定 程度 上 来 说 , 我 们 是 从 


头 开始 ,并 根据 某 些 一 般 的 微分 法 则 来 系统 地 图 述 积分 法 ， 


a。 微 分 法 则 、 
我 们 假设 在 所 考虑 的 区 间 上 函数 f(x) 和 g(x) 是 可 微 的 ; 这 
时 ,下 述 基本 法 则 成 六 ， 
法 则 1 乘 以 常数 。， 对 于 任何 第 数 c。， 了 水 数 p(x) 二 cf(x) 大 
可 微 的 ,并 且 . 
z 9p (x) = cf (x), (1) 
其 证 明 是 显而易见 的 ， 在 第 二 章 第 176 页 上 已 经 给 出 . 
法 则 2 和 的 导数 ， 如 果 p(x) 二 (x) 十 g(x), 则 q(x) 是 
可 微 的 ,并 且 
9p (x) = f(x) + gx); C2) 
也 就 是 说 ， 做 分 运算 与 加 鞭 运 算是 可 以 交换 的 。 对 可 微 函 数 的 和 


9() 一 > f,(x) 
同样 的 法 则 也 成 立 , 半 
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p (x) = 之， f, (x), 
其 证 明 也 是 显而易见 的 ,由 导数 的 定义 如 可 得 到 . 
微 的 ;并且 
Pp (x) = f(x)g (x) + g(x)f (x), (3) 
其 证 明 可 以 由 下 式 得 到 ; 
2 十 : 一 p(x) xz 十 g(x 十 4 — f(x) g(*) 


一 jx 十 把 g(x 十 9 — g(x) + g(x) jx 十 和 — f(x) 


当 有 一 0 时 ,此 式 的 极限 便 是 式 (3). 
如 条 我 们 将 此 公式 除 以 ” p(x) = 一 f(x)g(x), 则 它 在 形式 上 会 
变 得 更 为 完美 。 这 时 ,我 们 得 到 
CD _ fC) gs) 
p(x) fx) g(x) 
合用 微分 表示 法 (第 二 章 第 190 页 ), 还 可 将 公式 (3) 写 为 
d(fg) = fdag + gdf. 
对 于 ”个 因子 之 乘积 的 导数 ， 我 们 用 数学 归纳 法 可 以 得 到 一 
个 含有 7# 项 的 表达 式 ， 其 中 每 一 项 都 是 由 一 个 因子 的 导数 乘 以 原 
乘积 中 的 其 他 所 有 因子 而 组 成 的 : 


gp'(x) 一 [fC fs) Co ] 
= TONG folx) 十 户 () 及 (ce 
“二 Cx)fx) fx) 


— PO) 
> 上 (x) 1 (zx ) 


或 者 除 以 p(x) 一 Of “fa(x*)， 则 有 


1) 当然 ,我 们 必须 假设 pLx) 处 处 不 等 于 零 ， 


站 


CD TO RD Db) 
P(r) f+ A f(x) JE f(x) 
当 伏 这 征 企 p(x%) 天 0 之 外 成立， 


从 晤 人 于， 对 了 中, 有 们 有 
dfe dfg dg ,af 
dx’ (A 4) 一 dx (I dx 一 dx 5 


dg dl 
4( 和 dx “人 人 5 
加 < g df 
1 
莱 布 尼 兹 法 则 读者 可 用 数学 归纳 法 证 明 : 乘积 的 2 阶 导 数 
四 《 蒜 布 尼 兹 读 则 ) 得 到 . 


一 15 有 十 ( ) af dg 
1 dx dx’” nl 


2 -20 
+ (, ) “6 上 
dx? dr”? 


72 nl 
”2 
由 一 工 dr dx dx” 


这 里 () 一 人) 一 二 | [Cn 一 1)],……, 等 等 ,表示 二 项 式 系 


21 
数 ， 
法 则 4 ” 商 的 导数 ， 对 于 商 


o) = 1) 
Px) sr)? 
下 述 法 则 成 立 : 函数 p(x) 在 g(x) 不 为 委 的 每 一 点 上 征 可 仆 的 ， 
并 且 
w(x) 一 BC) CY) — g (x)f (x) 
Pt gC) 9 


如 果 p(x) 关 0, 这 个 公式 可 以 写 为 
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F(x) 一 fx) _ 2 
px) f(x) g(x) 
证 明 ”如 果 和 恨 设 p(x) 是 可 向 的 ,我 们 则 可 对 f(x) 二 q(x)g(x) 
应 用 关于 乘积 的 导数 法 则 ,并 生得 到 
fx) = plx)e (x) + gr) op (x). z 
用 [a 来 代替 右 端的 g(x)， 并 且 解 出 w(*) ， 我 们 便 得 到 法 风 
4. 
我 们 可 以 在 证 明 这 个 法 则 的 同时 来 证 明 gCx) 的 可 微 性 ,只 要 
我 们 与 出 
/xz 十 人 fr) 
pz 十 有 一 Dr) _ glxth) glx) 
/ 


x 十 p x 《7 十 hb ~ 
f(x+t/ ek ) $0 f(x) 


SCxz ) 
e+ 

现在 令 % 趋 癌 于 零 , 就 得 到 上 述 结果 ; 因为 根据 假设 , 分 母 不 趋向 

于 零 向 趋同 于 极限 [g(x) 了 ,分 子 中 的 两 项 分 别 具 有 极限 g(x) 了 (%) 

和 g《x)f(x)， 这 样 既 证 明了 左 端 的 极限 的 存在 , 又 证 明了 微分 公 

式 成 立 . 


b. 有 理 函 数 的 微分 法 
首 匈 ,我 们 俩 助 于 乘积 的 微分 法 则 ,再 次 推导 下 述 公式 , 即 对 
于 每 一 个 正 整 数 ”， 和 


d 
-X= nx 


dx 
我 们 将 x* 看 作为 # 个 因子 之 积 , x” = xx, 于 是 得 到 


Ce ‘x px 


n—1 


dx 
由 这 个 公式 以 及 公式 《1), 可 以 推出 光 数 x” 的 二 阶 导数 
dad” 和 于 == jy(n -一 和 一 
了 (7 一 12 
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继续 进行 下 去 ,我 们 便 得 到 高 阶 导数 
本 a = n(n — 1)Cn 一 2)x"™! 


| , 


pa 

从 最 后 一 个 公式 可 知 ,x” 的 # 阶 导数 为 常数 ， 而 4 十 1 阶 导 
数 则 (处 处 ) 为 零 . 

使 用 前 两 个 法 则 以 及 帘 溺 数 的 微分 法 则 ， 实 际 上 可 以 做 分 任 
何 多 项 式 ”一 4o 十 ax 十 qxX? 十 … 十 ax 从 而 得 到 

y 二 41 十 2a2x 十 3a3x :十 :十 Nanx”!; 
以 及 
y 一 20 十 3 ,26 十 4， 3 和 十 :十 n(n 一 1)anx”?， 

如 此 等 等 . / 

现在 ,我 们 可 以 借助 于 商 的 微分 法 则 求 得 任何 有 理 函数 的 导 
数 。 特别 是 , 当 w 二 一 m 是 负 整数 时 , 我 们 还 可 以 再 次 推出 消 数 
x" 的 微分 公式 ， 应 用 商 的 微分 法 则 ,并 注意 到 第 数 的 导数 为 零 , 束 
得 到 z 


”或 者 , 令 m = 二 一 x, 则 有 


d 一 
Y= nx" , 


dx 
这 在 形式 上 同 # 为 正 值 时 的 公式 以 及 从 前 得 到 的 公式 《第 174 页 ) 
都 是 一 致 的 ， : 
c. 三 角 函 数 的 微分 法 
对 于 三 角 函 数 sinx 和 cosx, 我 们 已 经 得 到 (第 176 页 ) 微 分 公 


式 
2 inx 二 cosx 和 和 cosY 一 — sin Xx, 
x 


dx 
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现在 ,我 们 束 可 以 利用 商 的 微分 法 则 来 微分 函数 


y = tgr 一 Sa ~ y= ctgx 一 一 
co sin x 
根据 商 的 微分 法 则 ,前 一 个 沙 数 的 导数 是 
_cosx+ sinr _ 1 
上 ”一 人 一， 
Cos x cos x 
为 此 
tgx = 一 secx = 1] + tx, 
dx coOS x 
类 似 地 ,我 们 得 到 
Lp 一 一 - 一 一 cosec2yY 一 一 (1 十 ctg2x)， 
dx sin< x z 


与 sinx, cosx, tgx 和 ctg x 的 微分 公式 相对 应 的 积分 公式 如 
下 : 


| eosxdr = sin x， [sinxar = — COSX， 


| 一 dd = tgx, | 1 dx = 一 ctg YX。 
coOS x Sin x 


利用 2.9 节 《 第 201 页 ) 的 基本 法 划 , 再 从 这 些 公式 我 们 可 以 求 得 在 
任何 积分 限 之 间 的 定 积 分 值 ， 唯 一 的 限制 是 : 当 使 用 后 两 个 公式 
半 积 分 区 间 不 能 包含 被 各 函数 的 任何 问 断 点 , 即 对 钊 一 个 积分 是 


不 含 一 的 奇数 倍 之 点 ， 对 第 二 个 积分 是 不 含 一 的 偶数 倍 之 点 ， 
列 如 
| cosxdx = sinx =— sinb 一 sinda. 
3.2 反 邹 数 的 导数 
a&， 一 般 公 式 


在 第 47 页 上 我 们 已 经 看 到 ,连续 函数 y = f(x) 在 其 成 为 单调 
的 每 一 个 区 间 上 具有 连续 的 抒 数 ， 确 切 地 说 : 
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如 果 在 区 间 < 委 x*< 委 ”% 的 连续 函数 y 一 人 全 于 全 并 


| 
砷 


加 第 188 页 上 所 述 ,导数 的 符号 为 判 煌 一 个 玖 数 何 时 是 单调 
的 因而 具有 反 函 数 提供 了 一 个 简单 的 判别 法 ， 一 -个 可 微 函数 (x) 
是 连续 的 ,在 了 (x) 处 处 大 于 零 的 区 间 上 是 单调 增加 的 ,在 了 (x) 处 
”处 小 于 零 的 区 间 上 是 单调 减少 的 ， 
现在 我 们 过 证 明 还 定 米 入 区 浮 数 的 导数 的 问题 


让 克 引 0 的 时 让 由 放 的 信和， 信 上 ， 注 忆 半 
f (x) ' p(y)= 1, 
这 个 关系 式 也 可 写 为 下 列 形式 : 


dy 1 , 

-一 ~ 3 

一 让 (5) 
dy 


最 后 这 个 公式 再 次 说 明 菜 布 尼 兹 表示 法 的 适用 性 ; 符号 的 商 二 


在 公式 中 可 以 当 作 真正 的 分 数 来 处 理 ， 

征明 ”这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 。 把 导数 写成 差 商 的 极 
限 , 即 、 
yf -lin A ln 
其 中 x* 和 yy == 了 Cx), x 和 yi 二 fw) 分别 表示 两 对 相应 的 值 。 根 
所 假设 , 第 一 个 极限 值 不 等 于 零 。 由 于 y == f(x) 和 x 一 p(y) 的 


lim 天 一 “< 一 lm 二 一 
Xs yy YY 于 y 
存在 并 且 等 于 一 一 py 男 一 方面 ,根据 定义 ,上 式 布 剖 的 极限 值 是 


反 国 数 p(y) 的 导数 gg 《y)， 因而 公式 (5) 得 证 ， 
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此 公式 (5) 的 几何 意义 很 简单 ,由 图 3.1 即 可 说 有 明 ， 曲 线 ?一 
f(x) 或 x 二 gly) 的 切线 同 正 x 轴 构 成 角 &， 同 正 > 轴 构 成 角 8; 
由 于 函数 的 导数 在 几何 上 用 切线 的 斜率 来 解释 ,所 以 有 

f(x) = tgpe, q9(y) = gp. . 
: 为 二 ,所 以 gatg8 = 1, 这 个 关系 式 同 上 述 微 
由 于 角 4 和 6 之 和 为 一, 所 以 gatg8 这 也 


分 公式 征 完 全 等 价 的 ， 


BC 一 一 pe 


图 3.1 反 函 数 的 微分 法 


| 外界 点 

在 上 上面 的 讨论 中 我 们 总 是 明确 地 假设 /es) > 0 或 f(x) 二 0， 
旭 f(x) 不 为 零 。 那么 , 如 果 了 (x) = 0， 会 发 生 什 么 情况 呢 。 如 
林 在 一 个 区 间 上 处 处 有 了 (x) = 0, 则 f(x) 是 常数 ， 由 于 这 个 区 间 
上 的 一 切 * 值 都 对 应 着 同样 的 y 值 , 因而 没有 反 函 数 ， 如 果 只 是 
在 一 些 孤 立 的 所 谓 “ 临 界 " 点 上 js) 一 0 (并 目 假 设 f(x) 是 连续 
的 ) 那 么 按照 自 变量 * 通过 这 些 临 界 点 时 f(x) 是 否 变 号 ,就 存在 
着 两 种 情况 。 在 第 一 种 情况 下 ， 这 个 临界 点 将 函数 单调 增加 的 点 
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和 部 数 是 单调 减少 的 点 分 隔 开 ， 在 这 种 临界 点 的 邻 域 内 不 能 存在 
” 单 什 的 反 基 数 .在 第 二 种 情 锅 下, 导数 虽然 等 于 容 但 在 此 后 附近 
并 个 改变 孜 数 y == 1(x) 的 单调 性 质 ,因此 存在 单 值 的 反 状 数 。 然 
而 ,在 相应 的 点 上 , 反 函 数 不 再 是 可 微 的 ;事实 上 , 反 项 数 的 导数 在 
该 点 是 无 穷 大 ， 驮 数 7 = 一刀 和 ?一 关 在 点 xx 一 0, 便 是 这 两 种 情 
况 的 实例 . 图 3.2 和 图 3.3 分 别 说 明 这 两 个 纹 数 通过 原点 时 的 性 
状 , 同时 说 明 消 数 y = 一半 具有 单 值 和 的 反 函 数 , 而 消 数 y= 妆 则 设 
有 音 值 的 肥 国 数 ， 


了 


图 3.2 抛物 线 


b. nn 次 圳 的 反 和 函数 ，n 次 根 


当 4 为 正 整数 时 ， 函 数 y 一 x" 的 反 函数 是 一 个 最 简单 的 例 
子 ; 首先 我 们 假设 * 取 正 值 , 因此 Y 也 取 正 值 。 在 这些 条 件 下 , ; 
总 是 正 的 ,于 是 对 于 一 切 正 的 y 值 ,我 们 可 以 建立 唯一 的 反 函 数 


[一 


图 3.3 立方 抛物 线 


绸 由 前 面 的 一 般 法 则 ,立即 可 得到 这 个 反 国 数 的 导数 如 下 : 


dx 
现在 ,如 果 我 们 改变 表示 法 , 仍 用 x 来 表示 目 变 量 , 则 最 后 可 号 成 


dAV* ad Cx7) 1 
dx dx 7 


这 同 第 175 页 上 得 到 的 公式 是 一 致 的 ， 
。 当 4>>1 时 , 点 x 一 0 需要 特别 加 以 考虑 ， 如 果 * 通过 正佳 


趋向 于 零 , 则 A 显然 无 限 增加 ; 这 种 情况 正 相应 于 # 次 客 
f(x) 二 x" 的 导数 在 原点 等 于 零 ， 在 几何 上 这 意味 着 , 当 #>>1 时 


3 


3 


曲线 》 一 x” 在 原点 与 y 轴 相 切 (参见 第 50 页 图 1.35)， 
应 当 指出 , 当 4 为 奇数 时 ,x > 0 的 假设 可 以 省 去 , 函数 y = 
是 单调 的 ， 并 且 在 整个 实数 域 上 具有 反 配 数 ， 对 于 负 的 > 值 ， 
人 大 
XV) 1 


dy 7 


仍然 成 立 ; 而 当 x = 0, 4 > 1 时 ,我 们 有 人 = 0， 这 种 情况 正 相 


应 于 反 函数 的 导数 给 在 点 y 一 0 是 无 穷 大 ， 


c. 有 反 三 角 函 数 一 一 -多 值 性 


为 了 建立 三 角 函 数 的 反 函 数 , 我 们 再 次 考虑 sin x, cosx, tgx 
和 ctg x 的 图 形 "， 由 第 52 页 图 1.37 和 第 53 页 图 1.38, 我 们 立即 看 
出 ,对 于 这 些 函 数 中 的 每 一 个 来 说 ,如 果 我 们 要 讨论 的 是 唯一 的 一 
个 反 函 数 , 则 必须 选取 一 定 的 区 间 ; 因 为 平行 于 * 轴 的 直线 y 一 <， 


”如 有 果 同 曲线 相交 ,会 相交 于 无 穷 多 个 点 


反正 驳 和 上 反 余 弦 


例如， 对 于 函数 y 一 sinx (图 3.4)， 在 区 间 一 三 <x << 工 


内 ， 导 数 y = cosx 是 正 的 。 在 这 个 区 间 内 , y 二 sinx 具有 反 函 
数 ,我们 用 / 


x 一 arcsiny 


/ 来 表示 (这 个 反 函 数 表 示 一 个 角 ， 其 正弦 之 值 为 y)， 当 y 依 次 遍 


及 从 一 1 到 十 1 的 区 间 时 ,这 个 函数 由 一 二 单调 地 增加 到 十 过。 


如 果 我 们 想 机 强调 的 是 在 这 个 特定 的 区 间 内 来 考虑 正 蔷 函数 的 反 
疯 数 ,我 们 碗 说 是 有 反正 驼 尔 数 的 主 值 . 对 于 使 得 sinx 是 单调 的 另 ， 


1) 图 形 表示 法 有 助 于 读者 克服 在 讨论 反 函 数 的 “多 值 性 ?时 存在 的 某 些 困难 ， 
2) 也 用 另 一 种 符号 表示 法 : *=sin-!y， 这 同 倒数 函数 一- 不 会 混 清 
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~ 一 1 war 


图 3.4 y == sinx 的 图 形 ( 实 线 表 示 主 值 ) 


一 个 区 加 ,例如 区 间 十 Tr 开 , 我 们 训 得 到 另 一 个 反 栈 数 或 


反正 弦 函 数 的 另 一 个 从 支 ”， 如 果 没 有 明确 地 说 出 反 极 数 之 值 所 
在 的 区 闻 , 则 反正 弦 的 符号 并 不 表示 一 个 完全 确定 的 函数 ,而 事实 
上 , 它 表 示 无 穷 多 个 值 ". 

arcsin y 的 多 值 性 可 以 表述 如 下 : 对 于 任何 一 个 正弦 值 y, 与 
其 相对 应 的 不 只 是 一 个 特定 的 角 *， 而 且 还 有 其 他 形式 为 2kx 十 x 
或 (24 十 1)z 一 * 的 角 , 其 中 & 是 任何 整数 ( 见 图 3.4). 

由 关系 式 (5), 我 们 可 以 得 到 沙 数 x = arcsiny 的 导数 如 下 : 


一 


dy ~ Jy cosx 十 V 1] — sin2x 二 V/] —y 3 
如 果 我 们 只 限于 考虑 上 面 提 到 的 前 一 个 区 间 , 即 一 了 一 x 运 了 ， 
则 上 式 中 平方 根 应 取 正 号 2 


最 后 , 我 们 把 自 变量 的 记 法 由 Y 换 为 常用 的 (图 3.5); 这 时 
arcsin x 的 导数 则 表示 为 


1) 有 时 也 称 为 多 信函 数 . 
2) 如 果 我 们 考虑 的 不 是 区 间 一 工 < * < 也 而 是 区 间 子 < * < 一 ， 这 相当 于 
用 x 十 工 来 代替 *， 则 平方 根 应 取 负 号 , 因为 cos x 在 这 个 区 间 上 是 负 的 ， 
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-一 arc sin X = 一 一 一 


dx 1 _ 2 
这 里 假设 arc sin x 是 位 于 一 二 和 = 之 间 的 主 值 , 平方 根 取 正 


dl 


对 于 y 一 cosx 的 反 函 数 , 我 们 ( 当 把 变量 的 记 法 < 和» 交换 
以 后 ) 用 arc cos x 来 表示 ,并 可 以 用 完全 相同 的 方法 得 到 公式 
1 


d 
— 3TC COS XX 一 十 一 一 一 


dx Vi 一 x 


\ yearc sinx 
XNny 


ja 
、\ | 


™、 


\ 
\ 
/ 

/ 


| 
| 
| 
+ 
| 
| 
y 
| 
| 
| 
| 


图 3.5 y= arcsinx 的 图 形 图 3.6 yy 二 arc cosY 的 图 形 
( 实 线 表示 主 值 ) 《 实 线 表示 主 值 ) 
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这 里 ,如果 arc cosx 在 0 和 关 之 问 ( 而 不 是 象 在 arc sin x 的 情况 那 
样 在 一 和 了 之 间 ) 的 区 闻 内 取信 ， 则 平方 根 取 负 号 ( 见 图 
3.6 )。 

当 自 变量 趋 近 于 端点 x = 一 1 和 * 一 1 时 ， 这 些 导数 变 为 无 
穷 大 ， 这 种 情况 正 相应 于 反正 纺 和 反 余 弦 的 图 形 在 这 些 端 点 上 具 
有 垂直 的 切线 ， 

及 正切 和 反 余 切 

我 们 用 类 似 的 方式 来 讨论 正切 和 佘 切 的 反 责 数 ， 对 函数 y 一 
型 z, 当 x 六 林 十 tr 时 其 导数 处 处 为 正 ， 因 而 在 区 间 一 工 <x 


< 三 内 具有 唯一 的 反 函 数 . 我 们 记 这 个 反 函 数 为 x 一 src 地》 (的 


主 文 )， 由 图 3.7, 我 们 立即 看 出 ， 可 以 选取 任何 值 y 十 kz (其 中 
& 为 整数 ) 来 代替 y。 类 似 地 ， 羡 数 y = ctg x 具有 反 函 数 x 一 
arc ctg 》， 如 果 我 们 要 求 这 个 反 上 函数 的 值 位 于 由 0 到 = 的 区 间 内 ， 
则 它 也 是 唯一 确定 的 ;反之 , arc ctg x 同 arc tg * 一 样 ,是 多 值 的 ， 


其 微分 公式 如 下 : 


X= arctgy dl osx = | ~ 一 二 一 ; 
dy 1 十 tg2xy 1 二 +y 
dx 
YX 一 arcctgy, 一 SIN 7 一 一 一 一 一 一 一 。 
dy 1] 十 ctg’x 1 y’ 


最 后 ,如 朱 我 们 仍 用 * 来 表示 自 变 景 , 则 有 


双 arctgx = 一- 
dx ] 十 2 
d 1 
— arcctgx=— , 
adx ] 十 x* 


qd， 相应 的 积分 公式 
” ”上 面 导出 的 这 些 公式 ,如 果 通 过 不 定 积分 来 表示 ; 则 可 写 为 下 
列 形式 : 

| dx = arcsin %,， | L -dX = ATC coOsS Xx, 


V1l—x’ lx’ 


dx = arc tp 7 dx = — arc ctg x, 


| 1 

1 二 x 
虽然 在 每 一 行 的 两 小 公式 中 用 相同 的 不 定 积 分 来 表示 不 同 的 卫 
数 ,但 是 它们 彼此 并 不 矛盾 。 事 实 上 ,这 些 公式 正 说 明 我 们 从 前 已 
经 基 道 的 结果 ( 见 2.9 节 ), 即 同一 活 数 的 一 切 不 定 积分 只 是 相差 一 


些 常 数 ; 这 里 相差 的 常数 是 本 因为 arc cosx 十 arc siny 一 二 ， 


] li+x’ 


TT 
arc tg x* 十 arcctgy = PE 


如 第 153 页 所 述 ， 这 些 不 定 积分 的 公式 可 以 直接 用 来 求 定 积 
分 ,特别 是 ， 


>” cx 
| 一 一 -一 一 frctgx = arc tgb 一 3arctg a, 
4a1 十 a 


如 果 我 们 设 " 一 0, 5 一 1, 并 且 注 意 到 jg0=0 和 名 世 一 1， 则 
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得 到 着 名 的 公式 


To | td. (6) 
4 0 1 二 x 


数 z 本 来 是 在 研究 圆 时 产生 的 ， 现 通过 这 个 公式 被 引入 辣 有 
理 函数 一 二 五 的 很 简单 的 关系 中 了 ， 并 且 代表 图 3.8 所 示 面 积 . 
这 个 关于 = 的 公式 用 是 微 积分 早期 的 重大 成 就 之 一 ， 以 后 我 们 还 
要 来 讨论 (第 一 卷 第 二 分 册 )， 


图 3.8 ”由 面积 表示 的 


”” 玩 一 般 地 ， 本 节 的 这 些 公 式 使 我 们 可 以 纯 分 析 地 定义 三 角 函 
效 , 而 先例 不必 水 及 诸如 三 角形 或 加 这 些 几 何 对 象 ， 例 如 ,和 角 ; 同 
其 正切 * 一 tgy 之 间 的 关系 完全 可 由 方程 


;=| au 
01 二 + 


来 描述 (至 少 对 于 一 二 < y < 二 )， 现 在 我 们 可 以 不 涉及 直观 而 
用 这 个 关系 式 来 定义 直角 三 角形 中 角 y 的 数值 , 角 y 的 邻 边 为 a， 
对 边 为 4， 而 二 一 *。 这 种 通过 数量 的 分 析 定义 ， 使 我 们 有 理由 
在 高 等 分 析 中 使 用 角 和 三 角 函 数 ， 而 不 去 考虑 由 几何 结构 得 来 的 
定义 ， 
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ec， 指数 函数 的 导数 与 积分 

在 第 二 章 , 第 160 页 ， 我 们 曾 作为 对 数 函 数 的 反 羡 数 引 入 了 指 
数 国 数 。 严格 地 说 来 , 这 样 定 义 的 关系 式 y= 一 ex 和 xy 一 log7y 是 
等 价 的 ， 因 此 ,它们 的 导数 满足 关系 式 [ 见 第 220 页 CD 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 人) 一 e 
dx dx dx dlogy 1 
dy dy y 
于 是 ,指数 函数 等 同 于 其 本 身 的 导数 : 
de 
~ 一 一 一 ”上 
dx 
更 一 般 地 说 ,对 于 任 一 正 数 4, 函数 ;一 a* 具有 有 反 范 数 
一 lIog, y 一 logy 
log a 
而 ax 的 导数 是 
da” 1 
rn Mr | 一 | * 
dx d log,y (log a )y ( log a)a 
dy 


因此 ， 对 于 任 一 正 的 常数 a, 函数 y = a 的 导数 与 此 函数 本 身 成 

正比 ， 当 4 是 数 。 时 , 比例 因子 log 。 等 于 1， 在 第 237 页 上 ,我 们 

将 反 过 来 证 明 : ”任何 项 数 ， 如 果 同 其 导数 成 正比 ， 则 其 形式 必定 

是 ?一 ce, 其 中 c¢ 表示 第 数 因子 ， 我 们 还 可 以 根据 微 积分 基本 定 
理 ,将 e* 和 a* 的 导数 公式 变换 为 不 定 积分 的 公式 : 


| ‘dx = 7， 
| eaz = I a*, 
log a 


3.3 复合 函数 的 微分 法 
a。 定 义 
上 述 微分 法 则 已 使 我 们 可 以 求 出 其 它 一 些 函 数 的 导数 ， 例 如 
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由 已 知 导数 的 函数 所 构成 的 有 理 表达 式 等 。 为 了 得 到 在 数学 分 
析 中 出 现 的 这 些 函 数 的 导数 显示 式 ， 还 必须 进一步 推导 关于 合成 
项 数 或 复合 国 数 的 微分 法 则 ， 我 们 经 节 会 遇 到 这 梓 一 些 函 数 ， 这 
些 廊 数 是 由 一 些 比 较 秃 单 的 函数 合成 的 (第 一 章 第 54 页 ): 1(x) = 
gp(xz))， 其 中 p(x) 定义 在 闭 区 间 4 科 x 科 5 上 ,其 值 域 为 w 科 
p(x) 硅 8, 而 so) 则 定义 在 后 一 个 区 间 上 . 

在 这 方面 , 如 果 想 到 将 函数 解释 为 算 子 或 映射 是 有 益 的 
正 像 在 第 一 章 中 那样 ,我 们 将 合成 阔 数 简单 地 写成 

1 一 &9， 

并 且 将 gq 称 为 算 子 或 映射 fg 和 下 的 (符号 ) 积 。 


“bb. 链 式 法 则 


如 果 阔 数 8 和 在 它们 各 自 的 定义 区 间 上 是 连续 的 ， 则 复合 
函数 f(x) = gip(x)] 也 是 连续 的 ( 见 第 一 章 第 57 页 ). 

现在 假设 函数 p(x) 和 g(q) 不 仅 是 连续 的 ， 而 且 是 可 微 的 ， 
这 时 ,我 们 有 下 述 基 本 定理 一 一 链 式 做 分 法 则 : 

因数 f(x) 一 g[q(x)] 是 可 微 的 ,并 且 其 导数 由 下 趟 给 出 : 

1 (x) = g(p)' q(x), (7) 

或 者 用 莱 布 尼 芝 表示 法 
Af df dp 
ax dp dx 


调和 记过 和 或 


二 昌 者 昌 碍 和 


在 直观 上 ， 这 个 链 江 法 则 是 很 容易 理解 的 。 量 g(x) = 
lim 人 2 可 以 看 作 是 微小 区 间 被 吴 射 ?放大 时 的 局 部 放大 束 ， 类 似 


池 ， gCp) 是 隐身 < 给 给 出 的 放大 率 ， 在 首先 作用 ,然后 作用 & 的 
情形 下 , 结果 是 首先 将 变量 * 的 区 间 放 大 pw 倍 , 然 后 将 所 得 到 的 
变量 的 区 间 放 大 g' 倍 ,这 样 产 生 的 总 的 放大 率 g'p’' 必定 是 合成 
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的 贞 射 了 = gq 的 放大 率 . 

这 个 定理 很 容易 从 导数 的 定义 推出 ， 事实 上 , 如 果 我 们 假设 
在 变量 * 的 闭 区 间 上 gp'(x) 关 0, 那么 这 个 定理 的 证 朋 在 直观 上 
几乎 是 十 分 明显 的 ， 这 时 , 因为 Ax = x 一 xi 关 0， 所 以 根据 中 
值 定理 ,我 们 有 : 

A = pi— p= yt) — pA) = (EIAr #0 
(xi < 二 x 7 
并 且 Ag = gCp2) 一 gCp1) ,Af == fx,) 一 f(x), 我 们 可 以 写 出 
Af _Af Am 
和 Ax AP Ax : 
由 于 Aq 关 0, 这 个 恒等式 是 有 意义 的 。 现在, 当 Ax 一 0 时 ( 即 当 
2 和 时)Ap 一 0; 因此 , 当 Ax 一 > 0 时 ,各 个 差 商 分 别 趋向 于 各 
自 的 极限 ,于 是 定理 得 证 。 

为 了 避免 明确 假设 mw (*) 关 0, 我 们 可 以 不 用 p(x) 来 除 , 而 
按 下 述 稍 微细 致 一 些 的 方法 来 处 理 ， 

由 gCy) 在 点 9 是 可 微 的 这 一 假设 ,我 们 得 知 , 量 6 = 了 一 
gg (9), 对 于 固定 的 p, 作为 Ap 的 函数 (Ap 夭 0), 当 A ~0 时 
其 极限 为 零 ， 如 果 对 于 Ag = 0, 定 义 一 0, 我 们 则 有 

Ag= [g (9) + elAg, 
这 里 对 Agq 未 加 限制 。 类 似 地 ,对 于 固定 的 x, 有 
Ag = p(x + Ar)— glx) = [9 (x) 十 9]Ax， 
其 中 lim wm = 0。 于 是 ,对 于 Ax 关 0 和 9 一 p(x), 有 


: 和 一 [g(p) 十 el OP = lg(p) + el[lgp (lx) 十 9]. 


当 Ax 通过 非 等 值 趋同 于 零 时 ,我 们 有 lim Ae 一 0, 因而 lim 8 
一 


lim 2 一 lm fe (Cw) 十 ellim [p(x) + nl = Co) (x), 


Ax>0 /AT 


链 式 法 则 得 证 . 
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连续 应 用 链 式 法 则 ， 我 们 便 可 将 公式 直接 推广 到 由 两 个 以 上 
的 尔 数 复合 而 成 的 情形 ， 例 如 ,如 珠 
y = g(u), U= pl), v= (x), 

这 时 y= fx) = gL ypCy(x))] 是 :的 复合 图 数 ; 其 导数 可 按 下 列 
法 则 得 到 : 

dy ANN .Mu dr. 

tt g (up (v)D (x) i 
对 于 由 任意 多 个 昭 数 合成 的 沼 数 ,类 似 的 关系 式 也 成 立 ， 
得 y = 8e[9(z) ] 的 高 阶 导数 : 


dy Cg 


dp dx SEF» 


y 一 
y =g p+ 4p’, 
y = p+ pp 十 So ， 
我 们 可 以 继续 推出 对 于 y” 等 等 类 似 的 公式 ， 
最 后 ,让 我 们 来 汐 察 一 下 两 个 互 逆 的 水 数 的 复合 . 函数 g(y) 
征 冰 数 y = p(x) 的 反 国 数 ， 如 果 x) = g{ pCe)] 一 上 +。 由 此 可 
滞 ， 
f(x) = g(y)p' (x) = 1, 
”这 与 3.2 节 ( 第 220 页 ) 的 结果 完全 相同 
例 ， 作 为 应 用 链 式 法 则 的 一 个 简单 而 重要 的 例子 ， 我 们 来 微 
分 xxz > 0)， 其 中 是 任意 实数 ， 在 第 二 章 ( 第 162 页 )， 我 们 曾 
定义 


对 于 gp(x) = log x, (Hu) = eu, gly) = e”, 我 们 也 曾 证 明 
pO) VO =, gO = 
现在 , x“ 是 复合 函数 g{g1pCx)]}， 应 用 链 式 法 则 ,得 到 一 般 公式 
C(x°) = gO Vu) 


1 oc” °F x x 


因此 
4 (x° ) 一 ox". 
当 & 为 无 理 数 时 ,如果 我 们 将 xe 定义 为 具有 有 理 指 数 的 各 时 数 
极限 , 而 试图 直接 从 这 个 定义 出 友 , 那么 我 们 也 能 证 明 上 述 公 
只 是 安 困 难 一 些 。 和 而 积分 公式 


| -ax 一 一 (c 关 一 1) 
刀 是 这 个 和合 分 公 却 的 直接 推论 . 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 秀 虑 
一 WII 一 妈 或 ?一 V， 
其 中 pg=1 一 x?, 而 一 1 之 x 过 1. | 


下 y 一 《一 2xz) 一 一 - 
2 了 -A — Xx: 
通过 下 列 简短 的 计算 ,还 可 给 出 另外 一 些 例 了 于。 
l.y 一 arc sin W 1 一 x (一 1 委 x< 委 1,x 天 0)， 
dy 1 iT 二 总 一 X 
dx V1 — (] — x’) dx 
—X 一 ] 
一 上 二 :~ 一 一 一 -一 senk(x)。 
[x| VCI 一 和 AVI 一 和 
?2.3 一 十: (一 1 <x* 一 1). 
上 一 从 
上 十 xx 
a (I=) 
dy .1 二 一 并 
dx 2 十 x dx 
li—x 
VIl—x 2 1 


2 1 十 x 二 (1 __ 2 (1 十 xD _ x 2 
3.y 一 log jzj， 当 * 之 0 时 ,这 个 项 数 " 可 以 直接 写 为 log x， 


1) 函数 logx 只 是 当 *>0 时 才 有 定义 ,而 log 1x| 除 z* 王 0 以 外 处 处 有 定义 ， 
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当 x 过 0 时 可 以 表示 为 log (一 祖 . 当 z 0 时 ， 
d log [x | _dlogx _ 1 


dx dx 万 
当 x 过 0 时 ,由 链 式 法 则 我 们 得 到 


Tp 


x dx —i dx % 
因此 ， 一 般 说 米 ， 当 x 关 0 有 时 
dal 一 
4.7 .出 a* 的 定义 ( 见 第 163 页 ), 我 们 有 
4” 二 ev), 


其 中 p(x) 一 (log z)x。 于 定 

da” -dd 一 2 上 十 og a ja” 

a Ap de (log a) = (log a)a’. 
在 第 230 页 上 ,我 们 由 求 反 函 数 的 导数 的 法 则 已 经 得 到 同样 的 结 
果 ， 

5.y 一 和 fs) 因为 
[GD 1 = ev), 

其 中 p(x) = g(x) log [f(x)1, 我 们 得 到 


和 | XY}) = pc “ L g 
rr (4 log 十 8 | 而 


一 x) sx (x) lo (x)f Cx) 
[De (gCe) log [fC)1 + 人 ). 


例如 , 当 g(x) = f(x) 二 x 时 ,我 们 有 
dx* 


了 = x*(log x + 1)., 
c. 广义 微分 学 中 值 定理 
作为 链 式 法 则 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 推导 广义 八 分 学 中 信和 室 理 ， 考 
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虑 酚 个 函数 FE(x) 和 G(x), 它们 在 * 轴 的 闭 区 间 [a,5] 上 上 是 连续 
的 , 并 在 这 个 区 疗 的 内 部 是 可 微 的 。 我 们 假设 G(x) 是正 的 ,将 
通 营 的 微分 学 中 值 定理 分 别 应 用 于 F 和 G, 给 出 差 商 
F(b 一 F(a) 
G(b) 一 Ga) 
的 表达 式 : 
Fo)— Fla) __ PCS 一 a) _ F'(E) 
GD) — G0) GOG—a) Gm) 
其 中 和 ”是 开 区 间 (4, 5) 内 的 两 个 适当 的 中 间 值 。 广 义 中 值 定 
理 说 的 是 : 我 们 可 以 将 这 个 差 商 写成 更 简单 的 形式 
F(b)— F(a) 下 (2) 
G(b) — Gla) GL) 
其 中 F’ 和 6G’ 是 在 同一 个 中 间 值 5 上 取 值 的 . 
为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 引入 4 二 G(x) 作为 F 中 的 自 变 量 ， 
出 假设 G > 0, 我 们 得 知 : 国 数 x 一 G(x) 在 区 间 [ce.21 上 是 单 
调 的 ， 因 而 就 有 定义 在 区 间 [c, 8] 上 的 反 函 数 x = g(x)， 其 中 
x 一 Ga),8 一 G(O)， 因 此 ,复合 国 数 Fig(w)] = je) 对 于 区 
间 [c,8] 上 的 * 有 定义 .由 遂 背 的 中 值 定理 ,我 们 得 到 
F(b) — F(a) = 1(86) — fa) = fF(7)(8 一 o) 
= f(r7)[G(2) 一 G(a)], 
其 中 + 是 «和 8 之 间 的 一 个 适当 的 值 ， 又 由 链 式 法 则 ,我 们 推出 
, 4 F F' (x) 
1 (#4) 一 一 下 [Co = F |g(u lg (au) 一 ry 
而 在 区 间 (a， 5) 内 ,对 于 w= 二 7, 存在 对 应 的 一 个 值 x = g(y) = 


c, 于 是 f(Y) = 了 2, 从 而 得 到 广义 中 信 定 理 . 


3.4 指数 函数 的 某 些 应 用 
涉及 指数 函数 的 问题 种 类 繁多 ， 这 就 说 明 指数 函数 在 各 方面 
的 应 用 当中 都 是 十 分 重要 的 ， 
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a， 用 微分 方程 定义 指数 函数 


我 们 能 够 通过 一 种 简单 的 性 质 来 定义 指数 水 数 ， 在 一 些 特殊 
的 情 吏 下 ,应 用 这 种 性 质 可 以 避免 许 多 详细 的 论证 ， : 

各 果 函 数 ) 一 fC*) 满足 形式 为 

y 一 oy (8) 
的 方程 ,其 中 4 是 常数 , 则 YY 具有 形式 
>” 一 /0 = ce, 

gy 

因为 方程 (8) 表示 溺 数 及 其 导数 之 间 的 一 种 关系 ， 所 以 称 为 
指数 函数 的 微分 方程 . 

显然 ， 当 “是 任 一 任意 剃 数 时 , y = ce”* 满足 这 个 方程 。 反 
之 ,任何 其 他 函数 都 不 满足 微分 方程 y 一 oy 一 0。 因 为 如 果 ? 是 
满足 这 个 方程 的 一 个 函数 , 我 们 考虑 函数 二 ye-“%“， 这 时 , 我 们 
有 : 


or 一 吝 广 


— Oye "== et(y — oy). 
然而 ,由 于 我 们 已 经 假设 y = ay, 所 以 右 端 等 于 零 ; 因此 w = 0， 
”于 是 # 是 带 数 (第 189 页 ), 正 如 我 们 要 证 明 的 , y = ce“ ， 
现在 我 们 将 这 个 定理 应 用 于 几 个 实例 ， 
b. 连续 复 利 ， 放 射 性 晓 变 


由 于 定期 利息 而 扩大 的 资本 总 和 (或 称 本 金 ) 在 利息 期 间 是 以 
”下 述 罕 变 的 形式 而 增加 的 . 如 果 100 是 百 分 利 率 ,并且 自然 增长 
的 利息 在 每 年 末 加 入 本 金 , 则 x 年 以 后 ,开始 时 为 1 的 本 金 的 积累 
值 将 是 / 


. . 
WU = ye 


(1 十 ae 
然而 ， 如 果 利 息 不 是 在 每 年 之 末 而 是 在 一 年 的 每 4 分 之 一 之 
末 加 入 到 本 金 里 面 ,那么 * 年 以 后 ,资本 总 和 将 达到 


0 4 ££). 
n 


23) * 


为 简单 起 见 , 取 * = 1, 我 们 得 知 开始 时 为 1 的 资本 在 一 年 以 后 将 
增长 到 z 
: (| t+) 


现在 ,如 果 我 们 令 ”无 限 增 大 , 也 就 是 说 , 在 越 来 越 短 的 期 间 内 将 
利息 计 人 本 金 , 则 其 极限 情况 意味 着 随时 将 复 利 计 入 本 金 ; 于 是 ， 
一 年 之 后 的 资本 总 和 将 是 原 有 本 金 的 e* 倍 ( 见 第 162 页 ) .类似 地 ， 
如 果 继续 按 这 种 方式 来 计算 利息 ， 那 么 原来 为 1 的 本 金 在 + 年 之 
后 将 增加 到 ez; 这 里 * 可 以 是 任何 整数 或 非 整数 . 
许多 这 种 类 型 的 例子 都 不 难 归 入 3.4 节 a 论题 的 范围 中 
去 。 例如 , 我 们 考虑 由 数 y 表示 的 一 个 量 , 这 个 量 随 时 间 而 增加 
(或 减 小 ), 而 增加 (或 减 小 ) 的 速率 与 其 总 量 成 正比 。 如 果 以 时 间 


为 自 变量 ,那么 增长 率 就 是 形式 为 y = cy 的 一 个 规律 , 其 中 比例 


因子 4 是 正 的 还 是 负 的 ,取决 于 这 个 量 是 增加 还 是 碱 小 ， 于 是 , 根 
据 3.4 节 a, 量 y 本 身 可 由 公式 
4 一 Cec 
给 出 ,如 果 我 们 考虑 时 刻 x*=0, 即 可 明 瞎 常数 c 的 意义 ， 当 * 一 0 
时, e”* 二 1, 我 们 得 知 .c == yo 是 在 时 | 则 开始 时 的 数量 ， 于 是 可 以 
写成 
y = yoc”。 
一 个 具有 代表 性 的 例子 就 是 放射 性 暗 变 ， 在 任 一 时 刻 , 放射 ， 
性 物质 的 总 量 ? 减少 的 速率 都 同 这 一 时 刻 存在 的 物质 总 量 成 正 
比 ;这 一 点 是 可 以 想象 到 的 ,因为 每 一 部 分 物质 减少 的 速度 同 其 他 
每 一 部 分 物质 是 一 样 的 。 所 以 , 用 时 间 的 函数 来 表示 物质 总 量 y， 


应 满足 形式 为 y》 = 一 妙 的 关系 式 , 其 中 天 应 取 正 值 ,因为 我 们 指 


的 是 三 少 看 的 量 。 于 是 , 物质 总 量 可 以 表示 为 时 间 的 函数 : y = 
yoe~**, 其 中 yj 是 在 时 间 开 始 时 (时 间 x = 0) 物质 的 总 量 . 

在 一 定 的 时 间 了 以后， 放射性 物质 将 减少 到 其 初始 总 量 的 一 
半 . 这 个 所 谓 的 半 误 期 + 由 下 列 方程 给 出 : 


1 hr 
F310 Yoe 人 


8 | 


由 此 方程 我 们 立即 得 到 = log 2, 


c， 物 体 被 周围 介质 冷却 或 加 热 


出 现 指数 函数 的 另 一 个 典型 例子 是 物体 冷却 ， 例 如 漫 入 很 大 
的 低温 水 槽 中 的 温度 均匀 的 金属 板 的 冷却 问题 . 假设 水 槽 本 身 很 
大 , 以 致 其 温度 不 受 冷 却 过 程 的 影响 ， 我 们 还 假设 , 在 每 一 时 刻 ， 
涛 入 水 槽 之 物体 的 各 部 分 都 具有 同样 的 温度 ， 并 且 温 度 变 化 的 
速率 同 物体 的 温度 与 局 围 介质 的 温度 之 差 成 正比 〈 牛 顿 冷却 定 
律 ). z 
如 果 我 们 用 x 表示 时 间 , 用 y = y《x) 表示 物体 与 水 槽 之 间 的 
温度 差 ,那么 这 个 冷却 定律 就 可 以 表示 为 下 列 方程 
y 一 —ky, 
其 中 & 是 正 的 常数 (% 值 表征 物体 物质 的 物理 特性 )。 从 这 个 表示 
给 定时 刻 冷 却 过 程 的 效应 的 微分 方程 ,我 们 利用 第 237 页 式 (8), 就 
得 到 形式 为 
y= ce 
的 “积分 律 ”, 它 给 出 任意 时 刻 * 的 温度 差 。 此 式 说 明 , 温度 “ 按 指 
数 方式 ”下 降 , 并 且 逐 渐变 得 等 于 外 界 的 温度 ， 温 度 下 降 快 慢 的 程 
度 由 数 《 来 决定 。 常数 的 意义 同 前 面 一 样 , 在 这 里 是 x = 0 时 
的 初始 温度 差 , m == c, 于 是 这 个 冷却 定律 可 以 写 为 下 列 形式 : 
y 一 yoe™*, 
显然 , 上 述 讨论 也 适用 于 物体 加 热 的 场合 。 不 同 的 只 是 这 时 
初始 温度 差 y 是 负 的 而 不 是 正 的 . : 


d. 大 气压 随地 面 上 的 高 度 的 变化 


出 现 指数 函数 的 又 一 个 例子 是 大 气压 随 高 度 的 变化 ， 我 们 利 
用 两 个 物理 事实 : 〈1) 大 气压 等 于 地 面 单位 面积 垂直 上 方 空气 柱 
的 重量 ; (2) 波 义 耳 定律 。 按 照 这 个 定律 ,在 给 定 的 常温 下 , 空气 
的 压力 同 空气 的 密度 " 成 正比 。 用 符号 来 表示 , 波 义 耳 定律 是 
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p 二 a0, 其 中 4 是 一 个 常数 , 它 取 决 于 空气 的 特定 的 物理 性 质 ， 我 
们 的 | 同 题 是 机 确定 作为 离 地 面 的 高 民 4 的 六 数 p 二 人 (有). 

如 果 我 们 用 po 表示 地 面 的 大 气压 , 即 单位 面积 上 承受 的 空气 
柱 的 总 重量 ， 用 8 表示 引力 常数 ， 用 o(%) 表示 离 地 面 高 度 为 4 
之 处 的 空气 密度 ， 那 么 直到 高 度 为 上 的 空气 柱 的 重量 则 由 积分 


g | oC4)di 给 出 "， 因 此 ,高 度 4 处 的 大 气压 是 


p= f(h) = p—g | oa. 
进行 微分 ， 则 得 到 压力 p = 1(4) 和 密度 ol 有) 之 间 的 下 列 关系 
式 : 
go(h) 一 一 六 人 一 —p. 
现在 我 们 利用 波 义 耳 定律 从 这 个 方程 中 消去 量 。， 于 是 得 到 方程 
六 一 一 (二 ) p, 其 中 只 含 一 个 压力 未 知 函数 ， 由 第 237 页 式 《8)， 
得 到 : 
p =f = ee. 
如 果 像 上 面 那样 ， 我 们 用 思 表示 地 面 的 大 气压 0) , 册立 即 可 知 
5 = th， 结果 
?三 1(h) = pe 
取 对 数 以 后 ,得 到 
j= 人 log Po 
g pb 


我 们 经 常会 用 到 这 两 个 公式 ， 例 如 ,如 果 常 数 a 已 知 ,根据 这 两 个 


“公式 ,我 们 便 可 由 气压 计 测 得 的 大 气压 来 求 某 一 处 的 高 度 ,或 铬 通 


过 测量 某 两 处 的 大 气压 来 求 这 两 处 的 高 度 差 。 此 外 ,如果 大 气压 
和 高 度 % 均 已 知 ， 我 们 则 可 确定 在 气体 理论 中 具有 重大 意义 的 常 
儿 a 

1) goC4) 是 高 度 久 处 每 单位 体 职 空气 的 重量 . 
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e， 化 学 反应 过 程 


我 们 假设 物质 溶解 于 大 量 的 溶剂 之 中 ， 璧 如 说 一 定数 量 的 蔗糖 深 
解 于 水 中 。 如 果 发 生化 学 反应 , 那么 在 这 种 情况 下 化 学 中 质量 作 
用 定律 表明 : ”反应 的 速率 同 正在 进行 反应 的 物质 的 数量 成 正比 . 
我 们 假设 , 莽 糖 由 于 催化 作用 逐渐 变 为 转化 将 , 并 且 用 uCx) 表示 
在 时 刻 * 时 尚未 变化 的 花 糖 的 数量 ， 于 是 ,反应 的 速率 是 一 4 ， 


根据 质量 作用 定律 ,下 列 形式 的 方程 成 立 : 


du 
Ux 


其 中 外 是 与 进行 反应 的 物质 有 关 的 常数 ， 像 第 237 页 那样 ,从 这 个 
狂 时 的 微分 律 ,我 们 立即 得 到 积分 律 

u(x) = ae™*, 
这 个 定律 作为 一 个 时 间 的 函数 给 出 了 巷 粮 的 数量 ， 它 清楚 地 说 
明 , 化 学 反应 如 何 逐 渐 地 趋向 于 其 最 终 状 态 # 一 0, 即 进行 反应 的 
物质 完全 转化 ， 常 数 4 显然 是 x 一 0 时 存在 的 芒 糖 数量 . 
f. 电路 的 接 通 或 切断 


作为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 来 考察 当 按 通 或 切断 电路 时 直流 电 
流 的 产生 或 消失 过 程 。 如 果 尺 是 电路 的 电阻 ,也是 电动 势 (电压 )， 


电流 工 由 其 最 初 的 零 值 逐渐 增加 到 最 终 的 稳定 值 去， 因此 ,我 们 


必须 将 7 看 作为 时 间 x 的 函数 ， 电流 的 产生 与 电路 的 自 感 有 
关 ; 电 路 具有 一 个 特征 常数 L 一 一 自 感 系数 ,其 性 质 是 ， 当 电流 增 


加 时 ， 将 产生 一 个 与 外 加 电动 势 忆 相反 的 、 大 小 为 上 < 的 电动 


势 。 由 欧姆 定律 可 知 ， 在 每 一 时 刻 , 电阻 与 电流 的 乘积 都 等 于 实 
际 有 效 电 压 ,于 是 我 们 得 到 关系 式 | 


== — hu, 
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今 
f(x) = 1(x) 一 二， 
R 
我 们 立即 求 出 了 (x) = 一 (全)fC*) ,因此 由 第 237 页 式 (8) 有 je ~ 
f(0)e 到， 注意 到 7(0) = 0, 我 们 得 知 f(0) 一 一 三; 于 是 ,作为 
一 个 时 间 的 函数 ,我 们 得 到 电流 的 表达 式 
一 Ek/ -2 
I 一 f(x) 十 一 去 (1 ). 
这 个 表达 式 说 明 当 电路 接 通 时 电流 是 如 何 渐 近 地 趋向 于 其 稳定 什 
k 
R 
3.5 双 曲 函数 
a。 分 析 的 定义 
在 许多 应 用 中 ,指数 函数 还 以 下 列 组 合 的 形式 出 现 : 
= (er 十 e-*) 或 = (er 一 0-*). 


作为 一些 特 定 的 于 数 ， | 人 这 些 级 合 以 及 美 似 的 一 些 组 合 确 古 很 
方便 的 ;我 们 把 它们 表示 如 下 : 
sinh x = 二 一 -， coshx 一 和 ce (9a) 
tanh x = 三 coth x = 上 (9b) 


并 分 别称 为 双 曲 正 瓜 、 双 曲 余弦 、 双 曲 正切 和 双 曲 余 切 ， 斋 数 
sinhy ， cosh x 和 和 tanh x 对 于 一 切 * x 值 都 有 定义 ， Ti 对 于 cothx 来 
说 ,点 x 二 0 必须 除外 ， 选 用 这 样 一 些 名 称 ,是 为 了 表明 它们 辐 三 
角 沙 数 有 着 某 种 类 似 ; 正 是 这 种 我 们 将 要 详细 研究 的 相似 性 ,证 朋 
我 们 特别 来 考察 一 下 这 些 新 函数 的 合理 性 .图 3.9,3.10 和 3,11, 给 
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\ 

\ jf 

\ ff 
\ 


y= cosh x y 


H y= snhezx 
\ y 


图 3.9 


出 了 双 曲 函数 的 图 形 ;图 3.9 中 的 虞 线 是 y 一 ( 工 )" 和? = ( 工 ) 
< 的 图 形 ,由 这 些 图 形 很 容易 作出 sinh x 和 cosh x 的 图 形 . 
显然 ，cosh* 是 偶 通 数 ， 即 当 把 * 换 为 一 x 时 该 函数 保持 不 
变 , 而 sinh x 是 奇 秀 数 , 即 当 把 * 换 为 一 x 时 该 函数 变 号 ( 见 第 30 
页 )， : 
根据 定义 , 阔 数 
coshx = Ste 


对 于 一 切 * 值 都 是 正 的 并 且 不 小 于 1。 当 x = 0 时 ， 这 个 函数 取 
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1 i i i EA EE eh th nb i Mee i et nine ep pg pn pp sp we ri 
y=tanhx 
允 二 起 性 县 - 将 

-= = } O 1 2 
ih 一 一 一 ~ 一 这 

图 3.10 

了 

y= tothezx 


图 3.11 


最 小 值 ，costi0 王 
由 定义 可 以 直接 的 出 cosh x 和 sinh x 之 间 的 基本 关系 式 


cosh* x 一 sinh*x = 1. 
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现在 ,如 果 我 们 不 用 * 而 用 t 来 表示 自 变量 ,并 且 记 
t= cosht, y= sinhti, 
则 有 
XxX— y= 1: 
也 就 是 说 ， 当 + 取 遍 册 一 oo 到 十 oo 之 间 的 一 切 信 时 ,坐标 为 二 
cosh 1,y 一 sinht 的 点 将 沿 着 等 轴 双 曲线 x 一 y? = 1 移动 ， 按 昭 
所 定义 的 方程 ，x 之 1， 并 且 由 上 述 公 式 显 然 可 知 ， 当 tt 取 通 由 


一 co 到 十 oo 之 疗 的 一 切 值 时 ,> 将 通 及 由 一 oo 到 十 % 之 辣 的 一 


切 值 ; 因为 , 当 + 趋同 于 无 穷 大 时 e! 趋同 于 无 穷 大 ,而 e”' 则 趋同 
于 零 。 所 以 , 我 们 可 以 更 确切 地 说 ， 当 上 取 遍 由 一 0 到 十 % 之 
闻 的 一 切 值 时 ， 方 程 x* = cosh 1,y 一 sinh i 给 出 等 轴 双 曲线 的 一 
文 ; 锅 右边 的 一 支 . 


b。 加 法 定理 和 微分 公式 
由 双 蝎 函数 的 定义 ,我 们 得 到 双 曲 函数 的 加 法 定理 : 
cosh(a 十 0) = cosh a cosh 6 + sinh a sinh 5, 
sinh(a + 6) = sinh a cosh 6 十 cosha sinh b, 
如 果 我 们 写 出 
e2ae” 十 ee 


cosh (十 从 一 全 一， 


(10) 


一 六 


8 六 一 人 
sinh (a 十 2) 一 = 一 -一 一 一 


并 将 
e” = cosh a 十 sinh a, ce™’ = cosh a — sinh a, 
e = coshbt sinhb, ee? = coshb — sinhb 
代入 , 加 法 定理 即 可 得 证 。 这 些 公式 同 相应 的 三 角 公 式 之 间 是 极 
其 相似 的 。 加 法 定理 中 的 唯一 差别 在 于 第 一 个 公式 中 有 一 个 符号 
是 不 同 的 . / 
敏 分 公式 也 存在 相应 的 类 似 之 处 ， 如 果 想 到 <- 一 e*, 我 们 


不 难得 到 
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d ， da 
一 coshx 一 sinh x, 一 sinh x = cosh x, 
dx dx 


(C11) 
tanhx—=— 4 cohy 一 一 1 
Adx cosh2y dx sinh?7x 


由 前 两 个 公式 可 知 ，y = cosh x 和 y 一 sinh x 是 下 列 微分 方 
dy 
adx* 

这 个 方程 与 三 角 函数 cosx 和 sin x 所 满足 的 类 似 方 程 也 仅仅 相差 
一 个 符号 ( 见 第 181 页 ). 


》，, (12) 


c， 反 双 弗 函数 
对 应 于 双 曲 函数 x 一 cosh 1，y = sinh t 的 反 阴 数 , 我 们 记 为 ? 


= af coshx, 1 = arsinh y, 
因为 函数 sinh x 在 整个 区 间 一 co <x 二 co 上 是 单调 增加 的 2， 所 
以 对 于 一 切 》 值 其 反 函 数 唯一 确定 ; 另 一 方面 ,只 要 看 一 下 函数 图 
形 (《 见 第 243 页 图 3.9) 便 可 得 知 ,t 二 ar cosh x 不 是 唯一 确定 的 ,而 
”是 具有 两 种 符号 ,因为 对 应 于 一 个 给 定 的 * 值 ,不 仅 有 一 个 数 i 而 
且 还 有 一 个 数 一 :。 因为 对 于 一 切 : 值 ， 有 cosh t 1 所 以 其 反 
沼 数 ar cosh x 只 是 对 于 x 之 1 才 有 定义 . 
我 们 不 难 用 对 数 来 表示 这 些 反 函数 ,只 须 将 定义 
ef 十 ee! et:— ei 
ty 
中 的 e: 一 “看 作为 未 知 量 , 并 且 由 这 些 (二 次 ) 方 程 解 出 zx 来 : 
zx 一 迷 土 W xz 一 ] ， wx 一， 十 W 人 十 1 
因为 x == e: 只 能 具有 正 值 , 所 以 第 二 个 方程 中 的 平方 根 必须 取 正 
号， 而 第 一 个 方程 中 的 平方 根 既 可 取 正 号 也 可 取 负 号 〈 正 相应 于 
”上 面 指出 的 那 两 种 情况 )。 如 果 写 成 对 数 形式 ， 则 有 t = log， 


1》 也 使 用 符号 cosh '*， 等 等 , 见 第 36 页 脚注 ， 
2) 5 sinh ! = cosh1> 0 


ili, 
Wi 
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因此 
i= log(x Vx —1)= arcosherx 


f 一 log(y 十 V+1) 一 ar sinhy., 
在 ar cosh x 的 情况 中 , 变量 x 只 限于 取 区 间 x 之 1 上 的 值 ， 而 
ar sinh y 对 于 一 切 》 值 都 有 定义 、 
方程 (13 ) 给 出 ar cosh x 的 两 个 值 
log (zx + Vx —1) 和 log(x — Vr—1), 
它们 对 应 于 ar cosh x 的 两 个 分 文 。 因为 
(十 Via 一 1)G 一 Va2 一 1)= 一 1， 
所 以 ar cosh x 的 这 两 个 值 乙 和 为 零 ， 这 同人 前面 指出 的 上 共有 两 种 
从 号 是 一 致 的 : 
我 们 能 够 类 似 地 定义 双 昌 正切 和 双 曲 余 切 的 反 汲 数 ， 并 且 也 
能 用 对 数 来 表示 .我们 将 这 些 反 函数 记 为 ar tanh x 和 ar coth x; 如 
果 都 用 * 来 表示 有 目 变 量 ,我 们 不 难得 到 


ar tanh % 一 二 log 本 一 在 区 邮 一 1L 二 x 二 1 内， 
一 区 


(13) 


， (14) 
ar coth x = 本 Jog 二 一 了 在 区 间 x < 一 1:x>1 内 ， 


读者 自己 可 以 对 这 些 反 函数 进行 微分 ， 既 可 以 应 用 反 函 数 的 
微分 法 则 ， 也 可 以 取 这 些 反 函数 的 对 数 表 达 式 而 应 用 链 式 法 则 . 
如 果 把 x 作 自 变量 , 则 结 时 是 


a d 1 
~ 一 3T cosh X 一 土 3 I sinh ;i 9 
dx + 一 1] dx Vx? 十 ] 
(15) 
d 1 d 1 
—ar tanh x 一 9 -一 3 coth x 一 . 
dx ] 一 dx ] 一 


后 两 个 公式 役 此 并 不 矛盾 ,因为 前 者 只 是 对 一 1 <yx<1 成 立 ,后 
着 只 是 对 x < 一 1 和 1 <x 成 立 ,在 第 一 个 公式 中 导数 Sar coshx 


的 两 个 值 《 分 别 取 正 号 和 人 负 号 ), 对 应 于 曲线 y = ar coshx 一 
log (x 土 Vx 一 1 ) 的 两 个 不 同 的 分 支 ， 
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d. 与 三 角 函 数 的 其 他 相似 性 


双 曲 溺 数 同 三 角 滴 数 之 闻 的 相似 性 并 不 是 偶然 的 ， 如 采 我 们 
像 在 后 面 7.7 节 a 中 所 做 的 那样 ， 用 碟 变 量 来 埃 察 这 些 函 数 ， 那 
么 二 者 相似 性 的 更 深刻 原因 就 会 变 得 十 分 明显 。 这 时 , 我 们 可 以 


把 cosh x 和 cos (1x), sinh x 和 (2) sin (ix) 等 同 起 来 ， 其 中 


i 一 V 一 1。 这 一 事实 显然 使 得 每 一 个 含 三 角 函 数 的 关系 式 都 对 
应 着 相似 的 双 曲 函数 关系 式 ， 这 许多 相似 性 都 存在 着 很 有 意义 的 
几何 解释 或 物理 解释 (也 可 参阅 第 四 章 , 4.1 节 旋 . 

在 上 面 用 量 : 来 表示 等 轴 双 曲线 时 ， 我们 并 没有 对 “参数 ”: 
本 身 赋予 任何 几何 意义 。 现在 我 们 再 来 议论 这 个 论题 , 则 会 发 现 
三 角 函 数 同 双 曲 函数 的 另 一 些 相似 之 处 ， 如果 我 们 通过 参数 : 以 
x 二 cost,y 一 sint 的 形式 来 表示 方程 为 x 二 交 = 二 1 的 圆 ， 则 可 
”将 量 :解释 为 一 个 角 或 者 解释 为 沿 圆周 度量 的 弧 长 ;然而 ,我 们 也 

”可 将 * 看 作为 对 应 于 该 角 的 圆 扇形 面积 的 二 倍 ， 面 积 为 正 还 是 为 
负 , 取 决 于 该 角 是 正 的 还 是 负 的 ， 

现在 我 们 可 以 类 似 地 说 ,对 于 双 曲 函数 , 量 上 是 关于 x? 一 y 
1 的 双 曲 扇形 (图 3.12 中 斜 线 所 示 部 分 》 的 面积 的 二 倍 2. 把 : 角 
释 为 面积 ,这 正 是 将 反 双 曲 函 数 称 为 上: 一 arcoshxz 和 :一 arsinhy 
的 兰 因 2。 其 证 明 并 不 难得 到 ,只 要 我 们 通过 坐标 变换 
xx 一》 一 V25 ri+y=V2y, 

上 | 


- 记 一 一 (十 5)，y 二 -三 (7 一 ¢), 
使 得 双 曲 线 的 渐 近 线 成 为 坐标 轴 ; 在 这 些 新 的 坐标 之 下 , 双 曲 线 的 


[TI | 


1) 关于 另 一 种 证 明 , 见 第 四 章 ,4.1 节 k. 
2) 正 像 :一 arc cosx 指 的 是 单位 圆 的 弧 长 那样, : = ar cosh x 指 的 是 与 等 轴 双 曲 
缆 x 一 妈 一 1 有 关 的 面积 ， 顺 便 指出 ,上 不 是 汉 曲 线 的 弧 长 . 
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千 
x2—y = 1 
Q 
,AY = {cosh t, sinh 1) 
S 
I = 区 
| \ 
了 
图 3.12 


方程 是 切 一 = 因为 09 和 9P 的 长 度 分 别 是 ”和 二 1 ， 两 个 直 


角 三 角形 OPO 和 04B 的 面积 都 是 二 ， 所 以 双 曲 记 形 鲁 面 积 等 于 
图 形 480P 的 面积 。 显 然 , 点 4 和 点 B 的 坐标 分 别 是 

__l 1 一 人 YY 十 》 

人 二 一 和 和 5 = 一 9 一 二 一 ”3 

A/ 2 V2 A/ 2 1 M2 
于 是 我 们 得 到 双 曲 扇形 面积 的 二 倍 是 

(xtyyY 2 

We : 
然而 根据 第 247 页 方程 (13), 上 式 右 端 等 于 1, 因而 我 们 的 论断 得 


(+)a = log (x + y) = log (+ Me —1), 
7 
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总 之 ,我 们 可 以 指出 ,如 图 3.13 所 示 , 双 曲 次 数 在 图 形 上 可 以 
通过 双 曲 线 来 表示 :, 正 像 三 角 函 数 可 以 通过 圆 来 表示 一 桩 ， 


sinh f 


图 ”3.13 


3.6 ”最 大 值 和 最 小 值 问题 


在 多 种 应 用 中 。 我 们 首先 来 阐述 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 理 
” 论 , 并 联系 二 阶 导数 进行 几何 上 的 讨论 . 


&。 曲 线 的 下 凸 和 上 凸 
根据 定义 ,导数 了 (x) = < 到 表示 曲线 》 一 f(x) 的 斜率 , 函 

数 六 (x) ( 即 曲 线 y 一 f(x) 的 斜率 ) 的 导数 ， 是 由 导数 -对 人 一 

4 人 即 fw) 的 三 阶 导数 给 出 的 ， 如 此 等 等 ， 如 果 二 阶 导数 
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帮 (z) 在 点 * 是 正 的 , 那么 由 连续 性 (我 们 假设 ), f(x) 就 在 点 * 
的 某 一 个 邻 域 内 是 正 的 ?， 于 是 在 这 个 邻 域内 导数 了 (x) 随 * 值 增 
加 而 增加 。 因 此 ,曲线 y = f(x) 是 向 下 凸 的 ;这 时 ,函数 f(x) 或 曲 
线 7 == f(x) 称 为 严格 下 凸 的 ， 如 果 六 (x) 是 负 的 , 则 阔 数 和 曲线 
称 为 上 目的 。 所 以 , 当 f(x) > 0 时, 在 点 * 的 邻 域 内 , 曲线 处 于 
其 切线 的 上 方 ,而 当 六 (x) 二 0 时 , 曲线 则 处 于 切线 的 下 方 ( 几 图 
3.14a 和 3.14b)(〈 人 参阅 第 212 页 品 题 4 和 5.6 韦 )， 


> 了 


图 3.14 (a) F(x)>0; (bP)f'(x)<0 


接点 
我 们 还 需要 特别 加 以 考虑 的 只 是 在 .f(x) 一 0 的 一 些 点 ， 


i 


般 说 来 ; 当 * 通过 这 种 点 时 , 二 阶 导 数 将 改变 其 从 号 。 因此, 这 种 
点 是 上 述 两 种 情况 之 间 的 转折 点 ;也 斌 十 说 ,在 这 种 点 的 一 边 切 线 
处 于 曲线 的 上 方 ,在 男 一 边 切 线 处 于 曲线 的 下 方 ,而 切线 在 该 点 上 


1) 这 里 我 们 利用 了 在 直观 上 是 明显 的 结果 ; 连续 函数 gCx), 如 果 在 点 所 是 正 的 ， 
则 在 xo 的 充分 小 的 邻 域内 的 一 切 点 (只 要 它们 属于 8 的 定义 域 ) 也 是 正 的 。 正 
式 证明 很 简单 ， 由 8 在 x 的 连续 性 ,我 们 得 知 : 对 于 每 一 个 正 的 8, 在 点 各 的 
充分 小 的 邻 域 lx 一 xol <5 内 的 一 切 点 * 上 ,不 等 式 jg《*) 一 g(xo)| < 之 8 都 成 
立 ， 因 为 gCxo)>0, 我 们 可 以 将 数值 gCxo) 取 作 为 8， 于 是 在 某 个 邻 域 内 ， 
jaCx) 一 8Cxo)| < 地 8Cxo)， 这 时 ,因为 g(x0) - gx)<|gCx) ~ g(xo)1< 地 


”g(xo), 所 以 可 以 推出 gCzD)> 本 8gCm)>0， 
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穿 过 曲线 ( 见 图 3.15)， 这 种 点 称 为 曲线 的 揭 点 ， 其 对 应 的 切线 称 
为 扬 切 线 . 


图 3.15 换 点 


一 个 最 简单 的 例子 是 函数 》 = x: 一 一 立方 抛物 线 . 对 此 ,x 轴 
本 身 就 是 在 拐点 * = 0 处 的 捐 切 线 ( 见 第 223 页 ， 图 3.3)， 另 一 个 
例子 是 注 数 f(x) = sin x， 对 于 这 个 函数 ， 

/ d sin x ni 人 sin x . 

/ f (x) Te cosx, f(x) TT = — SIN X, 
由 此 , 了 C0) = 1 和 了 (0) 一 0; 因为 在 * 二 0 处 左右 f(s) 变 号 ， 
所 以 正弦 曲线 在 坐标 原点 具有 与 * 轴 构 成 15° 倾角 的 拐 切线 ， 

然而 ,必须 指出 的 是 ,还 存在 这 样 一 些 点 ,在 这 些 点 上 f(x) = 
“0, 但 是 当 * 过 该 点 而 增加 时 f(x) 不 变 号 ， 其 切线 并 不 穿 过 曲线 
而 是 位 于 曲线 的 一 侧 , 例如 曲线 y= x+ 的 整个 图 形 位 于 * 轴 的 上 
方 , 虽 然 在 zx = 0 处 二 阶 导数 广 (*) = 12x? 等于零 . 


b. 最 大 值 和 最 小 值 极 值 问 题 ， 平 稳 点 


我 们 说 函数 1(x) 在 点 达到 最 大 值 ,如 果 在 点 处 的 } 值 不 
小 于 在 f 的 定义 域 中 任何 其 他 点 + 上 的 了 值 ;也 就 是 说 ,对 于 使 得 
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ri 1 1 5 一 


Tr 


f 有 定义 的 一 切 x*, 有 fs) > j(x)?， 类 似 地 ,我 们 说 fx) 在 点 
达到 最 小 值 , 如 果 对 于 其 定义 域 中 的 一 切 *, 有 1(5) < 了 x). 


例如 , 函数 f(x) = V1I 一 妇 在 一 1 委 x* 入 1 上 有 定义 ,在 
x 一 土 1 处 达到 最 小 值 ,而 在 x 二 0 处 达到 最 大 值 ， 不 难 给 出 一 些 
没有 最 大 信 或 老 没有 最 小 信 的 迁 续 卫 数 的 全 j 子 ,例如 ,函数 fw) 一 
了 二 《第 229 页 图 3.8) 在 定义 域 一 co <x*<< 十 co 内 没有 最 小 值 ; 
对 于 0<x < 二 oo 定义 的 函数 Kx) = 一 ,根本 不 存在 最 大 及 最 小 


值 点 ,然而 ,我 们 回想 到 第 一 章 第 107 页 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ,根据 
这 个 定理 ， 定 义 在 有 限 闭 区 间 上 的 连续 函数 在 这 个 区 间 上 总 是 具 
有 最 大 值 (同样 地 具有 最 小 值 ). 

我 们 的 目的 是 要 寻找 一 种 求 函数 或 曲线 的 最 大 、 最 小 值 点 的 
方法 .在 几何 学 力学 ,物理 学 以 及 其 他 领域 中 经 常会 遇 到 的 这 一 
问题 , 曾 是 在 十 七 世纪 促使 微 积分 发 展 的 重要 原因 之 一 . 

微 积分 并 未 提供 确定 函数 jz) 的 最 大 值 、 最 小 值 的 直接 方 
法 ,但 是 它 使 我 们 可 以 求 出 所 谓 相 对 最 大 值 . 最 小 值 点 ， 实 际 的 最 
大 信和 最 小 值 必定 在 这 些 点 上 出 现 。 我 们 说 点 是 jz) 的 相对 
最 大 值 ( 最 小 值 ) 点 , 如 果 f(x) 在 点 5 上 达到 最 大 (最 小 ) 值 , 这 里 
并 不 是 同一 切 可 能 的 f(x) 之 值 相 比 ,而 是 同 对 于 的 某 一 邻 域内 
的 * 而 言 的 f(x) 之 值 相 比 , 这 里 所 谓 点 的 邻 域 , 我 们 指 的 是 包 
含 点 5 的 ,可 以 为 任意 小 的 任何 开 区 间 & 二 x < 8。 因此 , f 的 相 
对 最 大 值 最 小 值 点 8, 就 是 当 f 被 限制 在 其 定义 域 中 一 切 充分 接近 
于 $8 的 点 上 时 的 最 大 值 \ 最 小 值 点 *， 显 然 ,函数 的 最 大 值 \ 最 小 值 
包含 在 其 相对 最 大 值 、 最 小 值 之 中 《〔〈 见 图 3.16)，、《 今 后 ， 为 与 习 
惯 一 致 ， 称 相对 最 大 值 、 相 对 最 小 值 为 极 大 值 和 极 小 值 ， 统 称 为 
极 值 。 一 一 译 老 注 ) 


. 1) 如 果 对 于 的 定义 域 中 不 同 于 专 的 一 切 x, 有 1(#)>>1(x), 我 们 就 说 Cx) 在 点 
5 其 有 产 格 的 最 大 值 , 点 专 称 为 严格 最 大 点 。 


“) 相对 最 大 值 点 专 的 正式 定义 应 当 这 样 来 叙述 : 存在 一 个 包含 专 的 开 区 间 ， 对 于 
这 个 区 则 中 使 得 1 有 定义 的 一 切 * 来 说 , 1(8) 宇 f(x). 
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图 3.16 定义 在 区 间 [2， 6] 上 的 函数 的 图 形 ， 这 个 项 数 在 4 一 a， 党 29 N49 A 
上 具有 相对 最 小 值 ( 即 极 小 值 )， 在 xy xs xs, 8 上 具有 相对 最 大 值 ( 即 极 大 
值 ), 在 5 上 具有 最 大 值 ,在 x, 上 具有 最 小 值 . 


z 从 几何 上 来 说 ， 极 大 值 和 极 小 值 如 果 不 是 位 于 定义 区 间 的 端 

点 上 , 则 分 别 是 曲线 的 波峰 和 波 谷 。 看 一 下 图 3.16 便 可 得 知 , 在 
点 x*; 上 的 极 大 值 可 能 远 远 小 于 在 另 一 个 点 x+;: 上 的 极 小 值 . 图 3.16 
还 会 使 我 们 想到 ,连续 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 交替 出 现 , 即 在 两 个 
相继 的 极 大 值 之 间 总 是 存在 一 个 极 小 值 

” 设 f(x) 是 定义 在 闭 区 间 4 志 * 志 6 上 的 可 微 也 数 ， 我 们 立 
即 看 出 , 在 位 于 区 间 内 部 的 极 值 点 上 , 曲线 的 切线 必定 是 水 平 的 ， 
《正式 证 有 明 下 面 给 出 ) 因 此 , 要 在 点 (Ca < 二 二 5) 上 达到 极 值 , 条 
件 

f(£)=0 
是 必要 的 .但 是 ,如 果 1(8) 是 极 值 ,而 是 定义 区 间 的 端点 之 一 ， 
则 条 件 fC8) = 0 不 一 定 成 立 。 我 们 只 能 说 : 如果 左 端点 4 是 极 
大 值 ( 极 小 值 ) 点 , 则 曲线 的 斜率 f(a) 不 是 正 的 ( 负 的 ), 如 果 右 端 
点 5 是 极 大 值 ( 极 小 值 ) 点 , 则 了 (5) 不 能 是 负 的 ( 正 的 )5， 
使 得 曲线 y = f(x) 的 切线 是 水 平 的 那些 点 ， 即 对 应 方程 
1) 这 里 (9) 及 j8) 指 的 是 右 , 左 导数 ， 一 一 译 者 注 
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fs) 一 0 的 根 &, 称 为 了 的 临界 点 或 平稳 点 ， 可 微 函 数 了 的 一 切 
极 值 点 ,如 果 是 f 的 定义 域 的 内 点 , 则 都 是 平稳 点 ， 因 此 , 函数 的 
最 六 信和 点 和 最 小 从 点 ,或 关 丰 区 数 的 平稳 点 ,或 看 乏 其 定义 区 间 抽 
端点 。 这 样 , 为 了 求 得 函数 的 最 大 值 ( 最 小 值 ), 我 们 只 须 将 平稳 
点 以 及 两 个 端点 上 的 了 值 进行 比较 ， 并 且 找 出 其 中 最 大 者 《最 小 
者 ). 如 果 f 在 有 限 个 点 上 不 存在 导数 ， 那 么 我 们 只 须 将 这 些 点 也 
列 人 可 能 的 极 值 点 之 中 , 并 且 对 这 些 点 上 的 了 值 也 加 以 比较 。 因 
此 ， 确 定 函 数 最 大 值 及 最 小 值 的 主要 工作 诚 简化 为 求 函 数 导数 的 
零点 ,而 零点 的 个 数 通常 是 有 限 的 、 

作为 一 个 简单 的 例子 ,让 我 们 来 确定 函数 并 z) 一 二 共 一 
在 区 间 一 2 之 x < 2 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 这 里 ， 平稳 点 即 广 
程 fo 一 语 (x 一 x 一 0 之 根 的 位 置 是 x = 0, 十 1, 一 1， 算 出 


在 这 些 点 以 及 区 间 端 点 上 的 了 值 ,我 们 得 到 


x 一 2 一 | 0 1 2 
{(x) 5.2 一 02 0 一 02 5.2 


显然 ， 极 小 值 出 现在 点 * = 士 1 上 ， 和 而 极 大 值 出 现在 点 * = 0 和 
xx 一 士 2 二, 在 区 间 的 两 个 端点 上 疼 数 取 到 最 大 值 5.2; 在 点 x = 
士 1, 函数 取 到 最 小 值 一 0.2( 见 图 3.17). 

我 们 不 靠 几 何 直观 而 用 纯 分 析 的 方法 也 不 难 证 明 ， 当 5 是 
的 定义 域内 部 的 极 值 点 时 ,，f(5) = 0， 只 要 在 点 # 是 可 微 的 ， 
( 同 第 186 页 阁 尔 定理 中 完全 类 似 的 考察 相 比 较 ，》 如 果 函 数 f(x) 
在 点 具有 极 大 值 , 则 对 于 一 切 充 分 小 的 但 不 等 干 零 的 4 值 ,表达 
fs 十 让 一 了 #8) 必须 为 负 或 为 零 、 所 以 :当下 >>0 时 

[7 十 多 一 /1 0 


而 当天 < 0 时 
[CE + D1] 、， 
A 
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图 3.17 


因此 , 如 果 4 通过 正 值 趋向 于 零 , 则 上 式 差 商 的 极限 不 能 是 正 的 ， 
而 如 果 双 通过 负 值 趋向 于 零 , 则 上 式 差 商 的 极限 不 能 是 负 的 。 然 
而 由 于 我 们 已 经 假设 在 点 5 上 f 的 导数 存在 ， 这 两 个 极限 值 必 须 
彼此 相等 ,事实 上 等 于 值 f(8), 所 以 它们 只 能 为 零 , 即 f(8) = 0. 
对 于 极 小 值 的 情形 ,也 可 进行 类 似 的 证 明 . 上述 证 明 还 表明 ,如 果 
左 端 点 § = a 是 极 大 值 ( 极 小 值 ) 点 , 则 必定 有 f(a) < 0[f(4) 之 


0] ; 如 果 右 端点 2 是 极 大 值 ( 极 小 值 ) 点 ， 则 有 /2 0[7 人 委 


0], 


表征 平稳 点 的 条 件 了 (#) = 0, 决 不 是 产生 极 什 的 充分 条 件 。 
”可 能 存在 这 样 一 些 点 ,在 这 些 点 上 导数 为 零 , 即 切线 是 水 平 的 ,但 


是 在 这 些 点 上 曲线 既 没有 达到 极 大 值 ,也 没有 达到 极 小 值 。 这 种 
情况 是 会 发 生 的 ,如 果 在 给 定点 上 曲线 穿 过 它 的 水 平 拐 切线 的 话 ， 
例如 函数 》 一 “在 点 一 0 的 情形 。 

下 述 准则 给 出 了 判定 平稳 点 是 极 大 值 点 或 极 小 值 点 的 条 件 ， 
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这 一 准则 适用 于 连续 函数 f, 如 果 f 具有 连续 导数 了 , 而 f 最 多 在 
有 限 个 点 上 等 于 零 ,或 者 更 一 般 地 说 ,适用 于 可 微 函数 ,如 果 f 最 
多 在 有 限 个 点 上 改变 符号 : 

名 数 f(z) 生字 的 册 E 上 述 到 航 信 ， 党 县 仅 当 * 通过 


各 下 人 李 六 竹 、 

下 面 用 中 值 定理 来 严格 地 证 明 这 一 准则 .， 首先 我 们 注意 到 : 
由 于 了 (x) 仅 在 有 限 个 点 上 等 于 零 , 所 以 在 5 的 左右 侧 存 在 区 间 
5 之 x 之 5 和 8 二 + 一 8, 使 每 个 区 间 内 了 (x) 符号 相同 ，( 这 
里 ,如 果 还 存在 使 得 了 为 零 的 其 他 点 , 则 可 将 其 中 离 最 近 的 零点 
取 为 各.) 现在 ,如 果 f(x) 在 这 两 个 区 间 内 的 符号 不 同 , 则 对 
于 一 切 充分 小 的 x 值 ,不 论 * 是 正 的 还 是 负 的 , 1(8 十 人 一 (8)= 
h(E 十 94) 具有 相同 的 符号 , 因此 在 5 上 达到 极 值 ， 如 果 f(x) 
在 这 两 个 区 间 内 符号 相同 , 则 当下 变 号 时 好 (8 十 9 有 ) 变 号 , 因此 
在 二 的 一 侧 1G 士 们 大 于 有 6 在 E 的 另 一 侧 j 人 十 从 小 于 
1G) , 而 不 存在 极 值 ， 于 是 上 述 定理 得 证 ， 

”同时 ,我 们 看 到 : 如 果 在 一 个 包含 喜 的 区 间 内 f(x) 是 可 微 的 
并 且 了 (x) 仅 在 点 点 附近 变 号 ， 则 数值 KE) 是 函数 在 此 区 间 内 的 
最 大 值 或 最 小 值 ， 

上 述 证 明 依 据 的 是 中 值 定理 ， 我 们 知道 ,在 应 用 中 值 定理 时 ， 
如 果 在 区 间 的 端点 上 f(x) 是 不 可 微 的 ， 这 个 定理 仍然 可 以 成 立 ， 
只要 在 区 关 的 其 他 所 有 点 上 fx) 是 可 微 的 ; 因此 , 即使 在 * 一 上 
处 了 (x) 不 存在 ， 上 述 证 明 仍然 成 立 ， 例如 ， 函 数 y 一 |x| 在 点 
* 一 0 达到 极 小 值 , 因为 当 * >>0 时 yy 二 0, 当 x 之 0 时 yy 之 0 
(参阅 第 178 页 图 2.24). 同样， 函数 y 二 Vx 在 点 x=0 达到 最 小 


值 , 即 使 其 导数 全 x 在 这 一 点 是 无 穷 大 (参阅 第 180 页 图 2.27). 


决定 平稳 后 5 是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 的 最 简单 的 方法 。 涉 
及 到 在 这 一 后 的 二 阶 导 数 ， 从 直观 上 显然 可 以 看 出 ,如 果 了 (8#) 一 
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0;, 则 当 六 (区 二 0 时 了 在 点 # 达到 极 大 值 , 当 1”(8) > 0 时 达到 极 

小 值 ， 因为 在 琢 一 种 情况 下 , 在 点 5 的 邻 域内 阔 数 的 曲线 完全 位 

于 切线 的 下 面 ,而 在 后 一 种 情况 下 ,曲线 完全 位 于 切线 的 上 面 。 如 

果 sx) 和 了 (x) 是 连续 的 , 1'(8) 存在 ， 则 可 由 前 面 的 准则 从 分 析 

上 推出 这 个 结果 。 因为 如 果 了 (6) = 0， 并 且 避 如 说 六 (8) > 0， 
我 们 则 有 

: 六 人) = lim ft 1 


-一 全 一 一 一 全 一 一 hi m 


ft ~ 


由 此 得 知 ， 对 于 一 切 绝对 值 充 分 小 的 磊 尖 0， 有 E+ > 0; 


因此 在 的 邻 域 内 了 (8 十 人 和 有 符号 相同 ， 对 于 附近 的 x 当 
xz 处 于 吉 左 边 时 导数 f(x) 必须 为 负 , 而 当 * 处 于 右边 时 (x) 
“” 则 为 正 ;这 就 说 明 在 点 上 存在 极 小 值 ， 

当 了 (x) 在 整个 了 的 定义 区 间 [a,5] 上 具有 同一 个 符号 时 ， 
”情况 特别 简单 : 

如 条 1 (x) 在 尺 等 于 零 ， 则 当 在 整个 区 间 上 大 (e) < 0 时 


( 即 当 函 数 的 曲线 上 凸 时 》， 点 二 是 # 的 最 大 值 点 ， 当 在 整个 区 间 


上 六 Co) > 0 时 ( 即 当 曲 线 下 四 时 )， 点 二 是 是 的 最 小 值 点 . 
实际 上 ,如 果 了 (x) 二 0, 则 函数 了 (x) 是 单调 减少 的 ,因而 

是 其 唯一 的 零点 ， 并 且 , 当 4 万 x < 过 8 时 f > 0, 而 当 8E 二 x 亏 
时 站 二 0。 根据 中 值 定理 ， 这 再 次 说 明 当 x 关 & 时 fx) 二 1C8)， 
因此 可 类 § 是 严格 的 最 大 值 点 ， 由 于 除了 以 外 不 存在 其 他 平稳 
点 ,所 以 了 的 最 小 值 必 须 位 于 区 间 的 一 个 端点 上 , 当 在 区 间 上 f"> 
0 时 ,也 可 进行 同样 的 论证 . 
学 例 

” 例 1 试 在 一 切 具有 给 定 底 边 和 给 定 面积 的 三 角形 中 , 求 出 局 
_ 长 最 小 的 三 角形 . 


为 了 解答 这 个 问题 ,我 们 沿 给 定 底 边 4B 取 x 轴 , 并 将 4B 的 


中 点 取 为 坐标 原 氮 (图 3.18)。 如 果 C 是 三 角形 的 顶点 ,4 是 三 角 
形 的 融 (% 为 面积 和 底 边 所 确定 ),，《x,%) 是 顶点 的 坐标 ， 则 三 角 
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和 展 | 3.18 


形 的 两 边 4C 和 BC 之 和 由 下 趟 给 出 : 


fx) 一 VC 十 人 十 大 十 WCG 一 0 十 如 
这 里 底 边 长 为 2z。 由 此 我 们 得 到 
xX+a Xx—a 
OTDR VOT 
1 _ —(x+a) 1 
i V [Cx + a + i] - Vx +t a) th 
一 (xz 一 4) 上 1 
VI tm Ma 
_ | 
VICx + a) ry V [Gx — a tA 
”我 们 立即 看 出 : 《1) (0) 等 于 零 ，(2) f(x) 总 是 正 的 ; 因此 在 
“一 0 处 存在 最 小 值 《 抑 第 258 页 )。， 从 而 这 个 最 小 值 由 等 殿 三 角 
形 给 出 ， 
我 们 可 以 类 似 地 证 明 ， 在 一 切 上 共有 给 定 周 长 和 给 定 展 边 的 三 
角形 中 ,等 腰 三 角形 面积 地 大 . 
例 2 ” 试 在 给 定 的 直线 上 求 出 一 点 ， 使 得 这 一 点 同 两 个 已 知 
”的 固定 点 的 距离 之 和 为 最 小 ， 
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设 给 定 一 条 直线 以 及 在 直线 同一 侧 的 两 个 固定 点 4 和 8 我 
们 项 鹿 在 直线 上 求 出 一 点 了 , 使 得 距离 P4 + PB 具有 最 小 的 可 能 
全 

我 们 取 给 定 直 线 为 * 轴 ， 并 且 使 用 图 3.19 中 的 符号 。 这 时 ， 
所 考虑 的 距离 由 下 式 给 出 : 


f(x) = Mr? 访 : 十 /2 十 V(x 一 4)* 十 2， 


图 3.19 反射 定律 


并 且 我 们 得 到 
F(x) = 
J Vx 一 a 二 局 
f(x) = 二 2 


一 十 -一 一 一 ”一 
四 Vt VEGe 一 人 十 用 
由 方程 人 (8$) 一 0 可 对 
6 4 一 
VEHR VGEa th 
~ 或 
coso = cosf, 


1) 如 果 4 和 B 分别 位 于 直线 的 两 侧 , 则 P 六 然 是 线段 4B 与 该 直线 的 交点 ， 
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因此 两 直线 PA 和 PB 与 给 定 直线 所 构成 的 角 必 须 相等 ，f”(x) 的 - 
符号 为 正 ,说 明确 实 是 最 小 值 . 

这 个 问题 的 解 同 光学 的 反射 定律 有 着 密切 的 联系 。 根 据 一 个 
重要 的 光学 原理 一 一 著名 的 费 尔 马 最 短 时 间 原 理 ， 光 线 通 过 的 路 


径 决定 于 下 述 性 质 : 在 给 定 条件 下 ， 郊 线 从 点 4 到 点 了 所 需 时 间 


必须 是 最 短 的 ， 如 果 规 定 了 这 样 的 条 件 ， 光 线 在 从 4 到 B 的 路 径 
上 ,经 过 给 定 直线 上 (譬如 说 镜面 上 ) 的 某 一 点 , 则 我 们 可 看 出 ， 当 
光线 的 “人 射 角 ” 等 于 “反射 角 ” 时 所 需 的 时 间 最 短 . 

例 3 ”折射 定律 >2， 设 在 * 轴 的 两 侧 有 给 定 的 两 点 4 和 8. 
如 果 光 速 在 x 轴 的 一 侧 为 c,， 在 另 一 侧 为 c:， 要 使 光线 由 4 到 B 
的 时 间 是 最 短 的 ,试问 光线 应 通过 怎样 的 路 径 ? 

显然 ， 时 间 最 短 的 路 径 是 由 彼此 相交 于 * 轴 上 的 一 点 P 的 两 
个 直线 段 组 成 的 ， 采 用 图 3.20 的 符号 ,对 于 长 度 P4, PB , 我们 分 
别 得 到 表达 式 Vx 十 请 和 V 愉 十 (4 一 x》, 将 这 两 段 直 线 的 长 


> 


区 3.20 折射 定律 


1) 前 面 的 两 个 例子 也 可 以 用 初等 几何 来 处 理 , 而 这 个 例子 不 用 微 积分 是 很 难 求解 
的 ， 、 
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度 分 别 除 以 相应 的 光速 ,并 且 相 加 ,我 们 便 得 到 通过 这 一 路 径 所 第 
的 时 间 : 
f(x) = 二 Vr 十 x? 十 二 VR TCa— x) 


”将 此 式微 分 ,我 们 得 到 
fl) = 
CA 有 x c /有 十 (Ca 一 和 7 


f (x) 一 1 和 十 1 A 
(i VR 十 x C2 A/ [让 二 (a— + 
由 图 3.20 我 们 不 难看 出 ,方程 f(x) = 0 即 方程 
1 xx 1 -rz 
COM Ri 十 和 GVMR+t(Ca—x) 


它 等 价 于 条 件 = sin w 一 一 si 8B, 或 省 


snp cy 
读者 可 以 证 明 : 满足 这 个 条 件 的 点 只 有 一 个 ， 并 且 这 一 点 实 
际 上 给 出 了 所 要 求 的 最 小 值 . 
这 个 例子 的 物理 意义 也 可 由 光学 的 最 短 时 间 原理 给 出 。 经 过 
两 点 的 光线 措 绘 出 时 间 最 短 的 路 径 。 如 果 c, 和 c; 是 两 种 光学 介 
质 的 边界 面 两 侧 的 光速 , 则 光线 通过 的 路 径 将 由 上 述 公 式 给 出 ,这 


点 距离 最 短 (图 3.21),， 
取 形 如 , 
- 十 一 1 (6<4a) 


的 椭 贺 ,并 将 长 轴 上 的 给 定点 取 为 Cc,0), 对 于 枉 较 上 任何 点 (xz， 
y) 同 点 (c, 0) 的 距离 ,我 们 求 得 表达 式 


1= + (1 一 把 
0 


~ 


图 3.21 机 圆 上 与 长 她 上 的 一 点 距离 最 短 的 点 


其 中 一 a sx 雪 o， 状 数 jx) = 下 是 下 凸 的 (六 > 0)， 这 个 函 
数 和 4 本 身 在 同样 的 x 上 取 极 小 值 ，f 的 唯一 的 平稳 点 在 x = 


一 7; 处. 如 果 这 一 点 位 于 “的 定义 域内 , 则 它 表 示 最 小 值 点 ; 
如 果 不 是 这 样 , 则 2 的 极 小 信 将 对 应 于 长 轴 上 的 最 接近 。 的 端点 ， 
因而 我 们 求 得 最 小 距离 之 值 如下: 
,he _ 
2 = ,如果 |e| ol 一 态 )， 


4 =a—l|c|, 如 果 1c| 之 a (1 一 态 ) 


pe 


*3.7 函数 的 量 阶 

沾 数 在 自 变 量 取 天 值 时 的 性 状 的 甜 春 ， 产 生 了 量 除 的 概念 . 
虽然 这 个 概念 同 积分 的 概念 或 导数 的 概念 没有 直接 关系 ， 但 是 由 
于 它 非 常 重要 ,我 们 在 这 里 简要 地 介绍 一 下 . 
a。 量 阶 的 概念 ， 最 简单 的 情形 

如 果 自 变量 * 无 限 地 增 大 , 则 当 & > 0 时 ,函数 xlogx，c*， 
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四 pir - a 
1 


cx 也 无 限 地 增 大 。 然而 这 些 男 数 增 大 的 程度 都 大 不 相同 , 例如 ， 
函数 x 是 比 x! 更 “高 阶 的 无 穷 大 ”; 这 指 的 是 , 当 x 增 大 时 ， 商 乞 
本 身 无限 增 大 ， 类 似 地 ,如果 & > 8 > 0, 则 函数 x* 是 比 如 更 高 
阶 的 无 穷 大 ,等 等 . 

在 一 般 情 况 下 ， 对 于 两 个 随 * 无 限 增 大 而 其 绝对 值 也 无 限 增 


大 的 函数 f(x) 和 g(x), 如 果 当 * 一 oo 时 商 es 无 限 增 大 ， 


我 们 就 说 f(x) 是 比 g(x) 更 喇 阶 的 无 穷 大 ; 如 果 当 * 增 大 时 商 


Te 趋向 于 零 , 我 们 就 说 j(x) 是 比 g(x) 更 低 阶 的 无 穷 大 ;如 果 


x 增 大 时 , 商 A 具有 异 于 零 的 极限 或 者 至 少 保持 在 两 个 固 


定 的 正 数 之 间 , 我 们 就 说 这 两 个 函数 是 量 阶 相同 的 无 穷 大 ， 例 如 ， 
盖 数 ax3 十 bx 十 cc 二 -f(x) (其 由 4 关 0) 是 与 函数 x 二 g(x) 量 
3 2 4 
阶 相同 的 无 穷 大 ,因为 当 * -> co 时 , 商 | 了 | = 二 二 
具有 极限 1a|; 男 一 方面 ， 函数 x 十 x 十 1 是 比 函数 妇 +x 二 1 
更 高 阶 的 无 穷 大 . 
如 果 函 数 f(x) 是 比 函 数 p(x) 更 高 阶 的 无 穷 大 ， 则 这 两 个 区 


数 之 和 的 量 阶 与 帮 m 相 同 ， 因 为 | | 一 |1 十 到， 
要 所 从 设 , 当 * 增加 时 这 个 表达 式 冯 向 


b， 指数 函数 与 对 数 函 数 的 量 阶 


当 规 定 变 量 * 的 量 阶 为 1, 宕 **(e > 0) 的 量 阶 为 < 时 ,我 们 
就 可 以 试 着 用 一 个 尺度 来 度量 许多 函数 的 量 阶 了 。 这 时 ，# 次 多 
”项 式 显然 应 具有 量 阶 上 如 果 一 个 有 理 函 数 分 子 的 量 阶 比分 母 的 
量 阶 高 4, 则 这 个 有 理 函数 应 具有 量 阶 如 

但 是 可 以 证 明 ， 想 用 上 述 尺度 来 描述 任意 函数 的 量 阶 的 一 切 
尝试 都 将 归于 失败 ， 因 为 存在 这 样 一 些 函 数 , 不 论 取 多 么 大 的 o， 
这 些 函数 将 是 比 * 的 寡 x* 更 高 阶 的 无 穷 大 ; 而 且 也 存在 这 样 一 些 
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基 数 ， 不 论 取 多 人 么 小 的 正 数 w， 这 些 冰 数 将 是 比 恬 和 更 低 阶 的 无 
穷 大 ， 所 以 ,上 述 尺 度 不 适用 于 这 些 立 数 ， 
我 们 在 这 里 不 骨 涉 及 详细 的 理论 了 ,只 古 给 出 下 面 的 是“ 


定理 ”如 霖 4 是 任何 大 于 1 的 数 , 则 当 * 志 限 增 太 时 商 - 趋 


辣 于 无穷 六， 
证 明 ”为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 作 立 数 


p(X) = log 4- 一 %loga 一]ogx: 
显然 只 须 证 明 : 当 * 趋向 于 十 oo 时 ,p(x) 无 限 增 大 ， 为 此 , 我 
们 活 虑 导数 


， 
p(x) 一 log 一 二 ， 


并 且 注 意 到 : 当 x* > “= 这- 时 ,这 个 导数 不 小 于 正 数 一 log a。 
出 此 可 知 , 当 x 兰 “ 时 
p(X) 一 ple) 一 | v(t at > | iog oz 


> 工人 一 Cc ) log a, 
2 
p(x) 2 p(c) 十 加 (x 一 c)log 2a， 


当 * -> co 时 , 右 端 成 为 无 穷 大 . 

我 们 再 来 给 出 这 一 重要 定理 的 另 一 种 证 法 ， 取 M4 一 b= 
1 十 ,我 们 有 5 汪 1 和 hh>>0, 设 * 是 使 得 x 过 * 志 # 十 1 成 立 
的 整数 ; 我 们 可 以 取 x > 1, 于 是 w 宇 1。 应 用 第 66 页 的 引 理 , 我 
们 有 


<- = Ut Ut 11+ 


* Vx Vx Vnt+!l Vntl 


a 2 »" 


于 是 


2 

因此 , 当 * -> co 时 ,全 趋向 于 无 穷 大 ， 
从 上 面 证 明 的 这 个 定理 ,我 们 可 以 推出 许多 其 他 结果 ， 例 如 ， 
”对 于 每 一 个 固定 的 正 数 «和 每 一 个 数 。> 1, 当 * 增 大 时 商 乞 趋 


癌 于 无 穷 大 ;如 
定理 ”指数 函数 是 比 * 的 任何 攻 更 融 阶 的 无 穷 大 ， 


为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 只 须 证 明 两 函数 之 商 的 次 方 根 , 即 
a las 1a ( — 工 ] 
x & x/e 0 9 0 
趋同 于 无 穷 大 ， 市 这 可 由 上 面 的 定理 下 接 推 出 ， 只 须 将 其 中 的 
x 换 为 y 一 一， 
我 们 还 可 以 按 同样 的 方法 证 明 下 述 定理 。， 对 于 每 一 个 正 数 w， 
当 x 一 co 时 ,次 的 向 T 雪 即 


征明 我 们 令 log* = 于 是 两 函数 之 商 变换 2 然 


后 , 令 。* = a; 于 是 a > 1, 当 ? 趋向 于 无 穷 大 时 ,这 个 商 上 趋向 
于 等。 因为 当 * 一 co 时 7 趋向 于 无 穷 大 ,所 以 定理 得 证 2. 

根据 这 些 结 末 ， 我 们 能 够 构造 一 些 量 阶 远 高 于 指数 函数 的 函 
狼 , 和 为 一 些 量 阶 远 低 于 对 数 消 数 的 孙 数 。 例 如 ,函数 < 的 量 阶 
高 杆 指 数 函 数 ,函数 loglogx 的 量 阶 低 于 对 数 函数 ; 而且, 我 们 还 可 

1) 和 对 于 x>1, 8>0, 有 
bg*=| 竺 - <| "48 = (x* 一 1): 
如 果 我 们 取 。 小 于 a, 并 且 用 xz 除 不 等 式 的 两 端 , 则 可 得 知 , 当 x > oo 时 logz 


-> 0. 
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将 符号 。 或 log 重 肥 起 来 ,而 将 这 些 过 程 重复 任意 多 次 . 

对 于 充分 大 的 zx， 虽然 函数 *，log *，log (log *)，log [ log 
(log x)] 等 等 终 将 成 为 任意 大 , 但 是 增加 的 速度 依次 减 小 ， 例 如 ， 
取 很 大 的 数 x 一 10%， 我们 发 现 logx 大 约 是 230， 而 log (log x) 
仅仅 大 约 是 5.4. 


c， 一 点 注 记 


上 上 面 这 些 讨 论说 明 ， 要 想 对 一 切 函 数 指定 一 些 确 定 的 数 作为 
曹 阶 ,使 得 两 个 函数 中 量 阶 较 高 的 一 个 对 应 较 大 的 数 ,这 是 不 可 能 
上， 例如 ,如 朱 函 数 * 的 量 阶 是 1, 函数 xf 的 量 阶 是 1 廿 s, 则 
汞 数 二 的 量 阶 必须 大 于 1、 小 于 1 十 es, 而 不 论 s 选取 得 多 么 
小 。 但 是 ,这 样 对 应 的 数 是 不 存在 的 . 

ne 我 们 不 难看 出 ， 函 数 间 并 不 总 是 具有 明确 的 相对 的 量 


阶 ， 例 如 ,函数 
xsinxy)2 二 YY 十 ] 


X 扩 cosx72 十 交 
当 * 增加 时 ,并 不 趋向 于 确定 的 极限 ; 相反 , 当 * = nx (其 中 为 


整数 ) 时 ， 范 数 之 值 是 上 二 ,而 当 x = (> 十- DE 时 ,函数 之 值 是 


1 

(2 十 还 
者 都 是 无 穷 大 变量 ,但 是 其 商 既 不 保持 在 两 个 正 数 之 间 , 也 不 趋向 
于 零 或 趋向 于 无 穷 大 ， 所 以 ,分 子 的 量 阶 既 不 与 分 母 的 量 阶 相同 ， 
也 不 低 于 或 高 于 分 母 的 量 阶 ,这 个 表面 上 很 奇怪 的 现象 只 是 表明 ， 
我 们 所 下 的 量 阶 的 定义 并 不 是 为 了 对 于 每 一 对 函数 进行 比较 .这 
不 十 一 个 缺点 ; 我 们 并 不 想 要 比较 像 上 面 的 分 子 和 分 母 这 样 一 些 
阴 数 的 量 阶 ; 知道 了 这 样 两 个 函数 之 一 的 值 , 天助 于 了 解 另 一 个 函 
数 之 值 的 情况 . 
d. 在 一 氮 的 邻 域内 函数 的 量 阶 

刚才 我 们 比较 了 当 * -> co 时 函数 无 限 增 大 的 程度 , 同样 , 我 
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3 


( 十 1 ) 十 1 十 于 是 ,虽然 此 函数 的 分 子 和 分 母 二 


， - oe oe : 站 “3 “7 1 
A 


们 也 可 以 对 于 在 有 限 点 一 成 为 无穷 大 的 本 数 进行 比 圈 - 


我 们 称 滔 数 f(x) 一 el 是 一 阶 无 穷 大 , 而 如 
果 “是正 数 ,我 们 就 相应 地 说 函数 一 一 一 在 点 8 将 是 4。 阶 无 穷 


|z —#)" 
大 . 


于 是 ,我 们 看 出 ， 当 * -> 上 时 ， 困 数 eg 将 是 比 一 切 军 
更 高 阶 的 无 穷 大 ,而 函数 log jx 一 | 将 是 比 一 切 早 


1 
[一 二 | 
记 一 让 更 低 阶 的 无 穷 大 ,也 就 是 说 ,极限 关系 式 


1 
lim (lx — #1 2 1 ) 一 59 


im 人 (xz 一 上 log jz — 8))=0 
成 立 . 

为 了 证 实 这 一 点 ,我 们 只 须 设 
就 化 为 第 266 页 上 的 已 知 定理 ,因为 
| er -和 和 |x— &)°. 人 


一 y; 这 时 ,上述 命题 


而 当 x 趋向 于 时 7 无限 增 大 ，( 通 过 变换 一 一 一 
在 点 的 性 状 化 为 当 * -> co 时 的 性 状 来 研究 ,这 种 方法 常常 是 很 
有 用 的 .》 
e. 函数 趋向 于 零 的 量 阶 

正 像 我 们 用 量 阶 的 概念 来 描述 函数 趋向 于 无 穷 大 的 程度 一 


样 ， 我 们 也 可 以 来 比较 函数 趋向 于 零 时 的 快 提 程度 我们 称 当 


让 党 ! 一 pi < 上 学 1 
“一 00 时 变量 一 征 一 阶 无 穷人 小 ,变量 -其中 0 为 正 数 ) 是 0 阶 
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一 》 将 图 数 


无 穷 小 。 我 们 再 次 看 出 : 函数 一 是 比 任意 罕 坊 - 更 低 阶 的 无 穷 


小 ;也 吏 十 名， 对 于 每 一 个 正 数 关系 式 
lim (x ~”* logr)=0 
成 六 . 
同样 地 ,对 * 一 二 我 们 称 变量 x 一 5 是 一 阶 无 穷 小 ,变量 |x 一 
51* 是 a 阶 无 穷 小 。 根据 前 面 的 结果 ,不 难 证 明 下 列 关系 式 : 
lim (|x)° " log |x|) = 0, GE oT) = 0 ， 
| 


当 + 一 0 时 ,台数 二 是 比 * 的 任何 竺 更 低 除 的 无穷 小 ; 


站 数 函数 ez 是 比 x 的 任何 等 更 高 阶 的 无 穷 小 ， 


f。 量 阶 的 “QO” 和 “o” 表示 法 - 


表示 函数 f(x) 的 量 阶 比 范 数 gz) 的 量 阶 还 要 低 的 一 种 方便 
的 方式 是 记 为 1 二 o(8)。 这 种 符号 表示 法 仅仅 说 明 商 f/g 的 极限 
是 零 ， 并 且 对 于 趋向 于 零 或 趋向 于 无 穷 大 的 函数 以 及 对 于 趋向 于 
无 穷 大 或 趋 癌 于 有 限 值 二 的 目 变量 x, 都 同样 可 以 采用 
我 们 现在 按 这 种 表示 法 重 狐 瑟 出 前 面 的 许多 结果 ;例如 
xX” = o(xf) 对 于 wc<6， 当 > 一 oo 时 
logx 二 olx*) 对 于 ce>>0， 当 x* 一 co 时 
ce 一 oz ) 当 * 一 co 时 


so 一 o(x") 当 * 一 0 时 《通过 正 什 ) 
log jz| =—o() 当 * 一 0 时 
1 一 cosx 一 o(x) 当 xXx 一 0 了 时， : 
这 种 表示 法 是 E. 兰 道 CLandau) 引入 的 ,可 以 用 来 表示 近似 公 


”1) 这 里 采用 的 字母 “0”, 是 “order ( 阶 )? 一 词 的 字 头 ,应 注意 , 对 于 趋向 于 零 的 g， 
关系 式 二 ol&) 霄 未 / 中 更 高 阶 的 无 穷 小 
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式 中 误差 的 数量 级 。 例 如 ， 


M1l+ix 2x * 
它 表 示 关 系 式 
! 1 
2 27 
lm + = 0, 
党- 


类 似 地 ,对 于 在 点 * 具 有 导数 的 函数 f, 它 的 增 量 和 微分 之 间 的 关 
系 式 可 以 与 为 下 列 形 陈 : 
f(x th)— f(x) = h(x) + oh) 当 4 一 0 时 ， 
同样 可 以 采用 符号 表示 法 f 二 0Cg)， 它 表示 f(x) 的 量 阶 不 
高 于 g(x) 的 量 阶 ,也 就 是 说 , 对 于 所 考虑 的 * 值 , 商 1 是 有 界 
的 9， 符 号 0 的 用 法 也 很 灵活 。 壁 如 像 “ 当 * ~ oo 时 f= 0(g)” 


这 句 话 的 意思 是 ， 对 于 充分 大 的 *, 商 开 是 有 界 的 ,例如 


Vir 一 1 一 04x) 当 * 一 oo 时 . 
类 似 地 ,“ 当 * -~ 二 时 了 一 0(g)” 表示 在 点 * 二 $§ 的 充分 小 的 名 域 


内 f/g 是 有 者 的 ,如 


cx 一 1] 一 0(Gx)， 当 zx 一 0 时 ，, 
更 一 般 地 说 ,我 们 可 以 用 关系 式 了 = 0(g) 来 表示 f/g 在 * 轴 上 的 
任何 区 域内 的 有 界 性 ,而 不 要 求 z 趋同 于 某 一 极限 ， 例 如 

logx 二 Ol(x) 当 x 二 工时 ， 


x 二 OCsinx) 当 |]x| 一 时. 


前 面 举 出 的 含有 符号 。 的 一 些 例子 ， 现 在 可 以 借助 于 符号 O 
加 以 改进 用 以 表示 更 精确 的 误差 估计 ， 例 如 , 对 于 其 二 阶 导数 六 


1) 注意 ; 1 二 0Cg) 并 不 意味 着 js 的 极限 为 !， 也 不 意味 着 这 个 商 必 定 具 有 极 
限 ， 


27I0， 


有 定义 并 且 连 续 的 函数 f, 我 们 有 
(r+ y)— fx) = (r) 十 OU 当 4 一 0 时 . 
还 有 


1 1 1 
M1l+4x 2% 可: 
cosx 二 1] 十 0(x:) 对 于 一 切 x， 

对 于 序列 a,，。 当 下 标 4 趋向 于 无 穷 大 时 ， 也 可 采用 这 种 表示 
法 。 我 们 将 会 遇 到 一 些 有 趣 的 “ 渐 近 “公式 的 例子 ， 在 这 些 公式 
的 后 面 都 带 有 高 阶 的 误差 项 ( 见 第 六 章 附 录 关 于 24! 的 斯 特 林 
(Stirling) 公 却 )。 在 第 一 草 《 第 58 页 ) 上 已 经 提 到 过 的 著名 的 渐 近 
公式 表明 ?了 ?， 小 于 ?的 系数 的 个 数 x(n) 由 w/ logn 近似 地 给 出 ， 
这 里 ,也 已 经 得 到 误差 的 量 阶 ,而 我 们 有 更 精确 的 结果 


n(n) 一 4 ro( 4 ) 
log 7 log’n 


在 了 解 微 积分 的 严格 的 发 展 过 程 中 ， 其 障碍 来 自如 下 述 的 基 
本 困境 ， 虽 然 像 连 续 性 、 光滑 性 等 等 这 样 一 些 基本 的 概念 和 处 理 
方法 是 由 于 直观 的 迫切 需要 而 产生 的 ， 但 是 为 了 使 它们 具有 某 种 
合 平 逻辑 的 意义 , 则 必须 使 之 进一步 精确 化 ,而 由 此 所 得 到 的 严格 
定义 可 能 包括 一 些 不 具有 直观 性 的 现象 ， 例如 , 连续 性 的 严格 概 
念 必然 要 有 一 定 程度 的 抽象 ， 这 在 连续 曲线 的 朴素 概念 中 并 未 充 
分 反映 出 来 ， 而 可 微 性 的 概念 则 要 比 曲 线 本 身 所 提示 的 光滑 性 的 
含混 概念 更 为 严格 、 更 为 抽象 ， 这 种 差异 是 不 可 避免 的 ,而 且 会 给 
初学 者 或 原来 不 大 关心 逻辑 技巧 的 人 带 来 负担 ; 要 求 他 们 耐心 和 
竭力 思索 .但 是 ,为 了 使 读者 清楚 地 了 解 精确 化 的 必要 性 ,我 们 指 
出 :即使 是 一 些 简单 的 和 直观 上 很 好 理解 的 例子 ， 也 要 求 严格 和 
细致 ,这 一 点 读者 也 许 没 有 预料 到 ， 
“1) 证 明 不 能 由 本 书 给 出 请 参 锅 A. E, Ingham, «The Distribution of Primes’» 

(素数 的 分 布 )，Cambridge University Press，1932 。 
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Al ”一 些 特殊 的 函数 

这 种 特殊 的 函数 通常 不 一 定 是 由 单独 一 个 分 析 表 达 式 给 出 的 
〈 见 第 38 页 图 1.28 和 第 40 页 图 1.30)， 但 是 , 这 里 我 们 希望 通过 一 
些 初等 函数 来 构成 非常 简单 的 函数 表达 式 用 以 说 明 几 种 典型 的 间 
断 性 和 一 些 “ 不 平常 的 ”、 意料 不 到 的 现象 ， 我 们 首先 来 介绍 一 个 
不 存在 间断 的 例子 . 
a. 函数 y 一 e 径 
”这 个 函数 ( 见 图 3.22 最 初 只 是 对 于 不 等 于 零 的 * 值 定义 的 ， 
而 当 x ~> 0 时 其 极限 显然 为 零 因为 通过 变换 三 一 ,这 个 函数 
变 为 一 “5 而 lm ~ 一 0， 因 此 ,如 果 将 点 * 一 0 处 的 函数 人 


定义 为 x(0) 一 0, 目 然 可 将 这 个 函数 加 以 延 拓 ， 使 之 当 * 一 0 时 
也 是 连续 的 ， 


es i i es es i ee a ee. eit i dn, a ri rig, nl NE, th ed pi sp se. i pst a. i oe hE ey pi 


y=e-l/e 


0 
图 3.22 
根据 链 式 法 则 ， 当 x 去 0 时 ,这 个 函数 的 导数 是 y' = 
一 和 六 一 2 时 ct。 当 * 趋 向 于 零 时 ， 这 个 函数 的 导数 的 极限 


也 是 零 ; 而 我 们 由 第 266 页 上 的 定理 可 直接 看 出 .在 点 * = 0 上， 
其 导数 


y (0) 一 lim2¢% 一 0) -- lim 
六 一 0 / 


a=0 严 


ss272。 


可 以 继续 确定 为 零 
对 于 x 关 0 时 的 高 阶 导数 ， 显 然 我 们 总 是 得 到 函数 。 厄 和 
一 的 多 项 式 之 乘积 , 而 且 当 * > 0 时 ,其 极限 总 是 零 ， 因 此 ,一 切 


高 阶 导数 同一 样 ,在 点 * 二 0 都 等 于 零 

因此 ,这 个 函数 是 处 处 连续 的 和 任意 次 可 微 的 ,而 在 点 x 一 0 
上 这 个 函数 及 其 各 阶 导数 都 等 于 零 ,但 是 这 个 函数 并 不 恒 等 于 夫 ， 
以 后 我 们 将 会 了 解 ( 第 五 章 附录 1. 1) 这 种 性 质 是 多 么 值得 注意 和 
“不 平常 ?， 

b. 函数 7 一 e 


不 难看 出 ,对 于 正 的 * 全 ,这 个 水 数 的 性 状 同 上 面 刚 刚 讨论 过 
的 情形 是 一 样 的 ; 如 果 * 从 正 值 一 侧 趋 向 于 零 , 则 郑 数 趋向 于 零 ， 
其 各 阶 导数 也 是 如 此 ， 如 果 我 们 将 点 * = 0 处 的 函数 值 定义 为 
/0) 一 0, 则 在 * 二 0 处 各 阶 右 导数 的 值 都 等 于 零 ， 当 * 通过 负 
值 趋向 于 零 时 ,情况 则 大 不 相同 ;因为 这 时 函数 及 其 各 阶 导数 将 成 
为 无 穷 大 ,而 在 点 xz = 天 0 处 左 导 数 并 不 存在 。 因此 , 在 点 x 一 0， 
函数 具有 一 种 特殊 的 间断 性 ,这 种 间断 性 与 第 37 一 38 页 上 讨论 过 
的 有 理 函 数 的 无 穷 大 间 萄 性 完全 不 同 ( 图 3.23). 


Y 
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c， 函数 》 一 tanh 二 
x 


正如 在 第 68 页 上 所 看 到 的， 由 一 些 简 单 的 消 数 通过 取 极 限 可 
以 得 到 具有 如 路 性 间断 的 水 数 ，[{ 而 第 161 页 上 定义 的 指数 冰 数 以 
及 水 数 的 复合 原理 ， 为 我 们 提供 了 由 初等 肖 数 构造 具有 这 种 间断 
性 的 函数 的 另 一 种 方法 , 而 不 必 通 过 任何 求 极限 的 过 程 ; 例如 函数 


1 1 
这 


ec” 十 ee 
及 其 在 点 * = 0 处 的 性 状 ， 这 个 函数 最 初 在 点 一 0 是 没有 定义 
的 。 当 * 通过 正 值 趋向 于 点 * 一 0 时 , 国 数 的 极限 显然 为 1; 而 当 
* 通过 负 值 趋向 于 点 x 一 0 时 ,函数 的 极限 为 一 1; 当 * 增加 向 通 
过 0 时， 水 数 值 突然 增加 2《 图 3.24)， 男 一 方面 ， 由 第 3.7 六 b 
《第 264 页 ) 不 难得 类 ,其 导数 
1 


cosr (1) x 和 (er + ey 
从 两 边 都 趋同 于 零 ?. 


y = tanh 工 一 


上 
x 


》 


图 3.24 


1) 存在 “ 孙 跃 ?性 间断 的 另 一 个 例子 是 函数 y= arctg 十 , 当 * -0 时. 
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的 情况 下 ， 上 述 的 间断 性 由 于 因子 * 的 存在 而 消灭 。 当 * 不 论 从 
哪 一 边 趋 向 于 零 时 ,这 个 函数 的 极限 都 是 零 ,所 以 我 们 仍然 可 以 将 
y(0) 适 当地 定义 为 零 ， 这 时 ,在 * = 0 处 函数 是 连续 的 ,但 契 其 一 
阶 守 数 

1 1 

| coshz 二 

与 上 一 个 例子 正好 具有 同一 类 间断 性 ， 此 函数 的 图 形 是 一 条 带电 


角 的 曲线 (图 3.25); 在 点 * = 0 处 ,函数 没有 导数 ,而 其 右 导数 之 
值 为 十 1, 左 导 数 之 值 为 一 1, 


y 一 tanh 二 一 
X 


ta 


图 3.25 


e， 函 数 》 = x sin 一 ， y(0)=0 


“我们 已 经 说 过 ,这 个 函数 不 是 由 有 限 多 个 单调 部 分 组 成 的 (我 
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们 可 以 说 , 它 不 是 逐 段 单调 的 ) 但 是 它 仍然 是 连续 的 (第 41 页 和 
图 1.31)， 与 此 相反 ,其 一 阶 导数 


人 一 3in 上 一 4 os.l (x 关 0) 
多 x x 


在 * = 0 处 具有 间断 性 ;因为 当 x 趋向 于 零 时 ,这 个 导数 在 两 条 边 
界 曲线 之 间 不 断 地 振荡 , 一会儿 为 正 , 一 会 儿 为 负 , 且 各 自 都 分 别 
趋向 于 十 co 和 一 co。 在 点 * 二 0 处 ,其 差 商 是 本 [(yCh) — yC0)] 


— sin (+ ): 因为 当天 -> 0 时 ,这 个 表达 式 在 +1 和 一 ! 之 间 摆 动 


无 限 多 次 ,所 以 在 * = 0 处 , 这 个 函数 既 没 有 右 导 数 , 也 没有 左 导 
效 。 


A2 关于 函数 可 微 性 的 注 记 
在 一 个 区 间 的 每 一 点 上 都 连 秋 且 具有 导数 的 疯 数 ， 其 守 数 不 


一 定 是 连续 的 ， 
我 们 芳 虑 一 个 简单 的 例子 , 如 函数 


y = f(x) = wisin 一 7x 0 时 


1(0) 一 0， 
这 个 函数 处 处 有 定义 而 且 是 处 处 连续 的 ， 而 对 于 一 切 不 等 于 零 的 
x 值 , 其 导数 由 下 式 给 出 : 
f(x) 一 一 交 (cos) = + 2xsin 一 一 一 C05 一 二 十 24 si 二， 


4 x 趋向 于 零 时 ,了 (x) 没有 极限 ， 加 一方 如 果 我 们 作 差 商 
1 [KA) — f(0)1= 1 (Rsin 1)= isin 2 则 立即 可 以 看 出 ， 


= 8 趋 疝 于 雪 时 ， 这 个 差 商 起 向 于 专 . 历 以 , 在 * 一 0 处 导数 存 
在 ,其 值 为 雪 . 
为 了 从 直观 上 理解 产生 这 种 似乎 矛盾 现象 的 原因 ， 我 们 从 图 
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形 来 汰 察 溺 数 ( 见 图 3.26)。 函数 在 曲线 7 = 刀 和 7》 = 一 妇 之 间 
振 汤 , 并 交替 地 与 这 两 条 曲线 相 切 触 。 函数 曲线 波峰 的 高 度 和 它 
与 坐标 原点 的 距离 之 比 在 不 断 地 变 小 ， 但 是 曲线 的 波形 并 不 会 逐 
浙 变 平 ,因为 曲线 的 斜率 是 由 导数 


. 1 1 
f' (x) 一 2Y SIN 一 -一 Cos 一 
i ey 
y 
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pd 
、 
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a 只 
“ ww 
]7 \ 

、 
~ ”  . 、 
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3 20 


给 出 的 ,在 使 得 cos 二 一 1 的 点 + 一 ;- 上 ,斜率 等 于 一 1, 而 在 使 


(2n 十 1) 
同上 面 举例 说 明 的 这 种 可 能 性 (导数 处 处 存在 ,然而 是 不 连续 
的 ) 相 反 , 我 们 给 出 下 面 简单 的 定理 , 这 个 定理 有 助 于 廓 消 肖 面 举 
出 的 一 系列 例 于 和 上 所 进行 的 讨论 ， 


得 cos 一 = 一 1 的 点 zx 一 一 一 上 ,斜率 等 于 十 1. 
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定理 知 相 我 们 局 时 在 点 + = 4 的 4 于 演 站 的 区 f(x) i 


让 pp Le . 也 存在 ;并且 2 一 人 
证 明 由 中 值 定理 即 可 得 到 证 明 . 因为 我 们 有 一 [fa + 


一 Ka)] = 了 (8), 其 中 8 是 4 和 a + 之 间 的 某 一 个 中 间 值 . 现 
在 , 如 果 让 % 趋向 于 零 ， 则 根据 假设 , 了 (8) 趋向 于 6b, 于 是 定理 得 
证 . 

还 可 以 用 同样 的 方法 来 证 明 一 个 相 辅 的 定理 :如果 函数 
在 < * <<。 上 是 连续 的 ,而 在 < 二 * < 上 内 导数 存在 , 当 z 趋向 


于 “时 导数 无 限 增 大 , 则 当 友 趋向 于 零 时 右 差 商 一 [fCa + 用 一 


人 a)] 也 无 限 增加 ,于 是 在 * = a 处 不 存在 有 限 的 右 导 数 。 这 个 定 
理 的 几何 意义 是 ， 在 具有 (有 限 的 ) 坐 标 [a, f(a)] 的 点 上 , 沾 数 的 
曲线 具有 垂直 的 切线 ， 


， 第 二 部 分 积分 法 


“ 显 函 数 

由 初等 函数 ?通过 反复 进行 有 理 运 算 , 即 加 法 、 乘 法 和 除法 ,以 
及 通过 作 反 函 数 的 运算 和 复合 函数 的 运算 ， 可 以 构造 出 极 广泛 的 
一 类 函数 。 这 样 构造 的 函数 形成 一 类 所 谓 “ 显 式 ” 函数 或 “封闭 表 
达 式 2 作为 本 章 第 一 部 分 的 综合 结果 , 我 们 可 以 得 出 一 个 十 分 


著 遍 的 事实 ;每 一 个 显 式 函数 都 可 以 微分 ， 其 导数 仍然 是 显 式 卫 


| 


数 . 


1) 应 着 重 指出 ,“ 初 等 ?函数 、“ 显 式 ” 函 数 和 其 他 函数 之 闻 的 区 分 本 来 是 有 些 任意 
的 。 对 于 我 们 来 说 ， 初等 ? 国 数 一 记 只 包括 有 理 函 数 ,三 角 函 数 和 指数 函数 ,以 
及 这 些 函 数 的 反 国 数 ，〈 这 里 的 “初等 评 数 ” 平常 称 为 基本 初等 国 数 .一 一 译 者 


注 ) 

2) 这 个 名 称 表 明 , 我 们 将 会 遇 到 许多 其 他 的 水 数 ， 这 些 函 数 不 能 用 这 种 方式 来 表 
示 , 而 能 通过 求 极 限 的 过 程 来 构造 ， 例 如 无 穷 级 数 ,. (本 书 的 显 式 ?函数 即 平常 
陡 谓 的 初等 攻 数 .一 一 译 者 往 ) 
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因此 ， 我 们 已 经 相当 完善 地 掌握 了 微分 运算 或 微分 的 “算术 
技术 。 但 是 , 其 逆 过 程 即 积分 , 一 般 说 米 是 更 为 重要 的 , 并 且 存 
在 着 较 大 的 困难 。， 这 种 困难 在 一 定 程度 上 已 被 微 积分 基本 公式 所 
克服 : 每 一 个 微分 公式 F(x) 一 1(x), 都 对 应 着 一 个 和 大] 了 fx) 的 
原 函 数 F(x) 的 等 价 公式 或 积分 


|f()ax = F(x). 
(更 确切 地 说 ,我 们 有 PCe) 一 | fw)dn 十 常数 , ) 因 此 , 当 导 出 更 


多 的 微分 显 式 时 ， 则 更 多 的 显 式 函数 的 积分 便 可 通过 显 式 函 数 来 
表示 ， 在 第 280 页 上 列 出 了 第 一 个 积分 表 ; 将 这 样 一 个 积分 表 大 大 
扩充 在 原则 上 并 没有 困难 ,虽然 这 是 不 实际 的 并 且 会 造成 混乱 . 

在 微 积分 发 展 的 初期 ， 许 多 数学 家 试图 以 明显 的 形式 或 封闭 
形式 来 求 出 每 一 个 给 定 的 显 式 函数 的 积分 或 原 函 数 . 

过 了 一 些 时 间 以 后 ， 人 们 才 明 白 这 个 问题 在 原则 上 是 不 能 解 
类 的 ; 相反 ,甚至 对 于 一 些 十 分 初等 的 被 积 函 数 ,其 积分 都 不 能 通 
过 初等 函数 来 表示 ( 见 第 318 页 )， 因 此 ,需要 研究 由 初等 函数 通过 
积分 过 程 产生 的 各 种 新 型 函数 ， 从 而 就 大 大 地 促进 了 数学 分 析 的 
发 展 ， 但 是 , 由 于 要 求 以 明显 的 形式 来 表示 (如 果 可 能 的 话 ) 给 定 
的 显 式 函数 的 积分 ， 而 不 是 无 望 地 纠缠 于 查阅 烦琐 的 积分 表 或 进 
行 数值 积分 , 便 引出 了 一 些 简单 方法 ,这 些 方法 可 以 灵活 地 变换 给 
定 积分 的 形式 ;事实 上 ,这 些 方法 使 我 们 可 以 把 要 求 的 积分 简化 为 
积分 表 中 的 一 个 初等 积分 . 

在 3.9 节 里 , 我 们 将 专门 来 叙述 这 些 有 用 的 方法 ， 在 这 方面 ， 
初学 者 应 注意 不 要 只 是 背诵 这 些 方法 得 到 的 许多 公式 。 与 此 相 
_“ 反 ,读者 应 致力 于 清楚 地 理解 积分 的 方法 ,并 学 会 如 何 应 用 这 些 方 
法 。 此 外 ,读者 还 应 记 住 : 即使 不 能 用 这 些 方法 来 积分 ,积分 还 会 
是 存在 的 《至 少 对 于 一 切 连续 函数 是 如 此 ), 而 且 实际 上 可 以 通过 
数值 方法 进行 积分 ,并 能 达到 任何 所 要 求 的 精确 度 ;数值 方法 以 后 
还 要 进一步 讨论 (6.1 节 )， 

在 本 章 第 三 部 分 里 ,我 们 将 尽力 扩充 积分 法 和 积分 的 概念 ,而 


间作 了 站 Ss 


| 


本 


完全 不 涉及 积分 技巧 的 问题 ， 


3.8 初等 积分 表 
初等 积分 表 
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cosh x 


sinh x 


一 cut x 


tanki x 

arc sinz 
| — drccoOsx 
全 tg 交 


一 HTCCte wx 


ar sinh x = log (x + V1 二 xz ) 


ar coshx = log(xtVx — 1【) 


] 1l+x 

ar tanphyxr 一 一 | 
nl 7 jog 本 一 
1 x 十 1 
ar CoOL x = 7 log TT 


前 面 证 明 过 的 每 一 个 微分 公式 ， 都 对 应 着 一 个 等 价 的 积分 公 
式 。 因为 这 些 初 等 积分 式 一 再 地 被 用 作 各 种 积分 方法 的 基础 , 所 


“ 2850， 


以 我 们 将 它们 汇集 成 表 。 右边 一 列 是 许多 初等 函数 ; 左边 一 列 是 
对 应 的 导数 。 如 果 我 们 从 左 到 右 夹 读 这 个 表 , 那么 右边 的 一 列 函 
数 则 是 左边 的 一 列 对 应 函数 的 不 定 积分 . 

我 们 还 请 读者 回忆 在 2.9 节 中 证 明 过 的 微 积分 基本 定理 ,特别 
是 这 一 事实 任 一 定 积分 都 能 按 下 列 公式 从 不 定 积分 F(x) 而 得 
到 ?. 


| f(ax = F(x) | = FC2) — F(a). 


在 下 面 几 节 中 。 我 们 将 试图 用 各 种 方法 把 给 定 函数 的 积分 的 
计算 简化 为 积分 表 中 列 出 的 一 些 初等 积分 公式 ， 除 了 只 有 从 经 验 
中 才能 学 会 的 一 些 特殊 手段 之 外 ;上 述 简化 途径 主要 根据 两 种 党 
用 的 方法 : “ 换 元 法 ?和 "分 部 积分 法 *， 这 两 种 方法 都 能 使 我 们 用 
许多 方式 来 变换 给 定 的 积分 ; 而 变换 的 目的 大 都 是 为 了 通过 一 步 
或 几 步 运算 将 给 定 的 积分 简化 为 一 个 或 多 个 前 面 已 经 给 出 的 初等 
积分 公式 . 
39 换 元 法 
划 全 于 人 


法 》. 其 目的 在 于 将 复合 郧 效 ( 例 如 x 一 c 或 ax 十 6 的 郧 数 ) 的 和 
“分 化 为 比较 简单 的 函数 的 积分 ， 
a. 换 元 公式 ， 复 合 函 数 的 积分 


复合 溺 数 的 积分 法 则 可 由 对 应 的 微分 链 式 法 则 推出 ， 对 于 复 
合 函 数 G(w) = 二 FE p(w)], 我 们 有 ( 见 第 231 页 》 
A A F ‘Tg (Cu) 1 pCu). (16) 


为 了 使 这 个 公式 成 并 ,只 需要 函数 x 二 p(x) 和 了 F(x) 分 别 对 于 它 


1) 在 本 章 中 我 们 不 讨论 无 需 首先 求 出 一 般 的 原 函 数 即 可 计算 的 一 些 特殊 定 积分 
的 辣 题 ,这 些 问题 与 本 节 所 谈 略 有 不 同 ， 
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们 各 自 的 自 变量 4, x 是 连续 可 微 的 ,并 且 F(x) 对 于 函数 x 一 g(xu) 
所 取 的 值 * 有 定义 也 就 是 说 ， 函 数 9 的 值 域 必 须 属于 的 定义 
域 )， 将 这 个 公式 在 积分 限 # = a 和 + = 8 之 间 进 行 积分 ,我 们 得 
到 

G8) 一 CCa) 一 下 ip) 一 Flo(Co)!) 


= | Fo) pu). (17) 


如 果 这 里 
Pp(8) 一 p(a) = 4， 
则 我 们 有 


far = | fol ld, z= ps) (18) 
或 者 引入 莱 布 尼 效 的 微分 表示 法 ap 一 wax 又 可 改写 为 
tax = [Kaw C8a) 


这 里 x 二 p(x) 是 在 端点 为 & 和 8 的 区 间 上 定义 的 且 具 有 连续 
导数 的 任何 函数 ; 这 个 函数 将 区 间 的 端点 和 8 分别 映射 为 + = 
4 和 x 二 5; 而 7 的 一 切 点 在 映射 p 下 所 成 的 象 含 于 区 间 7, 并 假 
设 函 数 f(x) 在 区 间 I 上 是 连续 的 ， 还 有 我 们 可 以 将 f(x) 的 任何 
原 背 数 取 为 F(x). 
应 当 注 意 的 是 ， 换 元 法 则 (18) 并 不 要 求 映 射 x = p(x) 将 a 
”和 8 之 间 的 点 仅仅 映射 为 a。 和 “之 间 的 点 ， 也 不 要 求 不 同 的 x 值 _ 
映射 为 不 同 的 * 值 ;而 仅仅 要 求 « 和 8 分 别 映射 为 4a 和 6, 并 且 对 
”于 当 w 在 和 8 之 闻 取 值 时 p(x) 所 取 的 值 x, f(x) 有 定义 . 
” ”如果 写 成 不 定 积分 , 则 换 元 法 则 有 下 列 形式 
c(O = |p) Ip Ca = |f(e)dx = F(x) = FLp(a)]. 
~ z (19) 
微分 符号 
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pu)au 一 dx do 和 dx 
du 


是 恒 等 的 ， 如 果 我 们 在 形式 上 将 分 子 中 的 dn 和 分 母 中 的 dw 相 
消 ， 


例 把 公式 (18) 应 用 于 被 积 函数 f(x) = 一 ， 并 且 取 置换 


x 一 p(w), 假设 在 所 考虑 的 区 间 上 p(x) 闯 0; 这 时 


| | bg ll = bog gO)l, 
或 者 将 变量 * 仍然 换 为 x, 则 有 
| 了 2 (x) dr 一 log | q(xr)|., (20) 
p(x) 
如 果 我 们 将 一 些 特定 的 水 数 ， 例如 p(x) 一 logx, p(x) 一 
”sin*+ 或 p(x) 一 cosx 代 人 这 个 重要 的 公式 , 则 得 到 ? 


| c log | log x|， 


x Jog x C21) 
| xdx = log | sinx|, | gxd — — log |cosx|. 
男 一 些 例子 ， 
| pup (ua 一 xax 一 到 xz? 一 = [plu) 1’, 
这 里 f(x) 一 *。 当 p(w) 一 log w 时 ,就 得 到 
| Ho8 4 du = > (Clog ny. (22) 


最 后 我 们 淮 虑 
| sin” a cos Hdn. 


这 里 x 一 -sinx 一 p(n), 因此 
m+] * 十 1 
| sin” cos ud = | 一 - 志 = 


nz 二 1 7 十 1 


1) 这 些 公式 以 及 下 面 的 一 些 公式 是 不 难 验证 的 ， 只 要 把 所 得 的 结果 进行 微分 , 我 
”人们 重重 新 得 到 被 积 函数 ， 
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.. . . - : i 六 二 
Tt i or ” 


对 于 任何 在 区 间 一 1 委 x*< 委 1 上 连续 的 图 数 f(x), 经 过 同样 
的 症 换 xx 一 sinw, 可 得 到 


B sing 
| fC sin 4) cosuadu 一 | ~ f(x)ax., 


如 果 在 这 里 取 a 二 0 和 8 = 2x, 那么 我 们 便 取得 这 样 一 个 例子 
其 中 所 采用 的 置换 x = p(w) = sinx 一 x 并 不 是 在 区 间 o <* < 
8 上 单调 的 映射 函数 ,这 时 ,我 们 得 到 


| fC sin &) cosudu = | oa 一 1 


换 元 法 则 的 其 他 形式 
在 许多 应 用 当中 ,所 要 计算 的 积分 是 按 下 列 形式 给 出 的 : 


F(#) 一 | pl plu) Jdu, 


其 中 被 积 函 数 是 复合 函数 h[p(w)]， 而 不 存在 因子 g(x)， 但 如 
当 我 们 能 够 将 被 积 图 数 7[qplu)] 写成 f[ pCw)jg'(w) 的 形式 ， 就 
可 应 用 年 换 法 则 (18) 了。 这 一 点 总 是 可 以 实现 的 ,只 要 函数 x 一 
p(xu) 共有 不 等 于 零 的 连续 导数 p(w)， | 4 一 


g(x)， 并 具有 连续 导数 4 = (x) = 一 L Te 7 如 果 取 函数 
h(x) (x) 作为 f(x), 此 时 的 确 有 


hp[ yu)] = HP ff pu) yp’Cu), 
pb (x) 


而 由 换 元 法 则 我 们 得 到 
| slpC)lau = ff pC lp Gdn = | fC)ax 


一 | p(x) gy (x) dxr 一 | 名 dx., @3) 


要 求 pCw) 去 0, 是 为 了 名 免 公式 (23) 中 的 表达 式 -2 成 为 无 
大 ， 


初学 疹 一 定 不 要 乓 记 在 积分 中 把 4(x) 置换 为 时， 我们 不 


” 仅 必须 通过 新 的 变量 “ 来 表示 原 变量 *, 而 且 必 须 对 这 个 新 的 变 
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ea 
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量 进 行 积 分 ;而 且 在 积分 以 前 ,我 们 必须 乘 以 原 变量 x 对 于 新 变 昌 
# 的 导数 。 当然 , 这 是 可 由 莱 布 尼 兹 表示 法 h4dx 一 4 < du 联想 


到 的 。 在 定 积 分 
| hl p(x) ldx = osaa 
中 , 我 们 一 定 不 要 护 记 把 (对 * 的 ) 积 分 限 e, 2 换 为 《对 新 变量 *) 
相应 的 积分 限 4 二 y(n) 和 6 = (26), 
例 为 了 订 算 | sin2xdr, 我 们 取 x 一 VCx) = 2x 和 有 (w) = 


sin zx。 我 们 有 


du dx 1 
2， 1 
dx du 2 


现在 , 如 果 我 们 将 x 一 2x 作为 新 的 变量 代入 积分 , 这 时 积分 不 是 
变换 为 | sin nan, 而 是 变换 为 


一 | sinudu 一 一 工 cosy 一 一 工 cos 2x， 
2 2 


当然 ,这 个 式 子 通 过 将 右 端 微 分 即 可 验证 ， 
如 果 我 们 在 积分 限 0 和 x/4 之 闻 对 x* 积 分 ， 则 对 于 新 变 重 
4& 一 2x 的 相应 的 积分 限 是 0 和 /2, 于 是 我 们 得 到 


/4 , 1 x/2 1 x/2 
sin 2xdx 一 一 - SIN Udu = 一 一 costl 
0 2 J0 2 0 


= 
2 


另 一 个 简单 的 例子 是 积分 | -< 


,二 这 里 我 们 取 ~ Sx)= 
V* ,由 此 xz 一 p(w) = tw 因为 gCw) 二 2w, 所 以 有 
| -和 = -2 du = 2. 
作为 第 三 个 例子 ， 我 们 考虑 sin 一 在 区 间 过 L cy 之 1 上 的 积 
分 ， 对 于 4 一 一 或 和 一 ， 我 们 有 dx ” 一 4, 因此 
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si = 一 | sng = Sina dt 
| 5 4X | J d | ms du. 
“b. 换 元 公式 的 另 一 种 推导 方法 
前 面 的 积分 公式 《17)， 如 果 将 其 表示 法 稍 加 改动 ， 也 可 直接 
予以 解释 , 这 时 根据 的 是 将 这 个 定 积分 定义 为 和 的 极限 ?, 而 不 认 
为 它 走 由 链 式 做 分 法 则 推出 来 的 。 为 了 计算 积分 
| 4gC#) Jas 


(在 4 二 5 的 情况 下 ), 我 们 首先 对 区 | 则 4 夺 * 记 5 作 任 一 分 划 , 然 
后 再 使 得 分 划 越 来 越 细 。 具体 方法 如 下 : 如 果 函 数 w = g(x) 是 
假设 为 单调 增加 的 , 则 在 * 轴 上 的 区 间 a 三 x 5 和 w 一 p(x) 之 
值 的 区 间 0 志 « 志 6 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ,这 里 a 二 (a)， 
6B = J(b)， 我 们 将 这 个 * 所 在 区 间 分 成 长 度 为 Ax 的 1 等 分 ;于 
是 对 应 地 存在 一 种 将 所 在 区 间 划 分 成 一 些 子 区 间 的 分 划 ， 一 般 
说 来 , 这 些 子 区 间 的 长 度 不 全 相等 ， 我 们 把 * 所 在 区 间 的 分 点 记 
为 

Xo 一 a, XXX 一 b, 
而 将 w 所 在 区 闻 的 对 应 单元 的 长 度 记 为 

At At * , Au,, 

这 时 ,我 们 所 考察 的 积分 刀 是 和 


之 49(C5)}Ax 
的 极限 , 其 中 数值 5, 是 由 * 所 在 区 间 的 第 v 个 子 区 间 中 任意 选取 
的 。 现 在 再 把 这 个 和 写 为 2 Co) A 人 ~ Am 的 形式 ,其 中 mm 一 


($i)。 根据 微分 学 中 值 定 理 ，- 


一 ey. 其 中 Dy 是 在 x Er 


1) 这 样 得 到 的 结果 ,只 限于 单调 的 置换 ， 让 个 像 鳃 链 起 化 分 守则 推出 的 公式 (18) 
那样 一 般 ， 
“) 学 长 度 分 划 的 假定 对 于 证 明 来 说 ,并 不 是 必要 的 ， 
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处 区 闻 的 第 + 个子 区 间 中 某 个 值 ，x = p(w) 表示 一 bx) 的 反 
函数 。 现在 如 果 我 们 这 样 来 选取 数值 5,， 使 得 ww 和 7 相 重 合 ， 
也 就 是 说 w, 二 4(#,)，5, 二 g(ry,)， 这 时 我 们 所 作 的 和 取 下 列 形 
陈 : 
之 ， hn )p ny) Au,. 
如 果 我 们 令 其 中 的 -> co 而 取 极限 ?, 则 得 到 表达 式 
dx 
| h(a) Au du 
作为 极限 值 , 即 上 述 积分 之 值 ,这 同 前 面 给 出 的 公式 (23) 是 一 至 
的 ， z 
因此 ,我 们 得 到 下 述 结论 ， 
定理 设 Mw) 是 区 间 " "8 上 的 轿 续 函 数 . 如 果 甬 数 


{px)}dxr = pi — pe Ed 
这 种 推导 方法 表明 , 菜 布 尼 兹 表示 法 的 富有 启发 性 的 长 处 ， 为 了 
实行 置换 w 一 (x) ,我 们 只 须 将 dx 改写 为 < du ,并 且 将 积分 
限 由 原来 的 * 值 换 为 对 应 的 x 值 


c。 例 .积分 公式 
在 许多 情况 下 ， 我 们 都 能 借助 于 换 元 法 则 来 计算 给 定 的 积分 
| f(x)dx， 如 果 我 们 能 通过 适当 的 置换 x = oz 将 这 个 积分 化 为 


积分 表 中 的 初等 积分 之 一 的 话 ， 但 是 对 于 是 否 存 在 这 种 置换 和 怎 
梓 求 出 这 种 置换 的 间 题 ,不 能 给 出 一 般 的 解答 ;这 里 无 宁 是 要 赁 实 


1) 这 个 极限 存在 ( 当 仿 + >0 时 ), 并 且 就 是 上 述 定 积分 值 ,因为 根据 # = 多 (*) 的 
一 致 连续 性 , 当 人 x 趋向 于 零 时 最 大 的 长 度 Aw 趋向 于 零 . 
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际 经 验 和 机 智 ,而 不 依赖 于 统一 的 方法 
作为 一 个 例子 ， 我 们 来 计算 积分 | 


dx 
， 借 助 于 置换 ? 
A/ aa 一 2 


4 一 go 一 ad 2 一 小 (x) 一 一 dx 一 adu, 并 利用 第 280 页 上 
的 积分 表 中 第 13 式 , 我 们 得 到 


| | re sin 4 = arc sin <, 
J /a x zaA/ 1 一 zz 4 
当 |x| < jj 时 ， (24) 
通过 同样 的 置换 ,我 们 还 可 得 到 
dx adu 1 ,Te 一 a 
| | PTW) a 4 05) 
dx 
== 4 sinh —: (26 
| 元 十 x ' a ' ) 
dx Xx 
一 一 一 一 二 arcosh 一。 当 |x| 之 |a| 时 ; (27) 
[7 


Tar tanh 二 ， 当 |x| 二 |a| 时 ， 

dx —— 4 4 z (28 

2 2 1 * ) 
arcoth—， 当 |x| > je 时 . 


这 些 公 式 经 常 出 现 ,并 且 不 难 通 过 将 右 端 微 分 来 验证 ， 


J.10 换 元 法 的 其 他 实例 


在 本 节 中 我 们 收集 了 一 些 例 子 ， 普天 可 雇 作 为 练习 仔细 地 加 
以 演算 ， 
通过 置换 4 一 1 土 x*, du 一 土 2xdz, 我 们 可 以 推出 : 
| 一 dx 一 十 VI, (29) 


V1 土 x 
1) 为 简单 起 见 ,我 们 仍 将 符号 ex 和 da 分开 来 写 , 即 写成 4x = gp'(n)du， 而 不 写 
成 -人 -== Cw) ( 见 第 191 页 》， 
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Xadx 1 
一 十 -一 log |1 填 wx?|， 30 
| 2 g | (30) 


在 上 述 的 公式 中 , 我 们 必须 (在 三 个 地 方 ) 全 取 正 号 , 或 者 (在 
三 个 地 方 ) 全 取 负 号 ， 
通过 置换 ax 十 6b, du 一 adx(a 天 0 )， 我 们 得 到 


上- 和 本 一 =- 二 glox 十 4 (31) 
2X 十 2 a 
| Gax + bedx 一 7 (ax 十 rtH(e 到 一 1)， (32) 
|sin (ax 十 bdx 一 一 一 cos (ar + 6), (33) 
类 似 地 ,通过 置换 x 一 cosx, du = 一 sin xdx, 可 得 到 
: jxzaz 一 一 log | cosx|, (34) 
而 通过 置换 w 一 sinx, du 一 cos xdx， 则 得 到 
| xdx 一 log | sinx| (35) 


[参见 第 283 页 (21)1, 利用 相应 的 置换 w=cosh x, du= sinh xdx 和 
# 一 sinhx, du 一 cosh xdxr， 又 可 得 到 公式 


| tanh xdx 一 log cosh x, (36) 


| coth xdx = log | sinh x| ， (37) 


借助 于 置换 ， 一 ( 邱 ) 人 gx。du 一 (后) secxdx, 我 们 得 到 下 列 两 个 


公式 : 


| 二 一些 1 | dx_ ~ 
2 22 2 、 2 2 2 
a’sin’x 十 bP’cos’x b (SS) t+ 1 


js) 
— actitgl—tgx 
ab > p ” 


1 a 
nb alc ctg 旬 gz)， 
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一 上 上 artanh (2 tg = 
| dx ab pb 
ad* sin“x _ bcosx f 4 (C39) 
Ar coth (5 tgx 
现在 来 计算 积分 
| dx 
sin % 


人 


\ \ 
八 式 snx 二 2 (= os( 二 -28( 宇 ) ( 宇 ) 
续 用 公式 sin x sin 了 os 7 g > /cos >) 从 
4 一 名 ( 祥 ), 则 有 du = 二 xc (二 ) dx; 这 时 积分 变 为 


和- 一 | 委 一 log i 。 (40) 
如 果 将 其 中 的 换 成 * 十 工 ,这 个 公式 则 变 为 
[IE 


如 果 应 用 熟知 的 三 角 公 式 2cos x = 二 1 十 cos 2x 和 2sim?x 一 
1 一 cos2x, 并 且 取 置换 4 一 2x, 则 得 到 常用 的 公式 : 


| cos xAdx 一 六 (xz 十 sinxcosx) (42) 
各 
| sin’ xdx 一 = (x 一 sinxcosx)., (43) 


”通过 置换 x = cosu (等 价 于 zx 一 arccos x), 或 者 更 一 般 地 说 ， 
通过 置换 x = acoswuCa 尖 0), 我 们 可 将 积分 
[Vi a JVe a 
分 别 化 为 上 述 公 式 中 的 积分 。 于 是 ,我 们 得 到 
[YR 一 2 一 一 人 rccos 六 十 芋 VP 一 放 (44) 
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相应 地 ,通过 置换 x 一 “cosh w, 我 们 得 到 公式 


el 2 Ca 
| VR 一 dx 一 一 生 arcosh 之 十 之 Vw 一 (45) 
2 a 2 
而 通过 置换 x == asinh wu, 则 得 到 
一 -一 一 一 2 
[Ve 二 x:adx 一 了 arsinh -= 十 本 x (46) 
4 


通过 置换 4 一 二 ,dx 一 一 ( 气 ) dus 可 得 到 下 列 公式 : 
于 


| 一 和 一 = 一 sesin 4， (47) 
AN 2 a x 
7 
| 一 和 一 一 一 二 ar sinh 一 ， (48) 
x x 二 a 4 * 


| dx 一 一 上 arcosh 二 (49) 
ny 2 a x 
最 后 ,我 们 来 考虑 三 个 积分 

| sin. mx sin nxdx, | sin mx cosnxadrx, 区 mx cosnxdx, 


其 中 避 和 z 是 正 整数 .根据 熟知 的 三 角 公 式 


sin mx sin nx 一 于 [ cos(m — n)x — cos(m + n)rx], 
sin mx cosnx 一 于 [ sin (m + nx sin(m — n)x], 


COS Mx COSNx = = [ cos Cm + n)xd cos(m — n)r], 


则 将 每 一 个 分 才 分 了 了 部分 现在 再 分 别 利用 置换 4 一 (m 十 
和 一 (m 一 #)x, 就 能 直接 得 到 下 列 一 组 公式 : 


EE: mx sin nxadx 


十 | Sin (m — nOx in Cm + a)x \ 当 六 天 少时 ， 

2 12 -一 儿 mn (50) 
2( _ sin 2mx 、 

z( 2m ) 当 m= 时 ; 
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| Sin XCOS HXAdx 


1 {estm + ns 上 co Wh jy 天时， 
2 12 一 了 7 人 一 
1 /cos2mx 


(51) 


| COS mx cosnxdx 


1 | J int 1y 大 思 轩 ， 


2 mn 12 一 天 


1 /sin 2mx 
到 + 当 和 2 一 妈 时 


以 得 到 下 列 极其 重要 的 关系 式 : 


二 : 。 0 当 % 关 wz 时， 
, sin mx sin nxdx = | 
” |】 一， TT 当 m= HT ， 
x 
| Sin mx cosnxdx = 0: : (53) 
| 0 当 疡 天 关 肘 ， 
COSMmX CoOsSnrxdx = | | 
ws Tt 汉 1 二 为 时 


这 就 是 三 角 函数 的 焉 交 关 系 ,在 8.4 节 。 中 我 们 还 会 明 到 . 
3.11 分 部 积分 法 
&， 一 般 公 式 
分 部 积分 法 是 在 处 理 积分 问题 时 广泛 应 用 的 另 一 种 方法 ， 这 
种 方 污 是 乘积 的 微分 法 则 
| (fr) =fg+fg 
的 积分 表达 形式 . 
对 应 的 积分 公式 是 ( 见 第 200 页 ) 
f(x) g(x) 一 | gx)f Cx)dx 十 | fC)g Cas 
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或 
| gC ar = fosCo — | gCOF dx. (54) 
如 果 采 用 莱 布 尼 兹 微分 表示 法 ,这 个 公式 变 为 
| fag = fg — | eof (54a) 
这 个 公式 称 为 分 部 积分 公式 ， 利 用 这 个 公式 可 将 计算 某 一 个 积分 


问题 化 为 计算 另 一 个 积分 的 问题 。 因 为 给 定 的 被 积 函数 可 以 按照 
许 许多 多 的 不 同方 式 看 成 乘积 1(x)g (x), 所 以 这 个 公式 给 我 们 提 
供 了 一 种 变换 积分 的 有 效 工具 . 


当 写 成 定 积分 的 形式 时 ,分 部 积分 公式 是 
| fg Ca = fC) | 一 | gCOF (a 


= Ko)gC6) — Ka)gCo) 一 | gCOF(#)dr, (54b) 
这 个 公式 可 以 通过 乘积 的 导数 公式 在 积分 限 a。 和 之 间 进 行 积分 
而 直接 推出 ,也 可 以 利用 公式 (54)， 取 其 在 点 b。 和 点 。 上 的 什 之 
差 而 得 到 . 

对 于 公式 (54b) 我 们 可 以 给 出 一 个 简单 的 几何 解释 ， 让 我 们 
假设 》 一 f(x) 和 > = 5(z) 都 是 单调 的 , 且 1(4) 一 4, f(b) 一 8， 
g(4) 一 as g(b) 一 6; 这 时 ,我们 可 以 作出 第 一 个 函数 的 反 函数 ， 
并 代入 第 二 个 函数 ， 于 是 得 到 作为 y 的 函数 >。 我 们 假设 这 个 函 
数 是 单调 增加 的 , 因为 by 一 了 (x)dx, ds 一 g(x)dx， 分 部 积分 公 
式 可 以 写 为 [参见 第 282 页 痪 元 法 则 (18)] 

| .ya 十 | zz = B6 一 da， 


这 与 图 3.27 表明 的 下 列 关 系 是 一 致 的 ; 
“面积 NOLK 十 面积 PMLO 一 面积 OMZLK 一 面积 OPON. 
下 面 的 例子 可 以 作为 第 一 个 例证 : 


| es xdx 一 | logs 。， ldx., 
这 样 来 写 被 积 泣 数 ,是 为 了 表明 我 们 楼 仙 f(x) = logx 和 g(x) 二 
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aa 以 a 
一 | [Mr ， 
6 
4 一 | 
图 3.27 
1, 于 是 有 f(*) 一 一, g(*) 一 x 
”这 时 由 公式 (54) 得 到 
|ograz = zlogs — | Edx = xlogr— x, z (55) 


最 后 ,这 个 表达 式 确 是 对 数 函数 的 不 定 积分 ,通过 微分 立即 可 证 实 
这 一 点 . 


b. 分 部 积分 的 其 他 例子 
取 f (x) 一 xX, g (xX) 一 6 于 是 有 f' (x) 一 1， g(x) 一 Ce”, 日 


知 
: | rerdx 一 er(x — 1). (56) 
类 似 地 ,我 们 得 到 
-san rdx = —xcosx 十 sinx (57) 
和 
| -ee rdx 一 vsinx + cosx, (58) 


对 于 fx) 一 log x, g(x) 二 x*, 有 关系 式 
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十 1 
xlog xdx 一 一 (Iog* 一 一 一 ) (59) 


这 里 我 们 必须 假设 4 关 一 1。 当 a = 一 1 时 ,我 们 得 到 的 是 


和 


| 二 log xdx = (log x)— | eg: 2 
将 石 端 的 积分 移 到 左 端 加 以 合并 ,于 是 有 [ 见 第 283 页 (22)] 


os rdx = 本 ( log x 7) (60) 
x 


下 面 来 计算 积分 | arc sin sdx， 这 里 取 f(*) 二 arc sin x, ge) 一 
1。 因 此 有 


. ， radx 
|are sin Xdx = x arc sinxr 一 |= 一 一 ， 
右 首 的 积分 可 按 第 288 页 公式 (29) 算出 ,于 是 我 们 得 到 
| sin xdx = x arc sinx 十 V1— x. (61) 
用 同样 方法 ,还 可 求 得 z 
| = tg xdx = xarctgx 一 = log (1 + x’) (62) 


以 及 其 他 许多 同类 型 的 公式 ， 

下 面 的 一 些 例子 性 质 有 些 不 同 ;其 中 反复 进行 分 部 积分 ,就 会 
出 现 原 来 的 积分 ,因此 我 们 得 到 的 是 含有 原 积分 的 一 个 方程 . 

在 下 述 积分 中 用 这 种 方法 ,我 们 得 到 


| e”” sin bxdx = — 1 e"*cOsSbx 十 二 | e* cospxdx 
pb pb 
1 a ，， 。 a’ . 
= ecosbri esinbx— —| esinbrxdxr: 
b bp’ pb’ 


现在 由 此 方程 解 出 积分 | er sin bxdx， 最 后 得 到 


| ex sin brxdx 一 


7 ec“*(asinpbx — bcosbx). (63) 
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”用 同样 方法 可 以 推出 


| e*cosbrxdx = e*(acosbx + bsinbxr). (64) 


1 
42 -十 已? 


c. 关于 所 2) + f(a) 的 积分 公式 

作为 最 后 一 个 例子 , 我们 来 推导 一 个 把 和 15) 十 九 *)( 而 不 
是 由 基本 公式 给 出 的 差 {C6) 一 f(a)) 表示 成 定 积分 的 著名 公式 ， 
引入 1 一 g(x), 这 里 g(x) 二 x 一 m, 其 中 mw 为 任意 常数 ,然后 对 
于 下 述 不 定 积 分 进行 分 部 积分 ， 我 们 有 : 

| fa 十 |f CG — m)dx = f(x)(x — m), 
在 4 和 & 之 间 取 定 积分 , 则 有 
| Fear + | fC — mdr = KOE — m)—f(a)a — m), 
现在 我 们 将 < 和 上 之 间 的 平均 值 > Ca 十 5) 取 为 m, 则 得 到 
一 [6) + 0) = | fs)as + | Ce — m)f Ca)ds, 

这 一 点 读者 是 不 难 验 证 的 
d. 递 推 公式 

在 许多 情况 下 ,被 积 函数 不 只 是 自 变量 的 函数 ,而 且 还 依赖 于 
而 是 另 一 个 类 似 的 表达 式 , 其 中 指标 # 具有 较 小 的 值 ， 这 样 ,经 过 
几 步 以 后 ,我 们 就 能 得 到 可 用 第 280 页 上 的 积分 表 来 处 理 的 一 个 积 
分 ,这 种 方法 称 为 递 推 法 . 

下 面 举 例 加 以 说 明 ， 我 们 可 以 反复 应 用 分 部 积分 夹 计算 下 列 
三 角 冰 数 的 积分 : 


从 


| := "xdx, ES rdx, |sin” Y Cos xadxr, 


其 中 必 和 ? 者 是 正 整数 。 对 于 第 一 个 积分 ， 取 f(x) = cos"™™!x， 
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g(x) 一 sinx, 我 们 得 到 
| cos"xdx = cosr-iy sinx + (#— 1) | sos sin2xdx; 
右 端 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
cos"ixsinx 十 (2 一 1 | cosr2xdx — (n— 1) | cosn xdx: 
于 是 经 过 整理 后 可 得 到 递 推 关系 式 : 


1 _ ， 7 一 | 
| eos"xdx 一 -一 cos2 1 yy siny 十 
办 


| cos*™ xdxr, (65) 
现在 反复 应 用 这 个 公式 (替换 指标 )， 束 可 以 使 被 积 图 数 的 指标 忆 
步 减 小 ,直到 最 后 得 到 积分 

| cosxe 二 sinx 蕊 |ax 一 7， 


究竟 得 到 哪 一 个 积分 ,取决 于 ”是 奇数 还 是 偶数 。 用 同样 的 方法 ， 
还 可 得 到 类 似 的 递 推 公式 


学 1 昌 pp A 四 | 再 mm 
z | aa xidx 一 一 一 sins~lxcosxy 十 一 一 一 1sinr-2xdxy (66) 
nn nn 
。 mt1 ni—1} 
Sin”™ XCcOs” Xx n— 1 — 
| sin”"x cos "xdx 一 一 十 | sin” x Cos” :xdx. 
mm 十 mtn 


(67) 
特别 是 ,我 们 有 (n 一 2) 


| sin2xdx 一 加 (x 一 sinxcosx) 
和 


| cosixdx = = (x 十 sin* cosx), 


这 同 以 前 用 换 元 法 得 到 的 结果 一 样 [第 290 页 公式 (42), (43)]. 
几乎 不 需要 再 指出 ， 我 们 可 以 用 完全 相同 的 方法 来 计算 相应 
的 下 列 双 册 天 数 的 积分 : 


| sinh’xdx = = 《一 十 sinhxcoshx )， (68) 
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| cosh2xdx 一 (x 十 sinh x cosh x ). (69) 


还 可 得 到 为 一 些 促 推 公 式 ， 

| Clo8 x "dx = x(log*%)”— 1m | ( log x )™!idx, (70) 
eres 一 XxX"e*— 711 | x lieradx, (71) 
| sin xdx = 一 XPcosX 十 17 x"' lcosxdadr, (72) 
| x"cosxadx = x sinxX— m | XLSsin xdx， (73) 
Ex log *)™dx = Re 一 > 二 | log x)”-!idx 


(a 一 1). (74) 
e. 7 的 瓦 里 斯 (Wallis) 无 穷 乘 积 


利用 积分 | sin" xz(y > 1) 的 递 推 公式 , 我们 可 以 将 数 下 
示 为 “无 穷 乘 积 的 精采 的 表达 式 ， 首 先 在 公式 


| sin”™xax 


。 1 . , 
ES Xdx = -sin” ycosyx 十 
?1 : 1} 


中 ,我 们 加 上 积分 限 0 和 7 于 是 得 到 


ni2 x/2 
| sin” xadxr = 2 l | sin" ?xdx 涩 nn 之 1 时, (75) 
0 


7 0 


再 反复 应 用 递 推 公式 ,对 于 4 一 2m 和 w = 2m 十 1 两 种 情况 ,我 
们 分 别 得 到 


ni2 —. _ /2 
| sin<"rax 二 2m—1 2m—3. < ,上 | dx, (76) 
0 2 2712 一 2 
x/2 。 r/2 
| pam dr = 2 和 | sin xdx, (76a) 
0 2m 二 1 2m—1 3 J0 
因此 


x — — 
| nm 二 2717 一 1 272 一 3 1 二 C77) 
0 2 1 2712 -一 2 2 2 
2 ， 0, 
| sine™t! xadr 一 一 2 7 2 . .和 077a ) 
0 2 -十 1 2 一 工 3 
两 式 相 除 ,每 到 
条 /2 
= 了 7 
工 一 224.46.6. .3.2 上 sr (78) 
2 1.33.55.7 Qn Dnt Sm 
0 


当 m 无 限 增 大 时 ， 右 端的 两 个 积分 之 商 收 化 于 1。 这 一 点 从 
下 面 的 讨论 中 便 可 得 知 ， 和 在 区 团 0 二 x 二 了 中 ，0 一 siny<1， 
我 们 有 


0 -一 sin 和 yx < sin22y SE sin22 x. 


因此 
nf2 


"xf2 nx/2 
0 一 | sin‘” ”1 xdr < | sin*”xadx < | sin2™™1 xadx. 
0 0 0 


现在 我 们 用 | sinzn+lxdx 来 除 每 一 项 ,并 且 注 意 到 公式 (75) 


jo 4 二 1 1 


/2 2 :Tt 2m 3 
| sin™t! xax 的 
0 
我 们 有 
nA 
| sin'™™! xadx 1 
1 < om DE 
| Sin ?十 1 rarx m2 
0 
由 此 即 可 推出 上 述 命题 . 
最 后 ,关系 式 
工 =lim224400... 4m .Am (79) 
2 no 1] 3 3 5 52 7 2712 一 1] 2m 十 1 
成 立 ， 


这 个 乘积 公式 ( 瓦 里 斯 提出 的 ), 及 其 简单 的 构成 规律 ,给 出 数 
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x 和 整数 之 间 的 一 种 非常 奇特 的 关系 式 ， 
关于 V = 的 乘积 


作为 一 个 简单 的 推论 ,我 们 来 推导 关于 MV 的 同样 奇特 的 表 
达 式 。 如 果 我 们 注意 到 


im— <1， 


mo2m 十 1 


则 可 瑟 出 
| 22 (2m ~ 27, 一 工 . 
maz32 5 (27 一 于 7 
取 平方 根 , 并 且 将 分 子 和 分 母 都 乘 以 2 4.…(2m 一 2), 就 有 
x 24(2 一 2) /07 
2 im 3 2 
2 42 212 2) 2 
> 飞 27 1)1 V 2 


22 
mo (2m )! 21m 
jm (22 。 17)(22 ， 22) 22? ， 32) » (22 , m?) 


ma (2mz)! V2m 


由 此 ,最 后 得 到 
jm S102. — V x, (80) 
"7 (2z2)1 Vm 
一 一 玉里 斯 乘积 的 一 种 形式 ,这 在 后 面 我们 还 会 用 到 (参见 第 六 章 
附录 ). 


“3.12 有 理 函 数 的 积分 法 


十 七 世纪 和 十 八 世 纪 ， 数 学 家 们 曾 全 神 贯 注 地 寻找 各 种 能 够 
明确 地 积分 出 来 的 初等 显 函数 ， 他 们 发 明了 大 量 的 巧妙 方法 , 同 
时 黄 定 了 更 深 一 步 认识 的 基础 。 后 来 , 当 我 们 认识 到 以 封闭 形式 
”来 完成 一 切 显 函数 的 积分 不 但 是 做 不 到 的 ,而 且 实 际 上 也 不 是 重 
要 的 自 的 时 ， 那 么 对 于 为 这 种 问题 而 提出 的 一 些 宛 长 烦 下 的 处 理 
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方法 就 逐渐 显得 不 重要 了 .。 但 是 ， 还 有 一 个 很 有 意义 的 一 般 结 
所: 


这 个 一 般 结 打 在 高 等 复 变 部 数 沦 中 很 容易 得 到 但 是 介绍 一 
种 只 用 实 变量 的 初等 推导 方法 仍然 是 有 价值 的 . 
有 理 活 数 是 形式 为 i 
_ f(x) 
R(x) a) (81) 
的 函数 ,其 中 f(x) 和 g(x) 是 多 项 式 
1(%) 二 apx” 十 0 xXx” 1 十 ，……。 十 qo， 
g(x) = bx CO brixrr 十 十 Bb (5, 0). 
我 们 可 以 想到 ,每 一 个 多 项 式 都 能 直接 进行 积分 , 且 其 积分 本 
身 也 是 多 项 式 ， 所 以 ,我 们 需要 考虑 的 只 是 那些 分 母 g(x) 不 为 常 
数 的 有 理 冰 数 ， 而 且 ， 我 们 总 是 可 以 假设 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 
次 数 >。 否则 , 用 多 项 式 g(x) 除 多 项 式 f(x), 我 们 便 得 到 次 数 小 
于 ”的 余 项 ; 换 句 话说 , 我们 可 以 写成 1(x) = g(x)g(x) + r(x)， 
其 中 q(x) 和 r(x) 也 是 多 项 式 , 而 r(x) 的 次 数 小 于 x。 因此 ,对 


后 的 各 分 就 化 为 对 多 项 式 4 和 “ 真 分 式 ” 0 的 积分 。 我 们 


进一步 注意 到 : 函数 7 fe 可 以 表示 为 一 些 函数 2 之 和 ， 于 是 


我 们 只 需要 考虑 形 如 - 二 的 昭 数 的 积分 ， 


a。 基 本 类 型 


对 于 类 型 (81) 的 最 一 般 的 有 理 了 水 数 的 积分 ， 我 们 分 儿 步 来 进 
人行。 首先 来 研究 这 梓 一 些 隧 数 ， 其 分 母 g(x) 具有 特别 简单 的 形 
式 : 
g(t) = x", 


或 
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g(x) = (1 + x )’”, 
其 中 4 是 任何 正 整 数 ， 
然后 ， 我 们 可 以 把 比较 一 般 的 情况 : g(x) 一 (cx 十 和 )” 
线性 表达 式 ox 十 PCa 关 0) 的 察 ， 或 者 g(x) = 二 (ax? 十 22x 十 
c)" 一 一 定 号 二 次 表达 式 * 的 容 ， 化 为 上 面 这 种 最 简单 的 情 纲 .如 
果 g(x) = (ax 十 8)"， 我 们 引入 5 二 ax 十 8 作为 新 变量 。 于 是 


成 同 次 的 多 项 式 q(5), 林 


ey i 


在 第 二 种 情况 下 ,我 们 写 为 
ax 十 22x 十 c= (ax 十 27 十 La 
a a 


(d= ac — bi,d > 0):; 


因为 我 们 已 经 假设 这 个 表达 式 是 二 次 的 和 定 号 的 ,所 以 ac 一 忆 必 
定 为 正 ,并 且 4 冯 0。 引 入 新 变量 
: axX 十 上 b 
Pk 


上 = 一 
SS 一 


我 们 得 到 被 积 函数 的 分 母 为 |( 全) (1 + 8)| 的 积分 . 


内 此 ， 为 了 求 出 分 母 为 线性 式 或 定 号 二 次 式 的 宕 的 有 理 函 数 

的 积分 , 只 要 能 积分 下 列 类 型 的 函数 就 足够 了 : 

. 1 x x2° +1 

事实 上 ,我 们 将 看 到 ,即使 是 这 些 类 型 也 不 需要 在 一 般 情况 下 来 处 
理 ， 因 为 我 们 能 够 把 每 一 个 有 理 函 数 的 积分 ， 化 为 这 三 种 函数 在 
1) 二 次 表达 式 0Cx) 二 ax? 十 2bx 十 < 称 为 定 号 的 ， 如 果 对 于 一 切实 数 x, 它 所 取 
的 值 具有 相同 的 符号 , 也 就 是 说 , 方程 0(x) = 0 没有 实 根 .为 此 ,其 充分 必要 
条 件 是 “判别 式 ”ac 一 如 为 正 ， 当 然 ,这 可 由 方程 之 根 的 明显 公式 二 (一 “十 


VY 多 一 ac ) 推出 ， 与 此 等 价 地 ， 定 号 二 次 表达 式 是 不 能 分 解 为 两 个 实 线性 因 
式 的 二 次 表达 式 ， 
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» 二 0 时 非常 特殊 的 形式 的 积分 。 因此 ， 讽 在 我 们 娄 中 考虑 下 列 
三 个 基本 类 型 的 积分 : 

1 1 x 

x (x 十 1)" (Cx? 十 1)” 


b. 基本 类 型 的 积分 
对 于 第 一 种 关 型 的 函数 一 的 积分 ， 如 果 二 1， 则 直接 


此 ,在 这 两 种 情况 下 ,其 积分 都 是 初等 函数 ， 对 于 第 三 = 种 类 型 的 函 
数 , 通 过 引 人 和 人 新 变量 上 一 妆 十 1, 也 能 直接 进行 积分 , 由 此 我 们 得 
到 2xdx 一 dé, 以 及 


| 


到 log (x? + 1) ”如果 p= 二 1， 


1 
一 了 TY 二 如 坟 * 之 1. 
最 后 ,为 了 计算 积分 


1, 一 |- dx 
ti | (x + 1) 


其 中 # 是 任何 大 于 1 的 整数 ,我 们 采用 递 推 法 先 取 


1 1 x? 


(2 十 1D” (22 十 1 C1) 
则 有 
dx dx xidx 
eps er ee 
应 用 第 293 页 公式 (54), 设 
f(x) = x, g(x) 一 Cay 
那 末 我 们 可 以 通过 分 部 积分 来 变换 右 端 。 于 是 ,如 刚才 所 得 
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(w= 1 
2 (〈z 一 1 )Cx? 十 1 2 
因而 ,得 到 
| a -7 
' ee 二 11)” 2(2 — 1)(x 十 1)"™! 
2n— 3 | dr 
2(n CO— 1)J e+ 1 
这 样 。 计 算 积分 1, 化 为 计算 积分 1,-_1。 如 林 2 一 上 > 1 则 将 同 
样 的 处 理 方 法 应 用 于 有司 一 积分 ,如 此 继续 了 去 ,直至 最 后 达到 表达 


式 


d 
| x: 二 1 
总 之 , 我 们 看 到 积分 1,? 可 以 通过 有 理 浮 数 和 函数 arc tg * 表示 出 
来 ， : z 
A 若 采 用 置换 x 二 tgi， 人 
-一 -一 一 的 积分 ;这 时 ,我 们 有 dx 一 


《xz 十 1y 1 ) 
办 此 
| dx 2n—2 
一 -一 一 一 一 一 | cos" ‘tdi, 
(x 十 1)7 |。 


我 们 已 经 学 会 [第 297 页 , 式 (65)] 如 何 计算 这 个 积分 ， 


c， 部 分 分 式 


现在 我 们 已 经 可 以 来 积分 最 一 般 的 有 理沙 数 了 。 首 先 利 用 下 
一 事实 ， 每 一 个 有 理 函 数 都 能 够 表示 为 所 谓 部 分 分 式 之 和 ， 即 表 
示 为 一 个 多 项 式 和 有 限 个 有 理 函数 之 和 ， 其 中 每 一 个 有 理 函 数 或 
者 其 分 母 是 线性 式 的 宕 ,而 分 子 是 常数 ,或 者 其 分 母 是 定 号 二 次 式 


pi 


1) 函数 zz- 二 Tz 的 积分 也 能 用 相同 的 方法 来 计算 ; 通过 相应 的 北 推 方法 , 我 们 


可 将 这 个 积分 化 为 积分 


全 二 ar tanh x 《或 ar coth x), 
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的 宕 ， 而 分 子 是 线性 函数 如 果 分 子 f(x) 的 次 数 低 于 分 母 g(x) 
的 次 数 ， 当 然 不 出 现 多 项 式 ， 每 一 个 部 分 分 式 的 积分 ， 我 们 是 已 
经 知道 的 ， 按 照 第 302 页 的 论述 ， 分 母 可 以 化 为 特殊 的 形式 二 和 
(xz 十 1)" 之 一 ， 因 此 分 式 就 是 第 302 页 上 的 基本 类 型 积分 的 组 合 . 

对 于 分 解 成 上 述 部 分 分 式 的 可 能 性 ， 我 们 不 准备 给 出 一 般 的 
证 明 。 我 们 只 是 叙述 一 个 读者 不 难 理解 的 定理 , 并 且 通 过 实例 说 
明 在 一 些 典 型 的 情况 下 怎样 才能 实现 这 一 分 解 。 实际 上 , 我 们 只 
是 处 理 一 些 比较 简单 的 函数 ,否则 计算 过 程 将 会 十 分 复杂 . 

我 们 从 初等 代数 已 经 知道 ,每 一 个 实 多 项 式 g(x) 都 能 号 成 下 
列 形式 ”… 

g(%) = alx — oN 一 oa)2 
‘2B1r 十 cx 十 2B2x 十 co， 

这 里 , 数 ,01，，… :是 方程 g(x%)=0 的 不 同 的 实 根 , 正 整 数 1 4， 
…. 表 示 这 些 根 的 重 根 数 ; 因 式 x? 十 25,x 十 c, 表示 具有 共 斩 复 根 
的 定 号 二 次 式 , 其 中 任何 两 个 都 不 相同 , 正 整 数 mr，r…… 为 各 共 斩 
复 根 的 重 根 数 . 

我 们 假设 , 分 母 g(x) 或 者 束 是 以 这 种 形式 给 出 的 , 或 者 是 通 
过 计算 实 根 和 复 根 把 它 写 成 这 种 形式 .还 假设 , 分子 1(%) 的 次 数 
低 于 分 母 g(x) 的 次 数 ( 见 第 301 页 ). 这 时 ,关于 分 解 成 部 分 分 式 的 
定理 可 以 表述 如 下 ; 对 于 每 一 个 因 式 (x 一 a)， 其 中 0 是 任 一 个 
! 重 实 根 ,我 们 可 以 来 定 出 下 列 形式 的 表达 式 : 

A 二 A4， 
x—o Ga 一 co 

而 对 于 乘积 中 每 一 个 自 乘 ” 次 的 二 次 因 式 0(x) = x? 十 26bx 十 c， 
我 们 可 以 确定 下 列 形式 的 表达 式 : 


Bi or 十 9 pn 十 ， 十 B, 十 Cx 


A 
十 .. ,十 
Cx — 0) 


1) 这 个 所 谓 代数 学 基本 定理 的 真正 的 证 明 , 并 不 属于 代数 学 的 范围 . 根据 复 变 范 
数论 的 方法 ,这 个 定理 是 很 容易 证 明 的 . 
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使 得 函数 1 是 所 有 这 些 表达 式 之 和 (4,,B,,C, 均 为 常数 )， 
换 句 话说 , 商 7 能 够 表示 为 一 些 分 式 之 和 ， 其 中 每 一 个 分 式 都 
属于 前 面 已 被 积分 了 的 那些 类 型 之 一 
在 一 些 特殊 情况 下 ， 通 过 观察 就 很 容易 进行 分 部 分 分 式 的 分 
解 。 例 如 ,如 果 g(x) = 二 x 一 1, 我们 立即 看 出 
1 1 1 1 1 


ep 


1 < 一 
| 2 x 十 工 
更 一 般 地 说 来 ， 如 入 g(x) 一 (xz 一 a)(x 一 B), 风 g(x) 是 具有 两 
个 实 零 扎 C 和 8 的 非 定 写 二 次 表达 式 , 我 们 则 有 
i .1 1 1 
Cx—a)x—B8) (ao—Alx—oa) Ce— px— Bp) 
于 是 : 


0 


Y 一 


| dx  _—_l log 
(x—a)(x—pB) a—B 


1) 我 们 简要 地 介绍 一 种 方法 , 当 g(*) 能 够 完全 分 解 成 线性 因 式 时 , 根据 这 种 方法 
就 可 以 证 明 这 种 分 解 成 部 分 分 式 的 可 能 性 , 而 不 必 应 用 复 变 函数 的 理论 ， 如 时 
g(x) 一 (x 一 2)*p(x), 而 hCa) 关 0, 则 在 方程 

fe) Ha 1 Boe) — fx) 

g(x) ha)(x — a)* ia) (x 一 aepCz] 
的 右 端 , 当 x 二 a 时 ,其 分 子 显 然 等 于 零 ; 所 以 它 的 形式 是 ha)Cx 一 a)"j(x)， 
其 中 有 (Cx) 也 是 一 个 多 项 式 ,整数 攻关 1, 并 且 甩 (a) 了 0 我们 记 -不 = 6 


p(o) 
于 是 得 到 


f(x) _ 8 — fiCx) 
Br x-oa) (xr—oa)t"hx) 
继续 进行 这 一 过 程 ， 我 们 能 够 逐 新 减少 分 母 中 出 现 的 (x 一 x) 之 寡 的 次 
数 ,直到 不 再 剩 有 这 样 的 两 式 时 为 止 ， 在 剩余 的 分 式 上 , 我 们 对 于 g(x) 的 另 一 
个 根 重复 进行 上 述 过 程 ,而 SCx) 有 多 少 不 同 的 医 式 , 就 重复 进行 多 少 次 ， 不 仅 
对 于 实 根 ,而 且 对 于 复 祖 ,都 这 样 做 , 并 且 将 共 轿 复 分 式 合并 起 来 , 最 后 我 们 便 
把 它 完全 分 解 成 部 分 分 式 ， 
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d. 分 解 成 部 分 分 式 举 例 ， 待 定 系 数 法 


如 果 g(x) 一 (xz 一 oz 一 ou 一 op) 当天 及 时 去 
ou， 即 方程 g(x) == 0 只 有 单 重 的 实 根 ,并 且 分 于 从 x) 是 次 数 二 


的 任 一 多 项 式 ， 则 用 部 分 分 式 来 表示 时 ,人 具有 下 列 简 单 的 形 


gCx) 
陈 : 
1 4 和 _ 二 十 -一 aa 
g(x) Y 一 0 X 一 0 生 一 0Q， 


现在 用 (x 一 oa) 乘 这 个 等 式 的 两 端 , 并 且 消 去 左 端 以 及 石山 第 一 
项 中 分 子 和 分 母 的 公 因 子 《x 一 o)， 然 后 令 * 一 ， 则 我 们 得 到 
系数 | 的 明显 表达 去 


| 


jC) 
(o 一 os)(el 一 oo 一 oo》 

由 乘积 的 微分 法 则 ,读者 可 以 看 出 : 右 端 的 分 母 是 g《e), 名 
国 数 g(x) 在 点 x 一 上 的 导数 。 用 这 种 方法 , 还 可 以 得 到 关于 a2，- 
6 的 类 似 公 式 , 从 而 推出 部 分 分 式 展开 云 : 

1(%) 。 f(01) 十 f\02) 
g(x) g(a)x—a) go)(x— 2) 
f(0,) 
DC 二 
在 分 母 s(x) 具有 重 根 的 情 砚 下 , 一 个 典型 的 例子 是 冰 数 


。 根 据 第 305 页 ,这 个 消 数 可 以 表 不 为 


XC(x—1) 
1 a b Cc 
zz 一 1) x—l x x 
用 xx 一 1) 乘 这 个 等 式 的 两 端 , 则 得 到 
1 = (a + bx — (bp— cx— 人 ai, 
这 个 等 式 对 于 一 切 * 值 都 成 立 ， 我 们 必须 根据 这 个 条 件 来 确定 系 
数 a, 2，c。 只 有 当 多 项 式 (4 十 0 和 一 4 一 cx 一 < 一 于 的 系 
数 全 为 零 时 ,这 个 条 件 才能 成 立 ; 也 就 是 说 , 我 们 必须 有 4 十 5 一 
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5 一 c= 一 cc 十 1=0, 或 c= 一 12= 一 ly 一 1。 于 是 我 们 得 
到 分 解 式 


1 = 
xx 一 1) xx 一 1 YX 2 
结 朱 ， 
dx 
| - xz 一人 一 log|lx—1|— log|x | + 二， 
下 面 , 我 们 来 分 解 孙 数 Ty 其 分 母 具有 复 委 点 , 这 时 
按 下 式 来 进行 
1 a | bre 
x(x* + 1) 和 x2 十 1 
其 中 的 系数 ,我 们 可 求 得 为 4 十 46 一 “一 4 一 1 一 0, 于 是 
i 上 x 
x(x? 十 1) X x 二 1 
所 以 
-< 一 loglx 一 og (x’ 
| 去 各 二 log | x| log〈 妇 十 1). 


作为 第 三 个 例子 ， 我 们 稚 原 孜 数 一 一 rp 积分 这 个 遂 数 甚至 


在 莱 布 尼 北 时 代 就 曾 是 一 个 难题 . 现 在 ,我们 可 以 将 分 母 表示 为 
两 个 二 次 因 式 的 乘积 ?: 
x 十 1 二 《x 十 1 一 2x? 一 (xz 十 1 十 V2 xX)(x? 十 1 一 V 2 x), 


所 以 ,我 们 得 知 : 当 分 解 成 部 分 分 式 时 将 具有 下 列 形式 : 
1 ax 十 古 二 cCXY 十 4 


x4 十 x2 十 AM2xr 二 1 和 妇 一 W27y 填 于 


1) 将 x* 十 1 分 解 为 实 二 次 因 式 ,相当 于 分 解 为 共 罗 复线 性 因 式 
X 十 1 一 [(x 一 sz 一 68) [Cr 一 sr 一 65)]， 
其 中 
8 = cos + isinT = V2 十 7) 
是 十 1 的 一 个 八 次 方 根 和 一 1 的 一 个 四 次 方 根 C 见 111 页 》. 
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为 了 确定 系数 *。，5，c， 42, 我 们 利用 等 式 
(a 十 cx 十 (5 二 4d a 2 十 ec 2 
+T(eec 一 5V 2 +T2wW2yx 二 (La 一 TD 一 0， 
请 足 这 个 等 式 的 系数 之 值 如 下 : 


Za 一 - i. 
2 2 


5 一 上 上 “= 一 
2 


所 以 ,我们 有 
l 1 +tV2 

Wl 2V2 w+V2rt+l 

| .， x 一 V2 

2 2 2 Ar 二 1 

利用 第 302 页 上 给 出 的 方法 ,我 们 得 到 
| 一 一 log | 妇 士 W 2 十 1] 

1 

4V2 


十 1 _arctg(W2yx 十 1 
2 \/ 2 


spinepiair 


log jz 一 W 2 十 1 


+ rctgCV 2 x — 1), 
2 2 


不 难 由 微分 法 来 验证 这 个 结 才 ， 


上 述 各 例 说 明了 积分 有 理 函 数 Ze 的 一 般 方法 。 我 们 首先 
做 除法 ， 把 它 化 为 的 次 数 小 于 8 的 次 数 的 情况 ;然后 , 将 g(x) 


分 解 为 线性 因 式 和 定 号 二 次 因 式 ,并 将 乘积 组 合 为 这 种 因 式 的 寡 . 
我 们 写 出 四 的 适当 的 部 分 分 式 表 示 式 ， 其 中 带 有 未 定 系数 a, 6， 


<，…。 将 整个 式 子 乘 以 g(*), 并 且 比较 所 得 的 (多项式 的 ) 恒 等 
式 同 次 宕 的 系数 ,我 们 就 得 到 含 未 知 系数 的 线性 方程 组 ,如 果 我 们 
确实 写 出 了 部 分 分 式 展开 式 的 正确 形式 ， 则 这 个 方程 组 恰 能 确定 
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出 这 些 未 知 系 数 。 这 时 , 我 们 就 可 以 用 前 面 讨论 过 的 法 则 来 积分 
所 得 到 的 任 一 部 分 分 式 ， 


3.13 ”其 他 几 类 国 数 的 积分 法 
a、 网 和 双 曲 线 的 有 理 表 示 法 初 阶 


另外 还 有 上 几 种 毅 匈 的 函数 的 积分 ， 也 可 以 简化 为 有 理 函 数 的 
积分 ,首先 来 讲 一 讲 关 于 三 角 函 数 和 双 曲 函数 的 茶 些 基本 事实 ,这 


样 我 们 就 会 更 好 地 理解 这 种 简化 途径 。 我 们 设 : = tg (= ), 则 由 
初等 三 角 学 可 得 下 列 简单 的 公式 : 


一 2 


sinxX 一 一 一 一 一 ， cosy 一 ， 


于 1 十 站 
事实 上 ,由 
1 ;x £’ ， 区 
-一 一 一 cog 一- 和 一 一 一 二 sin? 一 
1 二 2 2 十 如 2° 
并 由 基本 公式 
x xX x x 
sinx :一 2cos 一 tg 一 和 cosx 二 cos?: 一 一 sin: 一 
2 2 2 2 


我 们 便 可 得 到 上 述 公式 . 这些 公式 说 明 :”sinx 和 cosx 二 者 都 能 
清 过 量 : 一 名 ( 二) 表 万 有 理 式 经 过 微分 ,我 们 有 


di _ | 1+z 
5 . ， 
dx 2cos 一 
于 是 
dx 2 
a I 32) 


”因此 ， 导数 一 也 是 z 的 有 理 表达 式 . 


在 图 3.28 2 中 给 出 了 三 角 孙 数 的 几何 表示 及 其 几何 意义 ， 在 4。 平面 
上 有 图” + 一 1. 如果 * 表 示 图 中 的 角 70P, 则 点 P 的 坐标 是 4 二 cos*， 
"一 sinx. 根据 初等 几何 学 的 定理 ,顶点 在 点 ”= 一 1,v = 0 的 角 05P 等 于 
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图 3.28 三 角 纹 数 的 参数 表示 


三 ， 并 且 我 们 由 图 可 以 看 出 参数 ， 的 几何 意义 ; :一 中 王 = OR, 其 中 R 是 加 


上 的 点 P 通 过 5 在 sv 轴 上 的 “投影 "?， 如 果 点 P 从 s 出 发 沼 正 方向 绕 圆 一 周 ， 
也 就 是 说 , 如 果 x* 遍及 由 一 + 到 +x 的 区 间 , 则 量 : 将 遍及 由 一 co 到 上 oo 的 
整个 值 域 ,并且 正好 经 过 一 次 。( 注 意 ; 点 ;本身 对 应 着 :== 土 oo . ) 这 里 我 


们 将 圆 + ?一 1 上 的 一 般 点 (x,*)， 通 过 参数 : 的 有 理 函数 ”一 一 二 与， 


"一 一 到 来 表示 。 因此, 这些 公 式 定义 了 一 个 有 理 映射 ,这 个 映射 将 : 一 


直线 映射 为 u,v 平面 上 的 贺 ( 顺 便 指 出 ,这 个 映射 类 似 于 第 23 页 上 讲 到 的 球 
极 投影 的 二 维 情况 )， 圆 的 这 种 有 理 表示 法 的 根据 ,显然 是 恒等式 
(2 1) + (2 = (fF + 1)’, 


十 分 奇妙 的 是 , 这 个 公式 在 数论 中 也 很 有 意义 , 因为 这 个 公式 对 于 每 一 个 整 


数 :给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 整数 a 一 # 一 1, 4b = 2: 和 < 一世 二 1， 这 些 整 数 清 
足 恒等式 ?十 r= c*, 也 就 是 说 ， 它 们 决定 了 各 边 为 可 公 度 的 直角 三 角 
形 。 例如, 当 + = 2 时 , 我 们 得 到 熟知 的 一 组 边 长 4 = 3, 5 = 4，,c 一 5; 当 
t 二 4 时 , 得 到 4 一 15, 6 一 8,c = 17, 等 等 。 同一 个 代数 恒等式 在 不 同 的 


领域 如 封闭 形式 中 的 积分 、 几 何 学 和 数论 中 都 有 重要 意义 ,这 是 值得 注意 的 ， 
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”当然 , 也 并 不 是 偶然 的 ， 以 这 样 的 方式 将 各 种 不 同 的 领域 联系 起 来 ， 力 是 现 
代数 学 的 典型 趋势 ,虽然 上 面 举 出 的 这 个 特殊 例子 可 以 退 调 到 方 代 。 
类 似 地 ,我 们 可 以 将 双 曲 函数 


cosh xy 一 到 (e* 十 ce) 和 sinhy 一 加 (ex 一 e™*) 


们 有 
、 一 一 1 1 Sin 和 = 1 一 一 1 
cosh x 2 (z+ 上 h 2 G 1 )， 
这 就 是 sinh* 和 cosh * 的 有 理 表 达 式 ， 这 时 ,< 一 二 也 是 + 的 
有 理 函 数 。 然 而 ,如 果 引 入 量 + 一 tanh 过 一 = -我 们 就 得 到 同 
三 角 函 数 十 分 类 位 的 情况 ;这 时 ,我 们 得 到 公式 
pm 工 十 tf 2 
cosh x 一 >， sinhx 一 


1 一 4; 1 一 大 
将 + 一 tanh 一 微分 , 像 第 310 页 式 (82) 那 样 , 我 们 得 到 导数 人 -的 


有 埋 表 达 式 
dx _ 2 
: dz 1 一 天 
这 里 ， 量 上 的 几何 意义 与 讨论 在 三 角 函 数 时 量 上 的 几何 意义 也 很 
相似 ,正如 图 3.29 所 示 . 
这 里 我 们 得 到 w, > 平面 上 双 曲 线 妈 一 到 一 1 的 有 理 表 示 法 ， 


即 通过 方程 4 一 二 二 与 , ”一 一 一 一 来 表示 . 曲线 右面 一 支 上 的 


1 一 产 - 
点 是 坐标 为 4 一 coshxy,y 一 sinhx 的 点 ,这 些 点 所 对 应 的 + 值 ,其 
绝对 值 | < 1. 当 j 引 > 工时 ;, 则 得 到 左面 的 一 文 。 
现在 我 们 来 讨论 几 种 函数 的 积分 问题 


有 b，RRCcos x, sin x) 的 积分 法 _ 
设 R(cosx*，sin*) 表示 两 个 应 数 siny 和 cosx 的 有 理 表 达 
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表示 为 第 三 个 量 的 有 理 函 数 ， 最 明显 的 方法 是 设 e* = +, 于 是 我 。- 


t= tanh nr 
/ 车 


sinh x 


S 
~ 1 


SN 


图 3.,23 双 曲 沙 数 的 参数 表示 


却 , 即 由 这 两 个 函数 和 一 些 常 数 经 过 有 理 运 算 而 构成 的 表达 式 , 例 
如 


3sin2y 十 cosx 


3cosix 十 sinx 
如 果 我 们 应 用 置换 + 一 tg 一 , 则 积分 
| | R(cosx, sinx) dx 
变 为 积分 
1—2 2+ 2 
je (Fh TF) TA 
现在 在 积分 号 下 得 到 的 是 : 的 有 理 函 数 ， 因 此 ， 在 原则 上 我 们 已 
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i 


经 得 到 了 这 个 表达 式 和 的 积分 ， 因 为 可 以 根据 上 一 布 的 方法 来 完成 
积分 . 
c. 天 (cosh x, sinh x) 的 积分 法 

同样 ,如 果 RCcosh x，sinh x) 是 双 曲 函数 cosh x 和 sinhx 的 有 
理 表达 式 , 我 们 就 可 以 通过 置换 ! 一 tanh 一 来 求 其 积分 . 注意 到 
式 (83), 我 们 有 

。 _. 1 十 并 21 2 
| RCcoshx, sinh x )ax | R (二 二 与， 2 | dt. 

(根据 前 面 的 说 明 , 我 们 也 可 引入 7 = e* 作为 新 变量 ,通过 z 来 表 
示 cosh x 和 sinh x.) 这 个 积分 又 化 为 有 理 消 数 的 积分 ， 


d. R(x, V1 一 x2) 的 积分 法 
积分 | Res, VI 二 盖 ) dx ,可 以 通过 置换 


% == COSH, V1— 和 2 一 sinu, dr = — sln udu | 
化 为 在 3.13 节 2 上 中 处 理 过 的 那 种 类 型 ; 然后 , 应 用 起 换 :二 包 四 
则 化 为 有 理 瘟 数 的 积分 。 顺便 指出 ,如 粤 应 用 置换 


M1— x 一 — 4 
1ii2 de 《十 人 


则 只 需 一 步 而 不 是 两 步 , 我 们 就 能 完成 这 种 简化 过 程 ; 总 之 , 我 们 
可 以 直接 引入 zx = ig— 作为 新 变量 ,从 而 得 到 有 理 的 被 积 函 数 . 


e. R(x, Vx 一 1) 的 积分 法 


积分 | cx， V2 一 1)dx， 可 以 经 过 置换 x 一 cosh x， 变 成 
在 3.13 节 ¢ 中 处 理 过 的 那 种 类 型 .这 里 如 果 引 和 人 人 
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一 人 一 


人 ” 有 二 


= 


我 们 也 可 直接 达到 目的 . 
*f, R(x, Vx’ 十 1) 的 积分 法 

积分 | RCx, Vw 十 1)， 可 以 经 过 置换 * 一 sinh w。 化 为 在 
3.13 节 < 中 讨论 过 的 那 种 类 型 (第 314 页 ), 因 此 可 以 通过 初等 函数 
来 积分 。 如 果 不 用 置换 e 一 + 或 一， 作 进 一 步 简化 那么 条 
用 下 列 两 种 置换 之 一 


-VETT 1 tetl, 


就 一 步 可 得 到 有 理 冰 数 的 积分 . 


g. R(x, Vax’ 十 2bx 十 c) 的 积分 法 


由 x 和 的 任意 二 次 多 项 式 的 平方 根 构 成 的 有 理 表达 式 的 积 
分 |RCe。 Vax 十 25x 十 <) dx 能够 直接 化 为 上 面 刚刚 讨论 过 的 
类 型 之 一 ， 我 们 写 出 ( 见 第 302 页 ) 


ax ?26x+ c= (Cartb) + ~ 
a a 


如 果 ac 一 妇 > 0, 我 们 借助 于 变换 5 一 -二 引入 新 变 
量 #, 于 是 根 式 成 为 
i — pC + 1). 


因此 ,这 个 积分 对 5 来 说 , 就 是 3.13 节 了 的 类 型 。 这 里 ,为 了 
使 平方 根 可 以 有 实数 值 ,常数 a 必须 为 正 ， 
如 果 4ac 一 2 一 0 ， 日 0 一 0 ， 则 通过 公式 


AMW ax 十 287x 十 < = Vs 人 (z 十 之 ) 
ut 


+ 319 + 


我 们 看 出 被 积 函 数 本 来 就 是 * 的 有 理 函 数 . 
后 ， 如 果 ac 一 ?二 0， 我 们 则 设 # = 人 ,而 得 到 


一 ac 


根 式 的 表达 式 Le 一 2) 一 1)， 在 。 古 正 值 时 ,积分 化 为 


3.13 节 c 的 类 型 ;相反 ,在 a 是 负 值 时 ， 则 将 根 式 写成 下 列 形式 : 


VE — ac)(é’ CO— 1), 


“并 可 看 到 积分 化 为 3.13 季 。 的 类 型 ， 


h. 化 为 有 理 函 数 积 分 的 其 他 例子 


在 可 以 化 为 有 理 函 数 来 积分 的 其 他 类 型 的 函数 中 ， 我 们 将 简 

要 地 提 到 两 种 : (1) 含有 两 个 不 同 的 线性 函数 平方 根 的 有 理 式 ， 

即 RCx,V ax + 6b, Mor + PB); (2) 形 如 RCx, (ex 十 六 /Cax 十 人 ) 

的 表达 式 ,其 中 4,6, 0, 8 均 为 常数 。 在 第 一 种 类 型 中 , 我 们 引入 
新 变量 8 二 W ax 十 8, 因而 有 ar 十 8 = 57, 于 是 得 到 

r= 上 一 6 和 全 一 25. 


这 时 z 
| RC Vax + 6b, Max + 8) dx 
fe Ee Tn da 


这 是 3.13 节 & 中 讨论 过 的 类 型 
在 第 二 种 类 型 中 ,如 果 我 们 引入 新 变量 


一 / 十 4 
ax 十 有 | . 


» ax 二 ob pit"+b dx _ ab— bo _1 
"= ET rm Th te do be pa, 


3 


ox 十 B ot*—a dE (gr*— ay) 


i 
We ， . 


We 


并 且 直 接 得 到 公式 


kK € | ca 十 4 4 
Var 二 8 


-| (= er nds, 
这 是 有 理 函 数 的 积分 . 


i， 注 记 
上 面 的 讨论 主要 的 意义 是 在 理论 上 。 在 实际 处 理 中 , 这 些 复 


” 杂 的 表达 式 将 会 使 得 计算 十 分 累 歼 ， 所 以 ,在 可 能 的 情况 下 ,利用 


被 积 函 数 的 特殊 形式 以 减轻 工作 量 才 是 适宜 的 例如， 为 了 积分 
1/(a?sin?x 十 Bb?cosix), 最 好 利用 置换 1 二 tgx, 而 不 去 用 第 313 页 上 
给 出 的 置换 ;因为 sinzx 和 cos?x 能 够 通过 他 x 表示 为 有 理 函 数 , 所 


以 没有 必要 返回 到 1: 一 g 对 于 由 sin?x,coszx 和 sin xcosx!+ 经 
过 有 理 运算 而 组 成 的 每 一 个 表达 式 , 情 况 都 是 这 样 。 此 外 ,在 计算 


“许多 积分 时 , 字 可 采用 三 角形 式 而 不 采用 有 理 形 式 ,如 果 三 角形 式 


能 够 通过 某 种 简单 的 递 推 法 来 计算 的 话 ， 例 如 ,虽然 

| — x )” dx 
中 的 被 积 函数 能 够 化 为 有 理 形式 ,还 是 最 好 令 x== sinu, 将 积分 化 
为 | an" eos"tiuau 的 形式 ， 因 为 这 种 形式 很 容易 用 第 297 页 上 的 
浊 推 法 来 处 理 《或 者 利用 加 法 定理 将 正弦 和 余 驴 的 短 化 为 信 角 的 
正 纺 和 余 骇 ) 

为 了 计算 积分 
| 一 一 和 一 (2 + b> 0), 


adcosrt 二 bsin x 


我 们 不 用 一 般 理论 ,而 是 记 


1) 因为 sinx cos x = tgx cos x 能够 通过 tgx 以 有 理 形式 来 表示 . 
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二 


4 一 人/ 2 十 呈 ，sing 一 


NAN 
X | 


| dx 

A J」 sin (x 十 6) 

引信 新 变量 * 十 9, 我 们 求 得 [ 见 第 290 页 式 《40)] 积分 之 值 为 
io* 十 6 
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os 
< 


第 三 部 分 积分 学 的 进一步 发 展 
3.14 ”初等 函数 的 积分 
a， 用 积分 定义 的 函数 。 椭 贺 积 分 和 椭 回 函数 


我 们 已 经 给 出 了 能 够 化 为 有 理 溺 数 进行 积分 的 多 种 类 型 的 立 


数 ， 由 此 实际 上 已 详尽 地 列 出 了 可 用 初等 函数 来 积分 的 函数 。 而 
企图 用 初 等 函数 来 表示 出 如 ( 当 ”> 2 时 ) 


= dx _ 
Vas 十 ， A 十 Aan 
Va 十 ax 十 .十 ”十 0 qux"dx 
或 
| 和 dx 
这 样 的 不 定 积分 的 各 种 努力 都 失败 了 ;在 十 九 世 纪 , 终 于 证 明了 通 
过 初等 函数 来 表达 这 些 积 分 实际 上 十 不 可 能 的 ， 

所 以 ,如 果 积 分 学 的 目标 是 以 显 式 来 积分 防 数 的 话 , 我 们 就 肯 
定 会 遇 到 障碍 ,然而 ,对 于 积分 学 的 这 种 限制 本 来 就 不 是 合理 的 ,而 
是 人 为 的 .我们 知道 ,每 一 个 连续 函数 的 积分 作为 极限 是 存在 的 ， 
并 且 本 身 还 是 积分 上 限 变 量 的 连续 函数 ， 而 不 论 积分 是 奋 能 通过 
初等 函数 来 表示 ， 初 等 函数 的 显著 特点 在 于 : 这 些 函 数 的 性 质 很 
容易 认识 ， 并 且 通 过 方便 的 数 表 很 容易 将 它们 应 用 于 各 种 数值 问 
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题 ,或 者 容易 地 将 它们 计算 出 来 ,并 达到 任意 的 精确 度 ， 

当 一 个 函数 的 积分 不 能 通过 我 们 已 经 油 悉 的 肖 数 来 表示 了 时， 
我 们 不 妨 引 入 这 个 积分 作为 一 个 新 的 高 等 的 函数 ， 实 际 上 这 不 
过 是 给 积分 加 上 一 个 名 称 而 已 。 引入 这 样 一 个 新 函数 究竟 是 否 方 
便 , 取 决 于 它 所 具有 的 人 性质, 以 及 它 在 理论 和 应 用 中 是 否 经 党 出 现 
和 征 否 易于 演算 ， 在 这 种 意义 上 , 积分 过 程 力 是 产生 新 阔 数 的 一 
般 原 则 ， 

我 们 在 研究 初等 函数 时 就 已 经 熟悉 这 个 原理 ， 我 们 曾 不 得 不 


引入 十 的 积分 作为 一 个 新 函数 。 称 之 为 对 数 函 数 , 并 且 不 难 推导 


出 这 个 函数 的 各 种 性 质 ， 我 们 也 能 按 同 样 的 方式 , 仅仅 利用 有 理 
函数 、 积 分 过 程 和 求 反 函 数 的 过 程 来 引 和 人 三角 函 数 ， 为 此 ,我 们 只 
需 分 别 取 方 程 
2aTcC tg YX 一 | 一 人 一 
rol 二 + 
或 
dr 
] 十 六 
作为 函数 arc tg x 或 arcsiny 的 定义 ,然后 通过 求 反 函数 得 到 三 角 函 
” 数 。 用 这 种 方式 来 定义 三 角 函 数 ,没有 涉及 直观 的 几何 性 质 (特别 
是 没有 涉及 “ 角 ” 的 直观 概念 ); 而 剩 下 的 任务 是 与 几何 无 关 地 来 推 
” 导 这 些 函 数 的 姓 质 ?，( 以 后 , 在 3.16 节 中 我 们 将 用 另 一 种 方式 对 
三 角 函 数 进行 纯 分 析 的 讨论 . ) 
* 椭 圆 积分 
超出 初等 函数 范围 的 第 一 个 重要 例子 是 本 圆 积分 ， 椭圆 积分 
是 这 样 一 些 积 分 ， 其 中 被 积 函 数 是 三 次 或 四 次 多 项 式 的 平方 根 的 
有 理 函 数 。 在 这 些 积 分 之 中 ,特别 重要 的 又 是 函数 
u(s) = | I 
?VC — x — Rr’) 


1) 我 们 在 这 里 不 再 来 推导 三 角 育 数 的 性 质 ， 其 中 最 本 质 的 一 步 是 证 明 反 函数 即 
正 蓄 消 数 和 正切 函数 的 加 法 定理 . 


arcsin x 一 | 
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其 反 函 数 :wx) 同样 起 着 特别 重要 的 作用 2. 函数 sw) 已 经 像 初 
等 函数 那样 被 充分 地 研究 过 并 已 编制 成 表 ?. . 
这 样 的 函数 是 所 谓 椭 贺 函数 的 典型 情况 ， 椭 贺 函 数 在 复 变 函 
数论 中 占有 中 心 位 置 ,并 且 在 许多 物理 应 用 中 都 会 出 现 (例如 , 在 
单 摆 运 动 的 研究 中 , 见 第 四 章 , 4.7 节 4). 
在 求 椭 贺 弧 长 的 问题 中 就 会 出 现 这 类 积分 ( 见 第 四 章 , 4:2 节 
c)， 这 正 是 “椭圆 积分 * 这 一 名 称 的 由 来 
我们 还 要 指出 ,在 一 些 初 看 起 来 形式 很 不 同 的 积分 中 ,只 要 经 
过 简单 的 置换 以 后 ,都 能 化 成 椭圆 积分 ， 例 如 ,积分 


| dx 
3 


cosw— Sin % 


经 过 置换 * 二 cos = 化 为 积分 


> du : 1 
™— 2 -一 一 一 一， R 一 
ty | 寺 — wl — kw) : 


A 上 


V cos2x 


经 过 年 换 u sin Y 3 变 为 


du | 
| 元 一 xD 一 2z0 
最 后 ,积分 ) 
jy 一 妇 sin2x 
经 过 国 换 w 一 sin*， 变 成 


| du 
V (1 — wl — Rw) 
1) 对 于 特殊 的 值 * 二 0, 我 们 分 别 得 到 (5) = arc sin x 和 s(n) 二 sin #. 
2) 函数 sw) 是 所 谓 雅 可 比 (Jacobi) 椭圆 清 数 之 一 , 通 荐 用 符号 sn(11) 来 表示 ,这 
是 为 了 表示 它 征 资 通 正 咏 (sine) 国 数 的 推广 ， 
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b. 关于 微分 和 积分 


在 这 里 , 我 们 再 来 议论 一 下 微分 和 积分 之 间 的 关系 。 微分 可 


以 看 作 是 比 积分 更 初等 一 些 的 方法 ,因为 微分 不 会 使 我 们 超出 “已 


知 ”函数 的 范围 。 但 是 , 另 一 方面 ,我 们 必须 记 住 ,任意 连续 函数 的 
可 微 性 决 不 是 必然 结论 , 而 是 一 个 严格 的 假设 。 因为 我 们 已 经 看 
到 , 存在 着 一 些 连续 函数 , 它们 在 某 些 孤 立 点 上 是 不 可 微 的 ,而 事 
实 上 自从 维尔 斯 特 拉 斯 以 来 ， 就 已 经 构造 出 许多 处 处 不 可 微 的 连 
续 函 数 的 例子 >， 相反 ,虽然 通过 初等 函数 来 给 出 积分 并 不 总 是 可 
能 的 ,但 是 至 少 我 们 可 以 确信 连续 函数 的 积分 是 存在 的 . 
总 之 ,不 能 将 微分 和 积分 简单 地 进行 对 比 ,而 说 哪 一 个 是 较 初 
等 的 运算 哪 一 个 是 较 高 等 的 运算 ;从 某 些 观点 看 来 ,前 者 应 认为 是 
较 初 等 的 运算 ,而 从 另 一 些 观点 看 来 、 后 者 应 认为 是 较 初等 的 运 


就 积分 概念 而 言 ,在 下 一 节 中 ,我 们 将 放弃 被 积 函数 是 处 处 连 
续 的 这 一 假设 。 这 样 我 们 将 会 看 到 , 积分 的 概念 可 以 推广 到 各 种 
间断 函数 的 情形 中 去 . : 


3.15 ”积分 概念 的 推广 
a. 引言 ， 广 义 积分 的 定义 
在 二 章 中 (第 132 页 ), 我 们 曾 把 区 间 [4, 51 划 分 成 # 个 长 度 为 
Axi 的 子 区 间 ， 并 在 这 些 子 区 间 上 选取 中 间 点 8, 对 函数 f(x) 建 
立 了 “ 黎 曼 和 ” 
F, = 2 fCEiDAxi, 
如 琳 对 于 任何 分 划 序列 和 任何 中 闻 点 ， 当 Axi 的 最 大 值 趋向 于 零 
时 ,序列 ,趋向 于 同一 的 极限 F2 我 们 就 将 积分 | f(x)4x 定义 


1) 见 E，C. 梯 其 玛 希 , 函 数论 ,11.21 11.23 节 , 科 学 出 版 社 ,1964， 
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为 这 个 极限 形 ， 当 f(x) 在 [a,2] 上 连续 时 ， 我 们 曾经 证 明 这 
极限 存在 。， 然而; 当 f(x) 不 是 在 二 区 加 工 上 的 一 加点 上 都 有 定义 
或 连续 时 ,或 者 当 积 分 区 间 伟 向 无 穷 远 时 ,我们 也 生 痢 需要 定义 一 
种 积分 。 例 如 ,我 们 希望 赋予 像 


1 1 
| — dx 或 sin dx 
J0 7 


: | a 或 | 2 开 : sinx 1 Ax 
等 等 这 样 一 些 表 达 式 以 适当 的 意义 ， 
”首先 我 们 将 积分 的 概念 推广 到 下 述 情 况 ， 被 积 函 数 在 开 区 间 
(a, 5) 内 是 连续 的 ， 而 在 区 间 的 端点 不 一 定 有 定义 或 不 一 定 是 连 
续 的 . 显然 ,对 于 满足 a 二 a 二 8 二 5 的 任何 数 a, 8, 普通 的 人 正 


常 的 "积分 | f(x)dx 有 定义 ， 现 在 , 如果 当 a < we < p. 二 5 和 
im ae 一 a, lmb. 一 时 ， 
Fm), fa 
存在 , 并 且 是 与 a 和 8, 的 特定 选择 无 关 , 我 们 就 说 ,广义 积分 
| f(x)ax 收敛 ,并 且 具 有 值 F， 
逐 段 连续 的 被 积 函 数 “” 如 果 f(x) 在 区 间 (a, 5) 内 除 有 限 个 


间 和 杂 和 


中 间 点 ae， 以 外 有 定义 ,并 且 je 在 每 一 个 开 区 间 (4， 
cl) ， (ei, C2), "3, (cn, b) 内 是 连续 的 ， 我 们 则 将 | f(x) dx 定 


义 为 在 这 些 子 区 间 上 的 广义 积分 之 和 ， 如 果 每 一 个 广义 积分 都 收 
伍 的 话 . 


当 f(x) 在 开 区 间 (a, 纺 内 连续 并 且 有 界 时 ， 广义 积 分 1 f(x) dx 
总 是 收敛 的 ， 例 如 ,积分 / 


1 1 1 1 
sn 一 -dx = lm! sin -dxr 
0 i E -> 有 es 了; 
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是 收敛 的 。 为 了 证 明 上 述 一 般 命 题 ,为 简单 起 见 ,我 们 可 以 假设 f 
”在 点 4 是 连续 的 ,而 在 点 4 则 不 一 定 连续 .这 时 ,根据 定义 


| foaxz 一 HimFCo) ， 


其 中 FCa)(e <a < 二) 定义 为 | f(x)4z， 如 果 M 是 |f| 的 上 界 ， 
wx 是 趋向 于 “ 的 序列 , 则 根据 积分 学 中 值 定理 ,我 们 有 | F(a,) 一 
在 . 

事实 上 , 当 f(x) 在 (4, 5) 内 连续 并 有 界 时 , 我 们 可 以 在 端点 
,5 上 为 f 规定 任何 值 ,因而 也 可 以 作为 黎 曼 和 的 极限 确定 为 “ 正 
常 * 积 分 而 直接 得 到 | f(z)dz。 不 难看 出 ,对 于 连续 的 有 界 的 了 
两 个 定义 都 适用 ,并 且 会 得 到 同样 的 值 ,而 与 Ka) 和 f5) 的 选择 
无 关 . 更 一 般 地 说 , 对 于 在 (a, 5) 内 除 有 限 个 点 以 外 都 有 定义 并 
且 连 续 的 有 界 函数 ,也 有 同样 的 结论 ， 特 别 是, 当 除了 有 限 个 哑 甩 
性 间断 点 以 外 f 为 连续 时 ，| f(x)dx 总 是 存在 。 总之, 为 了 判断 
在 有 限 区 间 上 函数 的 广义 积分 的 收敛 性 ， 我 们 需要 注意 的 只 是 
成 为 无 穷 大 的 情况 . 

我 们 指出 ,在 几何 上 也 可 以 将 广义 积分 解释 为 曲线 下 的 面积 ， 
并 与 连续 函数 的 情况 相同 (图 3.30). 


b. 无 穷 间断 的 函数 
我 们 首先 考虑 积分 


其 中 «是正 数 ， 显然, 当 * 一 0 时 ,被 积 函数 一 变 为 无 穷 大 . 所 


以 我 们 必须 这 样 来 定义 积分 J 首先 作出 从 正 的 下 限 s。 到 上 限 1 
的 积分 J:, 然后 令 E 趋向 于 零 ， 按照 积分 的 基本 法 则 , 如 果 w 关 
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a 
各 


f(x) 


1 | | 1 1 IT | 
| | i 省 生 | 
| | | 用 Hl 
| i /1\ 由 
1 1 | | 
四 | 
| XI hi 
AZ 
| | | | 乡 | 
1 | : | 
\ 2 
| | 
4 
| 
| 2 | 
| 7 ,NN 
| / 
-. A 和 YS MN 
0 & | | 2 | | 2 | 16 
1 bl oz pz os Bs 
图 3.30 具有 间断 点 的 函数 的 积分 


1, 我 们 得 到 


E 
J mm | dx 二 一 _1 . (1 a EL ) 
| 一 ww 


& x° 


由 此 立即 看 出 存在 下 述 儿 种 可 能 的 情况 : (1) w 大 于 1; 这 时 ,如 果 


”8 一 0, 则 右 端 趋向 于 无 穷 大 ;《2)« 小 于 1; 这 时 , 右 端 趋向 于 极限 
一 一 所 以 , 在 第 二 种 情况 下 , 我 们 就 将 这 个 极限 值 取 作 为 积分 


= | 要 .在 第 一 种 情况 下 ,我 们 就 说 从 0 到 1 的 积分 不 存在 或 


从 


必 


者 是 发 散 的 。(3) 在 第 三 种 情况 下 ,a 一 1, 这 个 积分 等 于 一 log e， 
所 以 当 。 一 0 时 ,不 存在 极限 ,而 是 趋向 于 无 穷 大 ; 即 积分 | 笃 一 


了 不 存在 或 者 是 发 散 的 ， 
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二 


被 积 函数 具有 无 穷 间断 点 的 第 二 个 例子 是 f(x) 一 
我 们 知道 


| —x 


上 一 上 
| dx csin(l — ge), 


0 Vl — xr? 
当 一 0 时, 右 端 收 你 于 极限 一 ; 所 以 ,这 就 是 积分 之 值 : 


el or 
虽然 在 点 x = 1 处 被 积 函 数 变 为 玉 穷 大 
c， 作 为 面积 的 解释 
将 广义 积分 解释 为 面积 ， 其 方法 如 下 : 把 一 个 有 界 区 域 通 过 
极限 伸 向 无 穷 远 时 区 域 所 确定 的 极限 面积 ， 例 如 对 函数 二 , 上述， 


讨论 表明 ， 如果 “一 1, 由 * 轴 ,直线 x = 1, 直线 x = s 和 曲线 


y 一 = 所 围 成 的 面积 , s ~> 0 时 趋向 于 有 限 的 极限 如果 宇 1， 
则 趋向 于 无 穷 大 这 个 事实 也 可 以 简单 地 叙述 如 下 ， 界 于 x* 办、 
y 轴 , 曲 线 y 一 志和 直线 x = 1 之 间 的 面积 是 有 限 的 还 是 无 限 


的 ,取决 于 a 二 1 还 是 4 之 
当然 ， 从 直观 上 我 们 不 能 确切 地 知道 伸 向 无 穷 远 的 区 域 的 面 
积 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ， 例如 图 3.31 表 朋 ， 当 & < 二 1 时, 曲线 下 


的 面积 保持 为 有 限 值 , 而 当 o > 1 时, 曲线 下 的 面积 是 无 限 的 , 当 


然 这 一 事实 从 几何 直观 当然 是 想象 不 到 的 ， 


d. 收敛 判别 法 


为 了 检验 在 点 * = 忆 具 有 无 穷 间 断 的 函数 f(x) 的 积分 是 否 
收敛 ,我 们 经 常 使 用 下 述 判 别 法 ， 
设 函 数 1(x) 在 区 间 a < * < 4 上 是 连续 的 ,并 且 lim f(x) 一 
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四 < 11 ey 


| 图 3.31 ”广义 积分 的 收 你 和 发 散 图 示 
oo。 这 时 ， 人 无 关 的 常数 M , 使 得 


不 等 式 |f(w)| 专 Dy 一 一 一 在 区 间 4 肆 x 二 5 上 处 处 成 立 ， 换 名 


话说 ,如 果 f(x) 阶 的 无 穷 大 ， 对 于 某 一 个 


司 ]， 风 可 分 | Teaz 收 策 。 相 反 ， 


如 果 存 在 数 ， v 闻 1 和 固定 的 数 N， 使 得 不 等 式 f(x) 宕 Gy 
在 区 间 a 委 Y<0 上 处 处 成 也 , 换 刁 话说 ， 如 术 王 全 前 数 1 人 x) 在 扣 


xz 二 5 至 少 是 一 阶 的 无 穷 大 , 则 积分 发 散 。 
只 要 与 刚刚 讨论 过 的 简单 情 形 相 比 较 ， 我 们 立即 可 得 到 证 明 ， 
对 第 一 部 分 ,我 们 注意 到 ， 在 0 二 二 5 一 4 时, 我们 有 


M 2M 
CE 


通过 变 为 积分 | 要 的 简单 的 置换 , 即 用 上 一 + 代替 x, 便 得 到 上 


及 


o< | 
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式 右 端的 积分 ， 当 上 一 0 时 , 右 端的 积分 有 极限 , 因此 保持 有 入 . 
而 且 , 当 8 习 0 时 , 上 式 之 中 间 项 的 积分 值 是 单调 增加 的 ,有 由 于 
这 蔡 积 分 是 有 曾 的 ,所 以 它们 必定 只 有 极限 ,积分 


15 3 Madr + fe) ) ds 、 


— lim (| 二 一 et | - fw) | 


是 收敛 的 。 于 是 ,由 一 过- 的 积分 的 收敛 性 便 可 推出 | f(x)dx 


Cy 
的 收敛 性 ， 
定理 第 二 部 分 的 证 明 , 留 给 读者 当 作 练习 . 
同时 我 们 也 可 以 看 出 , 当 积分 的 下 限 是 无 穷 间断 点 时 ,上 述 定 
理 也 同样 成 立 。 如 果 无 穷 间断 点 处 于 积分 区 间 的 内 部 , 我 们 只 需 
用 这 个 后 将 积分 区 闻 分 成 两 个 子 区 间 ， 然 后 对 每 一 个 于 区 间 分 别 
进行 讨论 ， 
作为 一 个 例子 ,我 们 邯 虑 椭圆 积分 
ad 11 
Mr 
由 恒等式 1 一 安 二 (1 一 x*)(1 十 x)， 我 们 立即 看 出 : 当 *->1 


时 。 被 积 消 数 只 是 1/2 阶 的 无 穷 大 ， 四 比 可 知 这 个 玻 积 分 龙 收 伍 


的 . 〈 当 有 一 工时 ,积分 是 发 散 的 .。) 


e. 无 穷 区 间 上 的 积分 


积分 概念 的 为 一 重要 推广 是 考虑 积分 区 间 为 无 穷 的 情况 ,为 
了 用 公式 准确 地 来 表示 ,我 们 引入 下 列表 示 法 : 如 果 积分 


| fe) ds 


(其 中 。 为 固定 的 数 )， 当 4 一 co 时 趋向 于 确定 的 极限 ， 则 我 们 定义 
1(w) 在 无 限 区 间 x 之 4 上 的 积分 为 


ion | f(x)ax = | far; 
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而 且 , 称 这 样 的 名 分 为人 各 
” 例 函数 Xe) = 二 仍然 可 以 作为 讨 各 种 可 能 情况 的 简单 


例 了 于 。 这 时 ,除去 4 二 1 1 的 情况 ， 有 
| 天 = 一 一 (CD 
1 和 一 
于 是 我 们 看 出 : 如 果 a > 1 , 则 当 4 一 co 时 积分 存在 ， 于 实 上 就 是 / 
| dx 1 


1 和 co—1 


而 当 & < 1 时 , 则 积分 不 再 存在 ， 对 于 4 == 1 的 情况 ,积分 显然 也 
是 不 存在 的 ， 因 为 当 * 趋同 于 无 学 大 时 log x 趋向 于 无 穷 大 。 所 


以 ,我 们 可 以 看 出 ,函数 一 在 无 限 区 间 上 进行 积分 时 的 收敛 情形 ， 


”不 同 于 坐标 原点 附近 的 积分 ， 看 一 下 图 3.31， 这 个 命题 也 是 清楚 
”的 .因为 显然 , 越 大 , 当 * 一 co 时 , 曲线 画 得 越 靠 近 * 轴 . 因 此 ， 
对 于 充分 大 的 “ 值 ,我 们 所 芳 虑 的 面积 趋向 于 确定 的 极限 . 

我 们 还 常常 利用 下 述 准则 ， 去 判别 积分 限 为 无 穷 时 的 积分 是 
否 存 在 , 《这 里 仍然 假设 ,对 于 充分 大 的 * 值 , 璧 如 说 当 * 宇 4 时 ， 
被 积 函数 是 连续 的 . ) 

收 伍 判别 法 


达 和 看 有 性 


积分 | f(x)dz 是 收敛 的 ,如 果 当 x ->co 时 浮 数 f(x) 是 高 于 一 
中 也 就 是 说 , 如 果 存 在 数 "> 1, 使 得 对 于 一 切 足够 大 


” 数 f(x) 是 正 的 ， 并 且 当 < -> co 时 f(x) 是 不 高 于 一 阶 的 无 穷 小 ， 


也 就 是 说 ， 存在 常数 W > 0, 使 得 xf(x) > N. 
判别 法 的 证 明 同 以 前 的 论证 完全 一 样 , 因 而 可 以 留 给 读者 ， 


积分 | 右 zxzCa > 0) 是 一 个 非常 简单 的 例 于 ， 当 * -co 时， 
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被 积 函 数 是 二 阶 无 穷 小 ， 我 们 立即 可 以 看 出 这 个 积分 是 收敛 的 ， 


因为 | 二 dx 一 圭一 二 ;所 以 


另 一 个 同样 简单 的 例子 征 


oo 了 
| Ta 一 lim(arctg 4 — arctg0) 一 本 


十 oo 1 
】 一 -一 一 4 一 和 
-co 1 十 和 


育 妙 的 征 ， 曲线 y 二 一 一 一 一 一 一 一 同 * 机 之 间 伸 向 无 穷 远 的 面积 〈 见 图 
3.8 ,第 229 页 ) ,原来 等 于 单位 贺 的 面积 。 


f， 伯 玛 函数 
数学 分 析 中 另 一 个 特别 重要 的 积分 是 所 谓 人 徊 玛 函数 
T(z) 一 ee dx (n> 0). 


将 积分 区 间 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 从 x 二 0 到 x = 1， 另 一 部 分 从 
* 二 1 到 x 一 co, 我 们 可 以 看 出 ;在 第 一 部 分 上 的 积分 显然 是 收 


”和 伊 的 ,因为 0 过 ex < 二 其 中 = 1 一 w 二 1， 对 于 在 无 限 


的 第 二 部 分 (无 穷 区间 ) 上 的 积分 来 说 ,收敛 性 准则 也 是 满足 的 ; 例 
如 ， 取 ”一 2 ,我 人 有 Jimx?e-*x"! 一 0, 因为 当 * -co 时 指数 了 


数 e* 征 比 任何 需 - 一 ~ (1m > 0) 都 更 高 阶 的 无 穷 小 ( 见 第 269 页 》， 


/ 如 果 我 们 把 作 玛 函数 看 作 是 数 4 (不 一 定 是 整数 ) 的 函数 ， 则 这 个 


冰 数 满足 由 分 部 积分 得 到 的 下 列 重要 关系 式 。 首先 ， 我 们 有 ( 取 
f(x) = tr g (x) 一 ec 下 


| 一 ze 一 opt 一 -Dear dx ,: 


329. 


吉 果 我 们 在 0 和 4 之 间 取 记 定 积分 关系 式 ， 外 后 令 4 趋向 于 无 
大 , 则 立即 得 到 


TC = (nn— 1) | oradx 一 (7 — Dra — 1), 


当 有 nn 汪 1 时， 


根据 这 个 递 准 公式 ,如 果 普 是 整数 ,并 且 0 二 二 x, 则 可 推出 一 
TCD) 一 人 一 DG 一 2 一 站 | er dz. 
特别 是 ,如 果 = 是 正 整数 , 当 4 二 一 1 时 ,我 们 有 
TC(n) = (4 — 1)(n — 2)...3.2. [| ar， 
又 因为 
| 一 1， 
最 后 得 到 
TO 一 人 一 DC 一 2 221 一 (人 一 D! 
这 是 用 积分 来 表示 阶乘 的 一 个 很 用 用 的 表达 式 . 
另 一 个 例子 。 积 分 1 
| dx ， | ze dx 
部 是 收 全 的 ， 这 一 点 由 收敛 性 判别 法 不 难 推出 ， 通 过 置换 x? 一 x， 
7 下 便 可 看 出 ， 前 一 个 积分 等 于 工 T( 工 ), 后 一 个 


职 分 等 于 士 T (于 二 一)， 当 #>> 一 士 时 


dx 一 


gg， 狄 里 克 莱 (Dirichlet) 积分 
在 许多 应 用 中 我 们 遇 到 一 些 积 分 ， 它 们 的 收敛 性 不 能 直接 由 


上 面 所 讲 的 收敛 判别 法 来 判断 ， 积 分 “， dh 
z ‘= ,ad 和 


便 是 一 个 重要 的 例子 ( 狄 里 克 莱 曾 研究 过 这 个 积分 )， 如 果 上 限 不 
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是 无 限 的 而 是 有 限 的 ， 则 这 个 积分 是 收敛 的 ， 因 为 对 于 一 切 有 限 
的 x, 函数 sa 是 连续 的 ( 当 * = 0 时 ,这 个 函数 由 lm :2 一 1 
给 出 )， 积 分 工 之 所 以 收敛, 是 由 于 被 积 函 的 符号 周期 地 变化 , 使 


得 长 度 为 二 的 相 邻 区 间 对 积分 的 贡献 几乎 彼此 相 消 (图 3.32)， 于 
， 征 ， 如 未 我 们 认定 * 轴 上 方 的 面积 是 正 的 , * 轴 下 方 的 面积 是 人 负 


的 , 则 * 轴 和 曲线 y 一 sa < 之 间 的 无 穷 多 个 面积 之 和 是 收敛 的 。 
(相反 ,不 难 证 明 , 一 切面 积 的 数值 和 , 即 积分 


| | sin x | x 
0 Xx 
是 发 地 的 . ) 
yy 
y=} 

人 / | 

1 AAA DA GUN IIPS SS . : 

一 ] 
本 图 3.32 y = 0* 的 图 形 


由 于 函数 sin x 的 符号 周期 地 变化 ， 造 成 了 下 述 事实 。 函数 
sin x 的 不 定 积 分 
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| aa radr = 1 — cosx 


对 于 一 切 * 都 是 有 界 的 。 我 们 利用 这 个 事实 来 考察 表达 式 


B 和 B _ 
1 -| sinx )， 一 | a 
* 人 


4 区 dx 
分 部 积分 后 得 到 
一 _ B ] -一 
7T， 一 ] cosB _ I ss 十 | ] cosx Jy 
B A 4 2 


pi 


2 


sin * 各 ] 一 coOS 
| ~ dr = lm ~ | 一 一 一 一 dx ， 
上 X 0 i 
> 


其 中 , 右 端的 积分 显然 是 收敛 的 ， 换 句 话 说 , 积分 存在， 在 8.4 
“ 节 c 中 我 们 将 要 进一步 来 证 明 一 个 重要 事实 , 即 的 值 是 二 ，” 


h. 变量 置换 ， 非 湿 耳 (Fresnel) 积分 


显然 ,对 于 收敛 的 广义 积分 来 说 ,所 有 的 换 元 法 则 ,仍然 有 效 ， 
因此 , 经 过 变量 置换 , 常常 可 以 得 到 一 些 不 同 的 ,比较 容易 处 理 的 


积分 表达 式 . 


例如 ,为 了 计算 


一 
Xe ix ， 
0 


我 们 引入 新 变量 4 一 ,从 而 得 到 


| re~* dx 一 到 | ce “du = lim = (1—e A) 一 > / 
在 研究 广义 积分 时 出 现 的 另 一 个 例子 是 非 涅 耳 积分 《这 个 积 
分 是 在 光 的 衍射 理论 中 出 现 的 

F, = | sin(xi)dr, F,= | eos C(x?)dx. 
经 过 置换 * 一 wx。 得 到 


F, 一 二 | sin gg, F, 一 工人 cos go 
2 J0 zf 2 


Vr 
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分 部 积分 后 ,我们 得 到 

B ing ] 一 cos B ] 一 cos s4 B 1] — cosu 

| 呈 MB : VA TT 2 -| 3/2 d 
当 4 和 8 分 别 趋 辐 于 零 和 趋同 于 无 穷 大 时 通过 与 狄 里 克 莱 积 分 
所 作 的 同样 的 论证 ,我 们 可 以 看 出 积分 F, 是 收敛 的 。 按 完全 相同 
的 方式 ,还 可 以 证 明 积 分 F; 的 收敛 性 . 

这 些 非 浒 耳 积 分 说 明 , 即 使 当 * ->co 时 被 积 函数 不 趋向 于 零 ， 

广义 积分 也 可 能 存在 ， 事 实 上 ， 苏 至 当 饭 积 阔 数 古 无 究 的 时 候 ， 广 
义 积分 也 可 能 存在 ,正如 积分 


/ | 2u cos (u')au | 
所 表明 的 那样 。 当 w= 二 nx 时 , 即 当 4 二 Vnz 时 (x 二 0,1,2,*'……)， 


被 积 函数 变 成 2Vnxrcosnx = 土 2 Vnxr， 于 是 被 积 函数 是 无 界 的 . 
然而 ,经 过 置换 w? 二 x, 积分 化 为 


| cos (x )dx, 


这 个 刚刚 证 明 过 的 积分 ,是 收敛 的 . z 
借助 于 变量 蛙 换 ， 厂 义 积分 名 入 可 以 转化 为 正常 积分 例如 ， 
| 经 过 置换 > 一 Sinz， 有 


i 


反 过 来 ， 连 续 函数 的 积分 也 可 以 转化 为 广义 积分 ; 如 果 所 采用 的 
置换 x 一 p(x), 使 得 在 积分 区 间 的 端点 上 导数 p(x) 二 0。 因 而 


人 是 无 限 的 ,就 会 出 现 这 种 情况 . 


3.16 三 角 函 数 的 微分 方程 
a。 关于 微分 方程 的 初步 说 明 


积分 不 过 是 进入 一 个 极其 三光 的 数学 领域 的 第 一 步 : 我 们 知 
道 ,用 积分 可 以 进行 微分 的 逆 运 算 , 即 由 方程 y = f(x) 解 出 y 一 
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™、 


F(x), 其 中 f(x) 是 已 知 函 数 , 但 是 现在 更 进一步 , 要 求 在 满足 ? 


和 ?之 间 更 为 一 般 的 关系 式 中 去 求 出 函数 y 一 F(x)。 这 样 的 “ 微 


分 方程 "不 仅 在 严格 的 理论 工作 中 ,而 且 在 各 种 应 用 中 处 处 都 会 册 
现 。 对 于 微分 方程 已 做 出 了 许多 深入 的 研究 , 它们 远 远 超出 了 本 


书 的 殉 围 .我 们 将 在 本 卷 最 后 和 第 二 卷 中 介绍 微分 方程 理论 的 某 


些 基本 方面 的 内 容 . 在 本 刷 , 我 们 仅 限 于 汾 虑 一 个 非常 简单 但 很 重 
”要 的 例子 ， 讨 论 在 第 181 页 上 已 经 提 到 过 的 关于 函数 sin x 和 cosx 
的 化 分 方程 。 

时 然 在 初等 三 角 学 中 ， 我 们 是 从 几何 观点 得 到 这 些 函 数 以 及 
它们 的 性 质 的 , 但 是 现在 , 我 们 不 再 依靠 几何 直观 ,而 用 简单 的 方 
式 把 三 角 函 数 置 于 一 个 严格 的 分 析 基 础 之 上 ， 这 同 前 面 所 说 的 数 
学 发 展 的 一 般 趋 势 是 一 致 的 。 


_b, 由 微分 方程 和 初始 条 件 定义 的 sin x 和 cosx 


注 虑 微分 方程 
Wu 十 2 一 0， 


我 们 的 目标 是 要 刻 划 出 解 x(x) 的 特性 ， 从 而 验证 这 些 解 就 是 正弦 


-函数 和 余 驴 函数 ， 任 一 函数 “一 F(z), 如 果 满 足 方程 , 也 就 是 说 ， 
”有 F(x) + F(x) = 0 则 称 F(x) 为 该 方程 的 解 "， 


我 们 立即 可 以 看 出 ,如 果 *“ = F(x) 是 解 , 则 函数 x 一 F(x 十 


%) 也 是 解 ,其 中 4 是 任意 常数 ,这 一 点 通过 将 F(x 十 有 ) 对 zx 微分 


两 次 即 可 证 实 ， 同样 可 以 立即 看 出 ， 如果 F(x) 是 解 ， 则 导数 


F'(x) 一 % 也 是 解 , 当然 =<F (x) 也 是 解 ,其 中 “为 常数 因子 ， 此 


外 ， 如 打 F(x) 和 Faz(x) 都 是 解 ， 则 和 任 一 线性 组 合 ciFi(x) 士 
C2F2(x) 二 F(x) 也 是 解 ,其 中 c 和 c: 都 是 常数 , 

为 了 从 做 分 方程 的 许多 解 中 选 出 一 个 特定 的 解 ,我 们 加 上 初 
始 条 件 ”, 即 要 求 当 * = 0 时 «一 F(0) 和 w 一 F"(0) 分别 取 值 。 
和 2 上 。 我 们 首先 指出 : 这 点 彻 如 条 件 叭 一 地 确定 了 方程 的 解 . 


| 


1 当然 ,我 们 总 是 认为 所 考虑 的 函数 都 是 充分 可 微 的 。 
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为 了 证 明 , 我 们 首先 推出 一 个 任何 解 « 都 应 满足 的 一 般 式 子 ， 
将 微分 方程 鞭 以 2 由 于 2x xz = (wx?》 和 2u'w 二 GQw?) ,我 们 得 
到 方程 

0 一 2 + 2uu = 1) + wj, 

这 个 方程 立即 可 以 积分 ,并 且 是 
W 十 二 a 
其 中 < 是 不 依赖 于 * 的 常数 ， 所 以 必须 与 左 端 取 x 一 0 时 之 值 
相同 。 因 此 ,对 于 任何 解 x, 我 们 都 有 
u’ (0) 十 w*(0) 一 

砚 在 ,假设 存在 着 满足 同样 初始 条 件 的 两 个 ui 和 2。 堵 末 ， 
差 s 一 坟 一 二 也 是 解 并且 (0) = x(0) = 0。 因此 我 们 推出 
c 一 0， 并且 对 于 一 切 x*， 有 x 十 x? 二 0; 这 就 意味 着 zx 二 0 和 
z 一 0, 从 而 上 述 命题 得 证 . z 

现在 我 们 将 项 数 sinx 和 cosx 定义 为 微分 方程 w(x) 十 
“《x) 一 0 的 解 ,其 中 要 满足 的 初始 条 件 分 别 是 : 对 于 x 一 sinx， 

a(0)=4=0, (0)=28=1, 

而 对 于 # 一 cosy%， 

(0).= 4 = 1, wx (0) 一 0 一 0. 

这 里 我 们 承认 下 述 事实 : 这 样 的 解 存 在 ， 并 且 总 是 任意 次 可 
化 的 ,其 证 明 在 后 面 将 从 更 一 般 的 角度 给 出 《 见 9.2 节 )?. 

这 时 ,函数 * 一 acosx 十 5 sinx 是 满足 方程 xw” 十 w 一 0 和 初 
始 条 件 : 当 x* = 0 时 w== a,w = 的 唯一 的 解 . 这 不 证 月 上 述 
微分 方程 的 每 一 个 解 都 是 cosx 和 sin x 的 线性 组 合 . / 

现在 我 们 来 用 微分 方程 ”十 w = 二 0 讨论 三 角 函 数 ,例如 洋 数 
& 一 sirx*， 从 和 而 求 出 这 些 水 数 的 基本 性 质 。 显 然 , 如 果 ww 是 解 , 则 
“v= W 也 是 解 ， o 十 vv 二 0， 由 于 十 w= 二 wv 十 二 0, 所 以 我 


1) 顺便 指出 ， 我 们 可 以 直接 从 方程 w* + wt 一 1 推出 这 些 事实 ,这 个 方程 对 于 
sin 以 及 cos x 都 成 立 ,而 且 由 其 等 价 的 形式 -9 一 = 经 过 积分 即 可 
得 到 sin x 和 cos x* 的 反 函 数 ， 
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们 有 (0) = 一 x(0) = 0, 而 v0) = w(0) = 1， 因 此 


v(xX) = cosx 一 siny 
Ux 


类 似 地 , 我 们 可 以 推出 4 cosx = — sin x, 
我 们 知道 加 凌 定 理 


cos(x + y) = cosxcosy— sin x siny 
在 二 角 学 中 处 于 中 心 位 置 ， 现 在 , 这 个 定理 可 按 上 述 方法 直接 推 
出 : 首先， 水 数 cos (x 十 y) 作为 过 的 函数 (其 中 ?暂且 固定 不 
变 ) 是 微分 方程 w 十 zx = 0 的 解 ， 它 满足 在 * 一 0 时 的 初始 条 件 
Ww(0) 一 cos7( 一 和 w (0) 一 一 snX 一 念 。 现 在 ,正如 刚刚 证 明 
过 的 那样 ， 满 足 初始 条 件 x《0) = a 和 ww(0) = 2 的 解 (根据 前 面 
的 命题 可 知 ,为 唯一 解 ) 是 ecosx 十 2 sin x。 因 此 , 对 于 解 cos (x 十 
四 , 立即 得 到 表达 式 : 

/ cos (+ 十 y) 一 cosxcosy— sinwsiny, 
这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . - 

本 节 的 这 些 讨论 足以 说 明 怎样 才能 以 纯 分 析 的 方式 与 几何 无 
“- 关 地 引入 三 角 函 数 ， 
/ 我 们 指出 下 列 结果 而 不 进行 详细 讨论 


数 ~ 现在 可 以 定义 为 满足 cosx 一 0 的 最 小 的 正 * 什 ; 


三 角 函 数 的 周期 性 也 是 不 难 由 分 析 方法 导出 的 ， 

以 后 我 们 在 研究 无 穷 袁 级 数 时 还 要 来 考虑 三 角 函 数 的 分 析 结 
构 ( 见 5.5 市 b). 

问 题 
3.1 节 , 第 214 页 

1 . 设 Plx) 一 ao 十 Cd 十 dax2 t+ 十 Crxn。 
(2) 试 由 下 列 方程 确定 多 项 式 F(x): 

F(x) — F(x) = P(x); 
(b) 试 由 下 列 方程 确定 F(+); 


336。 


| 7 coF(x) + cuF' (x) + cP" (x) = P(x). 
2. 试 求 二 在 点 * = 2 的 #* 阶 导数 的 绝对 值 当 a 一 oo 时 的 极限 ， 
3. 试 证 明 ; 如 果 对 于 一 切 x* 有 f(x) = 0， 则 / 是 一 个 次 数 最 高 为 


7 一 上 的 多 项 式 , 反 之 庆 然 。 
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4. 试 确定 有 理 昭 数 +(x) 的 形式 ,如 果 z+(x) 满足 


1 -一 2 (*) 一 0 
其 _ 0 r(x rr) 


5 .试用 数学 归纳 法 证 明 : 乘积 的 阶 导 数 可 按 下 列 法 则 \ 羔 布 尼 歼 法 


则 ) 求 得 : 
2\ df dg (7) df dr g ，，. 
Hr (8) 一 / 了 + (°)H Fr 2 /Ta dm 


_ . 了 + | ) Ad"! dg dr"f 
l 


nC— dx™! dx dx"* ~" 


这 里 (”) = (”) - “二 上 ,等 圭 表 示 , 二 项 式 系数 


他 一 1 


+ J | (4 一 1)x" — mn! 二 | 
6. 试 证 明 ; 之， 1 
”3.2 节 , 第 219 页 AN 


1 . 设 y = ce*(4 sinx 二 6cogxr)， 试 证 明 : y 可 以 表示 为 》 和 y 的 线性 组 
合 , 即 
y =py + 9qy, 


其 中 和 9 是 常数 。 试 将 一 切 高 阶 导 数 表示 为 》 和 > 的 线性 组 合 . 


*2, 试 求 arc sin* 的 # 阶 导数 在 x = 0 之 值 ， 然 后 求 (arc sin #)’ 的 # 阶 


导数 在 * = 二 0 之 值 . 
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1. 试 求 fg{h(x)}] 的 二 阶 导 数 . : 
2. 试 做 分 销 数 log sowu(*) [ 即 以 v(x*) 为 底 的 .#(x) 的 对 数 ; "(*)>0]. -~ 
3 .为 了 使 立 数 
: at 十 BC 
Vax?’ 二 2bx-e 
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处 处 具有 有 限 的 且 不 为 零 的 导数 ,试问 系数 a, 8, a, 5，。 必须 满足 怎样 的 条 
件 ? 
+4. 斌 证明; 人 全 人 一 w(x)e*/， 其 中 (x) 是 = 次 多 项 式 ， 试 建立 
递 推 关系 式 
tinr! = Xin 十 Hn, 
*5 . 试 将 菜 布 尼 兹 法 则 应 用 于 
d x /2 x /2 
/ 二 (ex /2 ) 一 wxe / 3 
导出 递 推 关系 式 
tne! 一 Xin 十 Nin 1, 


*6. 试 将 问题 4 和 5 的 递 推 关系 式 合并 起 来 ， 导 出 4,(x*) 满足 的 微分 方 


ts + xun — nus = 0, 
7 . 试 求 微分 方程 必 + x 一 nu = 0 的 多 项 式 的 解 
“0 一 xr 十 ax! 二 .十 a 


*8 .如果 Ps(*) 一 > (#7 一 1” 试 证 明 下 列 关系 式 : 


pr 区 
f 由 一 一 1 ip (n 十 2)x Fe 十 2 
. a PF 上 十 P 十 -一 一 -一 己 * 


(b) pri = xPs + (2 + 1)P,; 

(0) 二 [Ge DE] — n(n + DP =0. 

9. 求生 分 方程 
A [C0 Pl — n(n + DP =0 
的 多 项 式 的 解 


‘n= 二 和 十 at 十 十 2 


10 . 试 利用 二 项 式 定理 确定 多 项 式 Pr(z) 一 01) 


ji | A 


Pp\ a 
1 1 . 设 Mn, p(X 一 () ea — XI)P 2 久 一 Us12。，。。。，。。 力 。 试 证 明 


一 >, An, px); 


wp 
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过 和 晤 昌 量 党 省 和 


和 这 浊 站 
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1. 设 静 数 作 *) 满足 方程 
f(x 十 y) = FX)f(y), 
(a) 试 证 明 : 如 果 Xx) 是 可 微 的 , 则 或 者 1(x) 夺 0, 或 者 f(x) = < 
*(b) 如 果 f(x) 是 连续 的 , 则 或 者 f(x*) 二 0, 或 者 Kx) = cc， 
2 .如 朱 可 微 永 数 人 *) 满足 方程 


f(xy) = f(x) + fy), 
则 jx ) — logx, 


3. 试 证 明 : 如果 f(x) 是 连续 的 ,并 且 
| f(x) = | 1()a:, 
则 Kx*) 恒 等 于 零 . 
3.5 节 , 第 242 页 

1 . 试 证 明 公式 


sinh a + sinhb = 2sinh ( “ 7 6 ) cosh (<=2). 


并 求 对 于 sinh a 一 sinh &， cosh a 十 cosh b,cosha 一 cosh2 的 类 似 的 公式 ， 
2. 坛 通过 tanh a 和 tanh 5 来 表示 tanh (a 十 5); 通 过 coth a 和 coth 6 来 表 
示 coth(4 土 8); 通过 cosh a 来 表示 sinh = 2 和 cosh 六 
3 ,会 做 分 
(a) coshx + sinh x; (b) eranh xteco 中 >， 
(¢) logsinh(x + cosh’x); (d) arcoshx + arsinh x， 


(e) ar sinh (& cosh x ); 


(£) ar tanh (- 7 ) 


x 
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站 ， 加 - 人 a 
EF HE Fe eh i - i - 四 i rT Ej a by 中 - 加 
ri pi 本 四 “ 加 


; 
: 
血 


四 i 加 本 机 


4. 试 计算 由 晤 链 线 ， = cosh *, 直线 x = 4 和 x 一 以 及 * 轴 国 成 的 面 
积 、 
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1. 试 确定 ** + 3px + 4 的 最 大 值 ,最 小 值 和 拐点 ,并 讨论 x? 十 3pz + 4 
之 根 的 性 质 . : 

、 “2. 给 定 抛物 线 由 = 2px(p > 0)， 以 及 抛物 线 内 侧 (7? < 2 结 ) 的 一 所 
P(* 一 二 ,y 一 9)， 试 求 从 点 到 抛物 线 上 的 一 点 2， 再 到 抛物 线 的 焦点 Kxz 一 ， 
Py = 0) 的 最 短路 径 (由 二 直线 段 组 成 )、 试 证 明 ， 该 角 FOP 被 抛物 线 法 
线 二 等 分 , 且 0P 平行 于 抛物 线 的 轴 ( 抛 物镜 原理 )， 

2. 试 证 明 ， 在 具有 给 定 底 边 和 给 定 顶 角 的 一 切 三 角形 中 ,等 舌 三 角形 面 
积 最 大 . 
4. 试 证 明 :， 在 具有 给 定 底 边 和 给 定 面积 的 一 切 三 角形 中 ,等 奈 三 角形 项 
角 最 大 . 
“5. 斌 证明: 在 具有 给 定 面积 的 一 切 三 角形 中 ,等 边 三 角形 周 长 最 小 。 
*6. 试 证 明 : 在 具有 给 定局 长 的 一 切 三 角形 中 ,等 边 三 角形 面积 最 大 ， 
*7 . 试 证 明 : 在 圆 的 一 切 内 接 三 角形 中 ,等 边 三 角形 面积 最 大 。 
3. 试 证 明 ; 如 果 p> 1,x>0, 则 x? 一 1 守 p(x 一 1). : 
“9. 试 证 明 不 等 式 1 > > 二 ,其 中 0<z< 工 


和 
10 . 试 证 明 : (a) tgx 之 *, 其 中 0<*+<< 太 ; (b) cosx 之 1 一 六 


z 11 .给 定 a > 0,0>0,: > 0， 当 x> 0 时 ，, 试 确定 


2 十 2 十， 十 9Gr_i 十 装 
FE 


ns 
ad 让 要 “Hn 


的 极 小 值 ._ 利 用 这 个 结果 ,由 数学 归纳 法 证 明 (参见 第 115 页 ,问题 13) 


Ce 


12 .给 定 n 个 固定 的 数 G1 *“**s ltag 试 人 确定 x*， 
(a) 使 得 之 (a; 一 x)? 为 最 小 ; 


*(b) 使 得 之 jw 一 *| 为 最 小 ; 
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*(c) 使 得 之 Ahi|ai 一 x*| 为 最 小 ,其 中 4; > 0， 
“13. 试 描绘 销 数 : 


yy = (x )*, y(0)=1 
的 图 形 ; 证 明 这 个 明 数 在 * = 0 处 是 连续 的 ， 这 个 限 数 是 否 上 有 最 大 值 \ 最 
小 值 或 拐 后 ? 
14. 对 于 一 切 正 的 x*， 试 求 满 足 


1 《 十 L) > 
的 最 小 的 “ 值 ，( 提 示 : 已 知 (! + 上 ) ”单调 碱 少 , (! 工 ) 单调 增加 ， 


当 z 一 十 % 时 都 趋同 于 极限 。.) 
*15.(a) 试 求 与 三 角形 三 边 的 距离 之 和 为 最 小 的 点 ， 
(b) 试 求 与 三 角形 三 个 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 的 点 、 
_ 16. 试 证 明 下 列 不 等 式 : 


(2) e*> 


- 一， >0: 
(b) e*>1+ log(l +x), +>0, 
(c) >1+(1+x)log(l +«), x>0. - 
17 .假设 在 (*，2) 上 广 (xz) < 0, 试 证 明 : 
(a) 在 区 间 (4，5) 内 ,函数 图 形 的 每 一 段 弧 都 位 于 连接 其 端点 的 纺 线 的 
上 方 。 
(b) 在 区 邮 (ay b) 内 ,函数 图 形 位 于 任 一 点 的 切线 的 下 方 。 
18 , 设 函 数 Kxz) 在 (as, 2) 内 具有 二 阶 导数 ， 
(a) . 试 证 明 ; 问题 17 的 条 件 (a) 或 (b) 对 于 广 (*) < 0 是 充分 的 ; 
《b) 坛 证 明 ; 对 于 (a、5) 中 的 一 切 * 和 y， 条 件 
/ (二 二) > 作 x ) 1(y) 


对 于 广 (z) 志 0 是 充分 的 ， 
*19. 设 x，,5 是 两 个 正 数 , z 和 4 是 不 等 于 零 的 任何 数 且 p<q。 斌 证明: 
对 于 区 间 0<9<1 中 的 一 切 6 值 , 有 
[Oa? + (1 一 9) 
| 2aa 十 《1 一 9)62]174 i 
[这 是 詹 帮 (Jensen) 不 等 式 , 它 志明 两 个 正 数 sy6 的 靖 次 智 平均 [gor + 
+ 341 ， 


- ~ . . 了 ; 
a 

a i 

= 本 et : 


= -a 
a 
和 加 加 加 “ 1 站 oo 加 . Lr 1 上 J- 
as 0 Fi tit |. a I Ny er 2 a . . 区 re -1 Rm Mi Th Er [3 


(1 一 9)&8?]'? 均 是 # 的 增加 函数 .] 
20. 试 证 明 : 在 上 面 的 不 等 式 中 , 当 且 仅 当 a = 6 时 ,等 号 成 立 . 
21 . 试 证 朋 : lim[ Oa + (1 — 0)b?l/? = gabe -~ 


22 .如 果 将 4，,5 的 零 窜 平均 定义 为 a%%6', 试 证 明 : ”篇 森 不 等 式 送 用 于 
这 种 情况 ,并 有 旦 有 (2 天 5 ) 
2065? 受 [9oa + (1 一 0)b]'%， 当 4 所 0 时 ; 当 4 一 1 时 ，eep9 和 gz 十 
(1 一 0)2。 
23 . 试 证 明 ( 不 要 根据 入 森 不 等 式 ) 不 等 式 
602 和 0 二 (1 一 9)5， 
其 中 ea, 8> 0,0<6<1, 并 证 明 仅 当 。 = 5 时 等 式 成 立 。[ 这 个 不 等 式 说 明 : 
(09, 1 一 0) 几 何平 均值 小 于 相应 的 算术 平均 值 .] 
*24. 设 1 在 [4，5] 上 是 连续 的 和 正 的 , M 表示 其 最 大 值 。 试 证 明 ， 


Mr- im |, UO) ar ， 
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1. 设 1(*) 是 连续 函数 , 且 当 x* = 0 时 f(x) 及 其 一 阶 导数 均 为 零 。 试 证 
明 : 当 x 一 0 时 , 1(*) 是 比 x 更 高 阶 的 无 穷 小 ， 
”2. 试 证 明 : 
Gox 十 2GXe 十 ，w， 十 an 
pox prt 二 bn 
其 中 a, 如 关 0, 当 x 一 co 肝 , 与 ** ”具有 相同 的 量 阶 ， 
* 季 斌 证明 : “= 不 是 有 理沙 数 ， 
*4. 试 证 明 : e* 不 能 满足 以 * 的 多 项 式 为 系数 的 代数 方程 
5. 如果 当 x 一 0% 时 正 值 水 数 作 *) 的 量 阶 高 于 x” 的 量 阶 , 或 与 x” 的 量 


阶 相同 , 或 低 于 ”的 量 阶 , 试 证 明 : | jz)az 的 量 阶 相应 地 高 于 x”t! 的 量 
阶 , 与 zef: 的 量 阶 相同 ,或 低 于 zt 的 量 阶 . 


f(x) 一 


6. 试 比较 当 * 一 co 时 | jz)az 相对 于 下 列 x) 的 量 阶 : 
cv 
Vx 
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(a) 3 (b) c (ce) xe*; (d) logx. 
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1. 试 求 w = 一 一 + 一 一 了 十 ,十 元 当 ” 一 oo 时 的 极限 . 
*2. 试 求 


z 1 
b= + 


VHT VET VF Ve 
的 极限 ， 


*3 .如果 a 是 任何 大 于 一 1 的 实数 , 试 求 


ls 十 2 十 3“ 十 。， 十 me 


lim nt! 


Wr? oo 
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”1. 试 证 明 : 对 于 一 切 奇 正 数 =, 则 积分 | “wdx 可 以 通过 初等 函数 来 
计算 . 
2. 试 证 明 : 如 果 = 是 偶数 ， 则 积分 | "dx 可 以 通过 初等 函数 和 积分 
| 来 计算 (对 于 全 ”ax, 已 编制 成 表 )、 
” ”3. 试 证 明 : 


| | fn)ar dn 一 | Ke 人 Ge 一 红 )CU 


于 .问题 3 给 出 二 重 选 次 积分 的 公式 。 试 证 明 1*) 的 ” 重 迁 次 积分 由 
下 列 公式 给 出 : 


ci { fr) re — #) Aan, 
5. 试 证 明 :对 于 二 项 式 系数 ”)， 有 关系 式 


(4) | |o - 5 一 omar| 


6. 试 求 对 于 
| (or + b Idx 


`、 的 递 推 关 系 式 , 并 利用 这 个 关系 式 来 积分 
: [a + 1)'ax. 


e 343 。 


? 1 et 和 


/ 变 为 局 类 型 的 积分 ， 并 证 明 : 如 果 四 次 式 


dd 
2 元 | dx 


Pp,(x)Pm(x)adx 二 0， 如 果 吉 关 坟 ， 


#7 . 设 Ps(z) 一 一 一 (7 1)"; 


(a) 试 证 明 : 


(ce) 试 证明: xmpa(r)dxr 二 0， 如 坟 m 过 坟 ， 


Pn )ax. 


|- 
(b) 试 证 明 ; | 已 (*)ar = 元 1; 
| 
(d) 试 计算 : | 
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*1 .计算 积分 

: | | dx 

s+ 

2. 试 利用 部 分 分 式 展开 来 证 明 咎 顿 公式 本 
ok pe A 0 当 大 一 0,1)2……3 2 一 2 时 ， 
g (oi) 和 8 《az ) Tt gan) 1 汪 大 一 和 一 工时 ， 
其 中 g(x) 是 形 为 x** 十 &x” 十 ，*: 的 多 项 式 ， 具有 不 同 的 根 CC On : 
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1. 试 证 明 : 经 过 置换 * = (ay + 8)/(7Yt + 6)， a6 一 76 天 0 积分 
dx : 
| 去 十 px 十 cx 十 dr -+ e 


\ 2 br 十 cx 十 dxr 十 ee 


没有 相 重 的 因 式 ， 则 替换 后 新 的 ， 的 四 次 式 也 没有 相 重 的 因 式 ， 试 证 明 : 对 


于 
| Rc, Vax’ + bx + er + dx+e)dxr 


也 有 同样 的 情况 ,其 中 表示 有 理 函 数 ， 


|* di 
8 ) 二 一 大 ”Sin 和。 
称 为 第 一 类 椭 加 积分、 
"344* , 
- 


上 
: 上 
叭 


(a) 试 证 明 : 9 是 连续 的 ,递增 的 ,因而 具有 连续 的 反 函数 . 
(9) 设 am(x) 表示 p(x) 的 反 函 数 。 试 证 明 ;，sn(x) = sin[am(x)]， 其 
中 sn(x) 按 第 320 页 脚注 2 来 定义 ， 


3.15 将 , 第 321 页 
oa or [Cs 3 ef 


2. 试 明 : Im | 
3. 试 问 对 于 怎样 的 : 值 下 列 积分 是 收敛 的 ? 


© 


#4 |- 下 di 是 否 收 敛 ? 
*5.《4) 如 果 a 是 固定 的 正 数 , 试 证 明 ; 


.下 h 
0 —a h’ 十 YX 


~ 《(b) 如 果 1(*) 在 区 间 一 1<x<1 上 是 连续 的 , 试 证 明 : 
， 十 1 
lim | 一 f(x)dzx = Af(0), 


dx = AX, 


"6. 试 证 朋 ; ie | er dt = 0。 
7. 假设 |«| 闭 18|, 试 证 明 : 


x | 
lim | sin ox sin Bxdx = 0, 
T-oo 了 J0o 


六 


*8 .如果 对 于 任何 正 的 值 s， 站 区 2 x 收敛 ,并 且 当 = 一 0 时 f(x) 趋向 


于 极限 并 试 证 明 对 于 正 的 = 和 |。 < 二 人 人 dx 收敛， 并 且 具 有 值 


log 上， 
_. ox 


9. 参 敌 问 题 8, 试 证 明 : 
(a) = 2 一 一 dr = log 三; 


x 一 og 
a 


六 Co) | cosax 一 cos Bx ), 
加 0 * 


和 i H 0: i ph Hl hc 
i Ee 和 和 
i 1 ， ee 上 国 - 2 3 加 > 2 人 . 了 ti 
' ， . ， ”, .. : 了 - - 网 把 


: : 


DS 


*10. 如 果 对 于 任何 正 的 值 = 和 | 作 辽 4x 收 合并 且 当 * 一 oo 时 2) 
趋向 于 极限 M, 当 x 一 0 时 f(*) 趋向 于 极限 二, 试 证 明 : 
| 一 Am dx 一 (L 一 M)Jliog 和 


11 . 斌 求 敬 玛 图 数 的 下 列表 达 式 : 


有 (2 ) 一 ~ 7 | fr2mmiemx dr, 


rn) = | cs 二 六 dx 
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1. 试 求 sin (x + yy) 的 加 法 公式 
2. 不 用 加 法 公式 , 试 证 明 cos* 是 偶 函 数 ，sin zx 是 否 阔 数 ， 
3.*(a) 对 于 某 一 正 的 #, 试 证 明 : 当 0<x < 时 , cosx < 13; 
_(b) 如 果 当 0< 和 =z 达 2 x 时 cosz > 0, 试 证 明 : 

cos (2"tix) <2"(cosx—1)+1, 
(c) 结合 (a) 和 (b) 的 结果 , 试 证 明 : cos* 具有 零点 。 
4. 设 4 是 cosx 的 最 小 的 正 零点 ， 试 证 明 : 


sin (x 十 44) = sinx, 


cos (x 十 44) = cosx, 
5 . 试 补充 下 面 关于 cos* 具有 零点 的 间接 证 明 的 各 步 : 
(a) 如 果 cosy 没有 零点 , 则 当 * 关 0 时 sinx 是 单调 增加 的 ; 
(b) 函数 sinx 和 cosx. 上 有 界 和 下 有 乔 ; 
(c) 当 * 趋向 于 无 穷 大 时 sinx 的 极限 存在 并 且 是 正 的 ; 
《d) 方程 


coST=1C— | sin fdt 
成 立 , 与 (b) 相 矛 盾 . 
杂 题 
1 . 试 证 明 ， 


d™ nd {dd qd (2 
了 1( log*)= x (4 1) (4 2) (4 十 1 ) 1， 


346 4 


其 中 :二 logx*， 这 里 ,我 们 使 用 记 写 
d dp 
-， ($ 4 ?一 


其 中 是 :的 任 一 函数 ,是 常数 . 
2. 光 滑 封 闭 曲 线 C 称 为 号 的, 如果 它 整个 位 于 每 一 条 切线 的 同一 侧 ， 试 
证 明 :对 于 外 切 于 C 的 面积 最 小 的 三 角形 , 它 的 每 一 边 都 在 其 中 点 与 C 相 切 、 
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第 四 章 ”在 物理 和 几何 中 的 应 用 ee (349) 
4.1 ”平面 曲线 理论 (349) 


2， 参数 表示 (3149) b. 参数 变换 (351) c. 沿 曲 线 的 运动 。 时 
间作 为 参量 。 摆 线 的 俩 了 (352). 4. 曲线 的 分 类 ， 定 向 (357). 
ce。 导数。 切线 和 法 线 的 参数 表示 (367) f. 曲线 的 长 度 (371) 
8 弧 长 作为 参数 (376) h. 曲率 (378) i. 坐标 轴 变 换 。 不 变量 
(384) j. 狭义 相对 论 中 的 匀速 运动 (386) k， 表 示 闭 曲线 内 部 
面积 的 积分 (389) 11， 质量 中 心 和 曲线 的 矩 (397) ”m. 旋转 曲 
面 的 面积 和 体积 (398) n， 领 性 矩 (399) 


4.2 例 (400) 
a, 普通 摆 线 (400)” b. 其 链 线 (402) c. 椭 贺 和 双 纽 线 (402) 
4.3 二 维 向 量 下 nt (403) 


a， 用 平移 定义 向 量 。 记号 (404) b. 向 量 的 加 法 和 午 法 (408) 
c， 变 向 量 及 其 导数 和 积分 (416) ”d. 对 平面 曲线 的 应 用 。 方 
向 ， 速 度 和 加 速度 (417 ) 
4 4 在 给 定 力 作用 下 质点 的 运动 oa eo (420) 
a. 牛顿 运动 定律 (421)》 b. 落体 运动 (122) c. 约束 在 给 定 曲 线 上 
的 质点 的 运动 (423) 


45 受到 空气 阻力 的 自 由 洲 体 运动 | (426) 
4.6 ”最 简单 的 一 关 弹 性 振动 一 -- 弹 得 的 运动 ……………… (428) 
47 在 给 定 曲 线 上 的 运动 ee (429) 


a， 微 分 方程 和 它 的 解 (429) b. 沿 一 曲线 下 滑 的 质点 (431) < 
运动 的 讨论 (433) d. 普通 摆 (434) 。. 贺 滚 摆 (435) 

4.8 引力 场 中 的 和 运动 (437) 
后 祷 万 有 引力 定律 C43:)》， 绕 引 力 中 心 的 国 周 运动 (438) 
c， 径 同 运动 一 一 逃逸 速 度 (440) 

4.9 功 和 能 So (442) 


a， 力 在 送 动 中 所 作 的 功 (442) b. 功 和 动能 。 能 量 守 忆 (444) 
c， 两 个 质点 间 的 相互 引力 (445) d. 弹 得 的 拉 伸 (447) ec. 电 
容器 充电 {447) 


附录 ss (447) 

A.1l 法 句 线 的 性 质 ss 人 (447 

A.2 闭 曲 线 包 畏 的 面积 指数 ee (454) 

问题 (458 ) 

第 五 童 ”泰勒 展 开 式 pp ss (463) 

5 1 引言 : 早 级 烤 于 nt (463) 

S 7 对 数 和 反正 切 的 展开 式 sr (465) 
23. 对 数 函 数 (465) b. 有 反正 切 立 数 (467) 

5.3 泰勒 定理 站 (468) 
a， 多 项 式 的 泰勒 表示 (459) b， 非 多 项 式 函数 的 泰勒 公式 (469) 

5 4 余 项 的 表示 式 及 其 估计 … Ce (470) 
a. 柯 西 和 拉 和 格 朗 日 余 项 (470)b. 泰 勒 公式 的 另 一 种 推导 法 (474) 

5 5 初等 图 数 的 展开 式 Co (477) 


a， 指 数 汶 数 〈477) b.sinx, cosx,sinhx,coshx 的 展开 式 (478) 
c 二 项 式 级 数 (479) 


5 6 几何 应 用 ot Hs (482 ) 
a， 曲 线 的 接触 (482) ”b, 关于 相对 极 大 值 和 相对 极 小 值 的 理论 
(485 ) 
附录 Te (4 36 ) 
ATI 不 能 展 成 泰 勤 级 数 的 函数 的 例 oo (486 ) 
AT 3 冰 数 的 零点 和 无 陵 点 se on eb oto. (487) 
a. 坟 阶 堆 点 (487) b. v 阶 无 限 (488) 
AT3 不 定式 oo (488) 
A.1.4 ”各 阶 导数 都 不 为 负 的 函数 的 泰勒 级 数 的 收敛 性 …… (491) 
附录 II 插值 法 Wo (495) 
A.II.1 插值 问题 上 肚 一 赃 (495) 
A.H.2 解 的 构造 ， 和 牛顿 插值 公式 pe (496) 


e li +* 


点 .IT 3 余 项 的 估计 Do (409) 


AIIT 4 拉 格 朗 日 插值 公式 es (502) 

问题 (503) 

第 六 章 数值 方法 Co (506) 

6.1 积分 的 计算 Se (506) 
a. 矩形 近似 公式 (507) b， 改进 的 近似 式 一 一 辛 卜 生 法 则 (508) 

6.2 数值 方法 了 的 另 一 些 例 oC (515) 
a.“ 误 差 计 算 ”(515) b. 工 的 计算 (518) c. 对 数 的 计算 (519) 

6.3 方程 的 数值 解法 Js (520) 


a. 牛顿 法 (521) b. 假 位 法 (524) c. 淡 代 法 (525) qd. 选 代 与 
牛顿 程序 (528) 


附录 sa (530) 
A.l 斯 特 林 公式 or (530) 
问题 ea (534) 
第 七 章 无 穷 和 与 无 窃 乖 积 ss Dereonete ootattosooros, (536) 
7 ] 收敛 与 发 散 的 概 今 ot (537) 


a 基本 概念 (537) ”b。 绝对 收敛 与 条 件 收敛 4539) ”c。 项 的 重 
新 排列 (543) ” d. 无 穷 级 数 的 运算 (546) 

7 7 绝对 收 伍 和 上 发散 的 判别 法 本 (546) 
a. 比较 判别 法 。 控制 级 数 (547) b， 与 几何 级 数 相 比较 的 收敛 
判 曾 法 (547) ”c。 与 积分 相 比 较 (550) 


7 3 负数 序列 soososetiees, Co (553) 
a， 曙 数 与 曲线 序列 的 极限 过 程 (553 ) 
7 4 一 致 收 敏 与 不 一 致 收敛 ono ee.. (555) 


a, 一 般 说 明和 定义 (555) ”b. 一 致 收敛 的 一 个 判别 法 〈561) 
ce, 连续 国 数 的 一 致 收敛 级 数 之 和 的 连续 性 (562) dd. 一 致 收敛 级 
数 的 积分 (563) e, 无 穷 级 数 的 微分 法 (565 ) 


“2, 戎 级 数 的 收敛 性 质 一 一 收敛 区 辣 4567) b. 医 级 数 的 积分 法 
和 做 分 法 \569) “. 需 级 数 的 运算 (570) d. 展开 式 的 唯一 性 4571) 


se it 。 


ce， 解析 水 数 《(572) 

7.6 给 定 闭 数 的 龙 级 数 展开 式 。 待定 系数 法 。 例 ……………… (573) 
a 指数 哨 数 (573) ”b. 二 项 式 级 数 《574) c. arcsinx 的 级 数 
(576) d. arsinh x=log [x 十 VY (Ll 十 x )] 的 级 数 (576) e， 级 
数 乘法 的 例 4577) f. 逐 项 积分 的 例 ( 炊 圆 积 分 )(577) 

7.7 复数 项 虹 级 数 ee (578) 
a， 在 暴 级 数 中 引进 复数 项 . 三 角 国 数 的 复数 表示 式 4578) b, 复 
变 函 数 一 般 理论 一 将 (580 ) 


附录 (582 ) 
A.1 级 数 的 乘法 和 除法 pp (582) 
a， 绝 对 收敛 级 数 的 乘法 和 582) b. 军 级 数 的 乘法 和 除法 (583) 
A.2 无 穷 级 数 与 广义 积分 ee. (584 
A 3 无 努 科 积 oo (586) 
A.4 含有 伯 努 利 数 的 级 数 ee (589) 
回 题 (591) 
第 八 童 ”三角 级 数 ee (600) 
8.1 周期 也 数 se (601) 


a 一 般 说 明 。 通 数 的 周期 开拓 (601〉 ”b， 一 个 周期 上 的 积分 
(602) c, 谐振 (603) 


8 2 谐振 的 迭 加 oe (605) 
a。 谐 说 。 三角 多 项 式 (605) Pb. 拍 (610) 
8.3 复数 表示 和 补 下 ee se (611) 


4， 一般 说 明 (611) b. 交流 电 上 的 应 用 (612) c. 三 角 多 项 式 
的 复数 表示 法 (614) d. 一 个 三 角 公 式 (615) 

8 4 傅立叶 级 数 | (616 ) 
a， 伟 立时 系数 (616) b, 基本 引 理 (618) “. | 2de 一 工 的 
证 明 (619) d. 遂 数 g(x*) = x 的 傅立叶 展 式 4621) 。 关于 
传 立 叶 展开 的 主要 定理 (624) 

8.5 傅 立 时 级 数 的 例 汪 RN (629) 
a， 预 先 说 明 (629) b. 函数 g(x) 一 的 展开 式 (629) c. xcosx 
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的 展开 式 (630) d, 函数 f(x) = |x (631) 。. 一 个 分 段 常 数 
活 数 (632) f. 羡 数 | sinx|(633) 8g. cos yx 的 展开 式 . 余 切 分 
解 为 部 分 分 式 . 正 蓄 的 无 穷 梯 积 (633) hv 进一步 的 例 (635) 

8.6 ”上 收 合 性 的 进一步 讨论 ee (636) 
a 结果 (636) b. 风 塞 耳 不 等 式 (636) c 推论 (a),(b) 和 和 (<) 
的 证 ;大 (637) d. 傅立叶 系数 的 量 阶 . 传 立 叶 级 数 的 微分 法 (640) 

5.7 ”三 角 多 项 式 和 有 理 多 项 式 的 近似 法 ………………… (641) 
a， 关于 阮 数 表 不 法 的 一 般 说 明 (641) b. 外 和 尔 斯 特 拉 斯 还 近 定 
理 (641) c. 按 算 术 平 均值 的 健 并 时 多 项 式 的 费时 尔 三 角 近 似 
式 《643) d, 在 平均 意义 下 的 逼近 和 巴 色 瓦 关系 式 〈645 ) 


附录 Te (648 ) 
A.I.1 周期 区 间 的 伸缩 变换 ， 傅 立时 积分 定理 :PP (648) 
AIT2? 韭 连 续 点 上 的 吉 布 斯 现象 Ss (650) 
AI.3 傅立叶 级 数 的 积分 Co (652) 
附录 了 开 (654 ) 
A.I.L 伯 努 利多 项 式 及 其 应 用 pp (654 


a， 定 义 及 傅立叶 展 式 4654) b. 生成 国 数 ;三 角 余 切 和 双 曲 余 切 
的 泰勒 级 数 (657) “' 欧 拉 - 马 殉 劳 林 求 和 公式 (660) d. 应 用 . 
渐 近 表达 式 4662) ec. 星 级 数 的 和 ; 伯 努 利 数 的 化 推 公式 (664) 
f， 欧 拉 常 数 和 斯 特 林 级 数 (665 ) 


问题 (668) 

第 九 章 ”关于 振动 的 最 简单 类 型 的 微分 方程 ………………… (671) 

9 1 力学 和 物理 学 的 振动 问题 vs (671) 
a. 简单 的 机 械 振动 (671) b. 电 的 振荡 (672) 

9.2 ”前 次 方程 的 解法 ， 自 由 振动 ……… Ceo (673) 


a 形式 解 (673) b， 解 的 证 释 .676) c. 满足 给 定 的 初始 条 件 ， 
解 的 唯一 性 (676) 

9.3 ” 非 齐 次 方程 ， 强 迫 振动 (678) 
a. 一 般 说 明 。 登 加 法 (678) b. 非 齐 次 方程 的 解法 (679) c. 共 
振 曲 线 (681) d. 振动 的 进一步 讨论 (683) ce. 关于 记录 仪器 构 
造 的 品 朋 (685) 


第 四 章 ”在 物理 和 几何 中 的 应 用 
4.1 平面 曲线 理论 


a. 参数 表示 


定义 ”用 方程 y 一 f(x) 来 表示 曲线 在 几何 上 有 很 大 的 限制 : 
这 样 表示 的 曲线 与 平行 于 y 轴 的 任意 直线 相交 不 能 多 于 一 点 。 通 
常 ,把 曲线 分 成 可 以 表 为 y = 1(*) 的 若干 部 分 来 克服 这 个 限制 . 
因此 , 一 个 以 原点 为 中 心 , 以 “为 半径 的 圆 ， 可 由 定义 于 一 a < 
x 过 a 的 两 个 函数 y 一 Va 一 和 yy 一 一 VR 一 x 给 由 ,但 
是 ,对 于 像 平 行 于 > 轴 的 直线 ,这 个 办 法 却 不 行 . 

表示 曲线 的 更 灵活 的 方法 是 利用 方程 p(x, y) 一 0 这 样 一 
种 隐 示 表示 法 ， 在 这 个 方程 里 包含 一 个 含有 两 个 自 变 量 的 函数 
p， 例 如 ,以 原点 为 中 心 , 以 < 为 半径 的 圆 可 由 p(x, yy) 二 十 
一 一 0 完全 描述 ， 平 面 上 任意 直线 都 有 一 个 形 如 ax 十 by 十 
c 一 0 的 隐 示 方程 ,其 中 a, 6, 。 是 常数 , 且 a 和 “不 都 是 零 . 在 
5 一 0 时 ,我 们 得 到 y》 轴 的 一 条 平行 线 . 

曲线 的 这 种 隐 和 示 描 述 法 有 一 个 缺点 ， 即 欲求 曲线 上 的 点 (x， 
y)， 就 必须 对 于 一 给 定 的 *, 求解 方程 p(x, y) 一 0。 这 个 问题 
我 们 将 在 第 二 卷 详细 讨论 ， 

曲线 最 真 接 和 最 灵活 的 描述 法 是 参数 表示 .我 们 不 把 直角 坐 
标 * 或 7 中 的 一 个 看 成 男 一 个 的 函数 ， 而 把 两 个 坐标 * 和 ? 都 看 
成 为 第 三 个 自 变量 * 的 函数 ,，* 是 所 谓 参 数 或 参量 《parameter)?; 
当 上 在 一 个 相应 的 区 间 内 变化 时 ， 坐 标 为 * 和 ? 的 点 就 描绘 出 一 
条 曲线 ,这 样 的 参数 表示 我 们 已 经 遇 到 过 了 ;例如 , 圆 立 十 人 妇 一 好 
有 参数 表示 x 一 acos:，y 一 esint。 这里, t 表示 贺 的 中 心 角 . 


1) 这 个 词 表 示 辅 助 变量 而 不 是 主要 变量 . 
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”对 于 椭圆 十 手 一 1， 我 们 有 类 似 的 参数 表示 x+ 一 acos1， 
y 二 5sin:， 其 中 是 所 谓 偏 心 角 ， 即 由 椭圆 上 的 后 已 一 (ecos1， 
b sint) 向 上 或 向 下 引 垂 线 与 外 接 贺 相交 的 交 扩 的 圆心 角 . 这 里 ， 
我 们 假定 5 二 a (网 图 
4.1). 在 上 述 两 例 中 , 当 
? 在 区 间 0 过 1 二 2x 
内 变化 时 ,坐标 为 +, y 
的 点 质 给 了 整修 的 圆 或 
由 图, 

一 般 地 ， 曲 线 C 表 
不 为 参数 上 的 两 个 画 
数 ， 
t+ 一 中 (1 一 Yi， 
y 一 SO) = yO0); 

拓 汪 的 在 不 会 发 生 混淆 的 
时 候 , 我 们 将 使 用 符号 xCz) 和 y(7).? / 
除非 特别 指明 ,我 们 总 是 假定 $8 和沙 有 连续 导数 ， 


对 于 给 定 的 曲线 ,必须 这 样 确 定 两 个 函数 $Cz) 和 J(z), 使 得 
对 应 于 t 的 某 个 区 间 ,一 对 函数 值 *( 和 y(z) 的 集合 定义 了 曲线 
上 的 全 部 的 点 ;而 且 没 有 其 他 点 .这 样 ,在 曲线 上 的 点 和 * 轴 的 一 个 
区 间 上 的 * 值 之 间 就 有 了 一 个 对 应 关系 。 参 数 表示 定义 了 * 轴 到 


者 二 


因为 假定 x(z) 和 (2) 是 连续 的 ,所 以 * 轴 上 的 相 邻 点 对 应 到 
曲线 上 的 相 邻 点 , 因为 轴 的 点 是 有 序 的 ,所 以 我 们 可 以 用 明显 的 
方式 把 c 的 点 规定 一 个 次 序 或 “指向 ”, 即 如 果 册 一 六， 那么 由 n 


Pr 


1) 符号 x 二 9(zt) 等 , 侧重 于 表示 自 变 量 和 因 变 量 之 闻 的 特殊 函数 关系 ; 而 符号 
xz 等 ,是 指 ,把 :1 看 成 自 变量 , + 是 它 的 函数 ， 
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映射 的 点 在 由 映射 的 点 的 前 面 ( 见 358 页 )， 因 此 ， 对 于 曲线 这 
个 含糊 的 直观 概念 ,参数 表示 给 出 了 明确 的 意义 ,把 它 作为 点 的 集 
合 ,其 中 的 点 象 按 直线 上 的 顺序 一 样 排列 起 来 了 ， 


b. 参数 变换 


参数 t 的 值 可 用 来 区 别 曲 线 C 上 的 不 同 的 点 ; 它们 对 曲线 上 
的 每 个 点 起 了 “命名 的 作用 , 

同一 曲线 C 可 以 有 许多 不 同 的 参数 表示 。 沿 着 曲线 连续 变化 
并 且 在 曲线 不 同 的 点 上 取 不 同 值 的 任何 一 个 量 旺 都 可 以 当 作 人 瑚 数 ， 

例如 ,如 采 曲 线 原 来 由 方程 y 二 jz) 给 出 , 那么 我 们 可 以 选 
择 变量 * 作为 参数 1. 而 用 函数 x 一 1, y 一 f(z) 描述 曲线 。 类 似 
地 ， 对 于 给 定 * 作为 》 的 水 数 所 描述 的 曲线 ， 比 如 说 x == g(y)， 
我 们 可 以 用 > 作为 参数 1, 记 作 * = g0),y 一 1+. 

在 极 坐 标 +:，9 中 ， 用 方程 + 一 人 0) 给 定 的 曲线 ( 见 第 一 
章 , 第 108 页 ) 我 们 可 以 选择 6 作为 参数 * 而 得 到 参数 表示 

=/c0s0 = h(t) coss 一 中 (r)， 
y= rsin0 = b(t) sint = ot). 

从 一 给 定 的 曲线 C 的 参数 表示 x 二 $8) ,yy 一 4(z), 我 们 总 
可 以 推导 出 很 多 其 他 的 参数 表示 。 为 此 目的 , 我 们 取 任 意 一 个 函 
数 二 XCz)， 它 在 相应 于 曲线 C 的 点 的 上 区 间 上 单调 并 且 连 续 ; 
那么 在 相应 的 * 区间 上 ， 函 数 X 存 在 一 个 单调 和 连续 的 反 到 数 
! 一 cr)。， 这 时 C 的 点 (*，7y) 的 坐标 可 表 为 

r== plo(t)] 一 c(rz)， y= plo(7)] = p(T). 

函数 <(r) 和 Br) 也 是 连续 的 ; 并 且 C 的 不 同 点 对 应 于 : 的 不 同 
值 ,因此 ,由 于 消 数 0 的 单调 性 也 就 对 应 于 不 同 的 7 值 。 参 数 由 : 
到 7 的 变换 的 全 部 效果 就 在 于 把 C 上 的 点 再 命名 

例如 ,直线 y 一 * 有 参数 表示 + 二 1,，y 二 1 :其 中 一 oo 到 
! 一 oo。 作 蔡 换 zr = 便 对 这 同一 条 直线 给 出 参数 表示 zx 一 


LU3 3 
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1 2 2 ly, 
类 似 地 ， 椭 贺 Ft m1 可 以 有 参数 表示 x = 二 acosi， 


y = sin tl， 其 中 01 委 /上 一 2r， 定义 :一 cc 十 dc 与 了 为 实数 
《c 关 0)， 同一 个 椭圆 就 得 到 另 一 个 表示 x(5) 一 acos(c 十 2)， 
y5) 一 bsin《c5t+4); 在 ce 之 0 时 ,在 区 间 一 全 <5<- 刀 一 < 
变化; 在 c 一 0 了 时， 在 区 间 ad) cd 上 变 


化 ， 作 替换 ran( ) 可 以 导出 椭 加 的“ 有 理 ” 参数 表示 〈 见 


第 314 页 》 
r= A y 一 28T . 
1 十 到 1 十 研 
当 Y 取 允 全 部 实数 值 了 时 ， 和 是 了 这 一 本 本 所 有 的 友信 革 少 
点 5 二 (一 a, 0). 

如 果 使 用 适当 的 参数 ,可 使 通常 表示 式 的 奇异 性 消失 ， 例 如 ， 
我 们 可 用 光滑 的 函数 * 一 了，y 二 ?2 表示 曲线 y 一 Vr, 当 : 
由 一 c 变 到 十 co 时 , 坐标 为 x, 》 的 点 就 描绘 出 整个 曲线 ( 半 立 方 
抛物 线 ). 

这 种 参数 选择 的 灵活 性 常 弟 使 我 们 能 够 简化 几何 性 质 的 研 
究 , 当 然 ; 儿 何 性 质 并 不 依赖 于 特殊 的 表示 法 . : 

特殊 地 ,有 了 时 我 们 发 现 使 用 y = f(x) 表示 CC 或 C 的 一 部 分 是 
方便 的 。 如 采 对 于 曲线 的 一 部 分 jo 硅 1 委 4， 函 数 $5， 由 中 的 一 
个 , 辟 如 说 + 一 $8(z) 是 单调 的 , 这 样 的 表示 法 总 是 可 能 的 ， 事 实 
上 ,对 于 这 部 分 有 唯一 的 反 函 数 上 := 一 7y(z)， 因 此 yy 一 上 yy(z)1.5 


¢。 沿 曲线 的 运动 、 时 间作 为 参量 摆 线 的 例子 
沿 曲 线 的 运动 


参量 上 常 兽 有 自然 的 物理 意义 , 即时 间 。 在 平面 上 一 个 点 的 


1》 当然 ,这 只 是 关于 曲线 在 小 范围 ?性 质 的 一 个 说 法 .就 是 说 , 这 个 说 法 仅仅 对 适 
当 小 的 一 部 分 成 立 . 通常 (例如 , 在 圆 的 情况 下 ) 变量 x 不 能 在 整个 映 线 上 ,而 
只 能 在 一 部 分 曲线 上 用 作 参 最 ， 
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任何 运动 都 可 以 把 它 的 坐标 x 和 ?7 表示 为 时 间 的 函数 ,在 时 刘 1， 
点 (x+，y) 在 (x(#z)、,y(z))。 这 两 个 函数 以 参数 形式 确定 了 沿路 径 
〈 妇 轨道) C 的 运动 ， 它 们 构成 了 了 时间 标 度 到 轨道 的 一 个 上 映射? 

绎 线 和 次 择 线 

以 摆 线 为 例 ， 当 一 个 圆 沿 着 一 条 直线 或 五 一 个 圆 色 速 而 无 闪 
动 地 滚动 时 , 动 圆 上 一 点 的 路 径 电 做 摆 线 .最 简单 的 情况 是 一 个 半 
径 为 < 的 圆 沿 * 轴 滚 动 ; 圆 周 上 点 P 的 路 径 就 是 普通 摆 线 .我 们 
这 样 选择 坐标 系 的 原点 和 初始 时 间 , 使 得 在 时 刻 :一 0, 点 了 位 于 
原点 ,在 时 刻 + 时 , 圆 从 它 的 初始 位 置 转 了 一 个 角 1:. 这 就 是 说 , 贺 以 
角速度 1 按 顺 时 针 转 动 。 已 经 假定 贺 沿 * 轴 作 没有 滑动 地 匀速 深 
动因 此 在 时 刻 1, 切 点 和 原点 的 距离 刚好 等 于 由 切 点 到 P 点 的 弧 
长 。 因 此 , 在 时 刻 1, 滚动 贺 的 中 心 M 必定 在 点 (at， a ) 上 ; 圆心 
以 常 速 4 同 右 运动 ( 见 图 4.2)。 对 于 在 时 刻 :时 己 的 坐标 , 我 们 
得 到 参数 表示 

r= at— sin1t), y= a(l— cosi). (1) 


图 4.2 摆 线 
消去 参数 1, 我们 能 得 到 非 参数 形式 的 曲线 方程 ,然而 却 失去 
了 表达 的 简洁 性 ,我 们 有 


2 
2 一 a yy 。 | _ (ay), 
cos!/ ,tatccos ,sini 二 土 7 


a 


Tr TI er | 


1) 参数 上 的 变换 对 应 丁 时间 标 度 的 变换 ,根据 它 ,曲线 c 用 动 点 描述 . 
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内 此 


x 一 datccos “一 上 于 Vy(24—y), (1a) 


a 


这 就 得 到 x 作为 ?的 归 数 . 

外 摆 线 

我 们 的 下 一 个 例子 是 外 摆 线 ， 它 定义 为 一 个 半径 为 c 的 贺 沿 
着 第 二 个 半径 为 a 的 圆 的 贺 周 外 边 匀 速 深 动 时 ， 固 定 在 动 圆 圆周 
土 的 点 了 的 路 径 。 设 固定 的 圆 以 x+，y 平面 的 原点 为 中 心 。 假定 
动 圆 沿 着 固定 的 圆 以 这 样 的 方式 深 动 ; 风 在 时 刻 1, 动 圆 的 中 心 绕 
原点 转 了 大 小 为 + 的 角 (图 4.3)， 那么 ,对 于 在 时 刻 1， 点 了 一 
《x()，yQ)) 的 位 置 ( 它 在 时 刻 1 一 0 是 切 点 《a,0)), 我 们 得 到 
参数 方 标 
2 一 5C 


C 


2 十 CC 
C 


| 


《ea 十 c)cost 一 c cos 


x(z) 


y(z) 一 (a 十 c ) sint — Cc sin 


图 4.3 外 摆 线 


当 “ 一 < 时 ,形成 的 曲线 叫做 心脏 线 (图 4.4), 参数 方程 为 


，354 ， 


xf = 24acost — a cost21), 


y(1) = 24a sint ~— a sin(21). 


第 三 种 损 线 是 当 一 个 贺 沿 着 为 一 个 固定 圆 的 圆周 在 内 部 滚动 
时 , 动 圆 加 局 上 一 点 的 轨迹 .为 了 得 到 这 个 内 摆 线 的 参数 方程 ， 
设 固定 加 的 半径 为 a， 深 动 圆 的 半径 为 <。 设 动 圆 的 圆周 上 点 
P 在 时 刻 : 一 0 位 于 (a, 0)， 再 假定 滚动 的 圆 疝 着 固定 的 圆 以 这 
样 的 方式 深 动 , 即 在 时 刻 1, 该 贺 的 中 心 绕 原 点 转 了 大 小 为 + 的 角 
度 (图 4.5)。 这 样 ,我们 得 到 内 择 线 的 参数 方程 为 


x*(t) = (4a— 5c)costt ccos 4 一 < |， 
C 
\ (4) 
d—e 
y(t) = (4a— ec)sint— csin 一 一 上 


在 特殊 情况 下 ， 当 国定 网 的 半径 为 动 圆 半径 的 2 倍 时 ， 即 
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图 4.6 在 2 倍 半径 的 圆 内 滚动 的 圆 的 
边缘 上 一 点 P 描绘 了 一 条 直线 眉 


内 摆 线 暗 化 成 为 固定 贺 的 直径 , 它 不 断 地 往复 描绘 ， 这 个 例子 有 
起 的 性 质 是 ， 它 提供 了 只 用 圆周 运动 画 直 线 问 题 的 机 械 方法 (图 
4.6). 
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如 果 固 定 贺 的 半径 为 动 圆 半径 的 3 倍 , 那 么 “一 EE 因而 
二 一 2 -COS 于 到 COS 
xz) 了 f 十 3 (21), 


y(t) 一 Se sinit 十 = a sin (27). 
经 过 初等 计算 ,我 们 有 
十 六 一 2 十 了 a cos( 31), 


因此 ,内 摆 线 与 固定 的 圆 刚好 交 于 三 个 点 ,曲线 如 图 4.5 所 示 ， 

如 果 我 们 考虑 当 一 个 别 沿 一 条 直线 或 沿 另 一 个 贺 的 外 边 或 里 
边 滚动 时 ,附着 在 该 贺 上 的 一 点 (不 一 定 在 圆 的 边缘 上 ) 的 运动 ， 
就 得 到 更 一 般 的 曲线 ,叫做 次 摆 线 (长 短 辐 圆 外 旋 轮 线 ,长 短 辐 圆 内 
旋 轮 线 )( 见 图 4.7)。 当 一 个 圆 的 中 心 本 身 沿 着 一 条 直线 或 圆 匀速 
地 移动 时 ， 在 这 个 圆 上 一 个 匀速 运动 着 的 点 的 路 径 产生 同样 类 型 
的 曲线 .这 些 曲线 在 行星 视 运 动 的 托 勤 密 描述 中 起 着 中 心 的 作用 。 

摆 线 的 某 些 重要 性 质 将 在 本 章 后 面 讨论 ( 第 451 页 )， 


> 


Lt 


: 图 4.7 次 所 线 - 
d. 曲线 的 分 类 ， 定 向 


定义 
曲线 最 肖 显 的 特性 是 曲线 所 具有 的 分 段 ( 即 分 枝 ) 的 数目 
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和 回路 的 数目 . 双 曲 线 是 由 两 个 不 相交 的 分 枝 组 成 的 曲线 的 例 
子 ; 另 一 个 例子 是 曲线 站 二 《4 一 x? 一 1)， 它 是 由 两 个 分 开 
的 卵 形 线 组 成 的 ， 我们 主要 讨论 由 一 段 组 成 的 曲线 ， 即 连通 的 
(connected) 曲线 ,连通 的 曲线 本 身 可 以 相交 , 像 次 摆 线 (图 4.7) 或 
双 纽 线 (109 页 图 51.3). 

一 个 连通 曲线 如 果 本 身 不 相交 就 称 为 是 简单 的 。 在 简单 曲线 
中 间 ,我 们 还 可 以 区 分 闭 的 曲线 ,如 圆 和 椭圆 , 和 不 闭 的 曲线 ,如 好 
物 线 或 直线 段 ， 这 里 ,我 们 并 不 企图 给 出 严格 的 曲线 分 类 ,也 不 想 
给 出 完全 的 分 类 。 而 仅仅 指出 与 参数 表示 有 关 的 曲线 的 某 些 拓扑 
性 质 . 

曲线 C 的 两 个 连续 函数 x 一 $C(z)，y 一 J$(z) 的 参数 表示 定 
义 了 上 轴 或 二 轴 的 一 部 分 到 C 的 一 个 映射 。 如 果 函 数 $72), pO) 
的 定义 域 是 * 轴 上 的 闭 区 间 [a，5], 而 且 这 个 区 间 上 不 同 的 : 值 
对 应 曲线 C 上 不 同 的 后 P， 那 么 我 们 称 C 为 简单 踊 . 折 物 线 弧 
zx 一 1 7 一 尹 0 委 ! 委 1 是 简单 缴 的 一 个 例子 . 

可 以 用 多 种 方法 参数 地 表示 同一 个 弧 C( 即 平面 上 同样 的 点 ). 
任 一 单调 连续 函数 二 X(z),， a 三 1 记 5, 定 义 了 一 个 参数 *, 使 
得 在 适当 的 闭 区 间 [a, 8] 上 , * 和 ?7 是 zx 的 连续 函数 ,不 同 的 * 值 
对 应 不 同 的 P， 事 实 上 , 容易 看 到 , 连续 单调 的 替换 一 X(:) 提 
供 了 简单 弧 最 一 般 的 连续 的 参数 表示 ,使 得 对 不 同 的 参数 值 ,确定 
了 弧 的 不 向 的 点 . ( 见 第 57 页 注 , 关 于 一 对 一 的 连续 映射 的 说 明 . ) 

对 于 简单 弧 C 的 一 个 特殊 的 参数 表示 x 一 x(1)，y 一 y(4)， 
C 有 一 个 确定 的 指向 ， 相 应 于 : 增加 的 方向 。 给 定 任意 两 个 不 同 
的 点 Po,， Ps 如果 Pl 属于 参数 :+ 较 大 的 值 ,我 们 就 说 Pi 在 Po 的 局 
面 。 如 果 我 们 用 连续 的 增 函 数 一 X(z) 引入 新 参数 +, 那么 ， 对 
应 于 z， 一 对 点 的 次 序 是 同样 的 : 参数 7 定义 了 C 的 同一 操 同 。 如 
果 X 是 递减 的 , 则 指向 就 倒转 了 . 

人 


| 


种 二 


指向 (例如 ,指向 对 应 于 特殊 选择 的 参数 + 增加 的 方向 ); 这 个 指向 
就 叫做 弧 的 正 指向 ， 如 果 我 们 知道 弧 的 两 个 端点 中 哪 一 个 在 另 一 
个 的 后 面 , 那么 正 指向 就 完全 确定 了 。 我 们 把 在 后 面 的 端点 称 为 
弧 的 终点 ， 另 一 个 端点 就 称 为 起 点 ， 给 定 有 向 弧 的 任意 参数 表示 
+ 一 z(r)，》 一 Jrz)， 其 中 a 筷 r 志 5， 如果 参数 值 7 二 a 对 应 
起 点 ，z 一 和 对 应 终点 ,那么 正 指向 就 是 * 增加 的 方向 ;否则 < 增 
加 的 方向 是 弧 的 负 指 向 (图 4.8). 
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图 4.8 指向 和 参数 表示 


在 一 个 简单 对 C 上 任意 两 个 不 同 的 点 PB，P 定义 一 闻 点 为 
Po、P, 的 子 弧 , 它 由 参数 值 介 于 P。 和 PP 之 辕 的 那些 点 组 成 ， 如 果 
C 是 有 问 弧 ,并 且 对 于 C 的 正 指向 Pi 在 Po 的 后 面 ,那么 我 们 得 到 
起 点 为 Bos 终点 为 Pl 和 的 有 向 子 弧 ， 有 向 简单 弧 C 上 的 有 限 个 分 点 
把 弧 C 分割 成 有 向 子 弧 的 一 个 序列 ， 一 个子 弧 的 起 点 是 前 面 一 个 
子 弧 的 终 皮 。 

如 果 只 限于 简单 弧 并 且 硬 要 不 同 的 参数 值 * 一 定 属于 曲线 的 
不 同 点 , 那 弟 弟 是 不 实际 的 ， 比 如 说 ,如 果 方 程 +==xCz) ,y= 二 y(2) 
给 出 运动 的 质点 了 在 时 刻 :的 位 置 ， 那么 没有 任何 理由 认为 质点 
一 定 不 能 停留 一 会 儿 ， 或 者 质点 的 路 径 一 定 不 许 和 自己 相交 而 使 
质 扣 在 较 晚 的 时 候 青 回 到 同 桩 的 位 置 . 

”曲线 x+ 一 了 一 1，y 一 户 一 1 是 一 个 例子 (也 可 用 三 六方 和 
六 一 Xl1 十 x) 二 0 完全 地 描述 它 )， 当 # 由 一 % 变 成 十 co 时 ;在 
1 二 一 1 相 41 一 十 1 上 曲线 两 次 通过 原点 (图 4.9)。 容易 证 明 曲 
线 所 有 的 其 他 的 点 都 有 唯一 的 上 值 。 在 几何 上 区 间 一 1 二 :一 
十 1 对 应 于 曲线 的 一 个 回路 ， 至 少 , 如 果 我 们 以 某 种 方式 想像 出 
对 应 于 4 一 一 1 和 /一 十 1 的 点 是 不 同 的 ， 一 个 点 在 另 一 个 点 


的 上面， 那么 :增加 的 指向 还 是 定义 了 曲线 上 点 的 次 序 . 整个 
这 个 有 向 三 次 曲线 可 以 分 解 为 有 同 的 简单 缴 ， 例 如 ， 分 成 对 应 于 

y nn 过 1 入 4 十 1 的 弧 ,， 其 中 
取 所 有 整数 , 

闭 曲线 

不 同 的 : 值 对 应 曲线 上 相 
同 的 点 的 参数 表示 的 一 个 标准 
例子 可 由 公式 

+=ac0st, y= asint 
给 出 ， 它 描述 了 一 圆 上 一 点 的 
匀速 运动 ，: 为 时 间 。 当 * 从 
一 00 变 到 十 吕 时 , 点 P 一 (x, y) 
以 反 时 针 方向 无 穷 多 次 地 画 
圆 . 如 把 :+ 限制 在 长 为 2x 的 任 
意 半 开 区 间 ; a 所 :< 之 a+2x 上 ， 
我 们 就 刚好 一 次 画 出 贺 的 扩 . 
区 间 的 问 点 9 和 a 十 2x 对 应 

图 4.9 有 一 个 回路 的 曲线 .二 着 圆 上 同一 个 点 。 这 里 , 参数 

天 一 1，y 一 与 一 访 指向 为 / 区 间 的 端点 对 于 曲线 疫 有 特殊 

漠 加 方向 的 几何 意义 . 

一 般 地 ， 一 对 连续 了 沼 数 x 一 $8()，y 二 4(z) 定义 于 闭 区 间 
sa 和 安 ! 魏 5 上 ,如果 $9(4) 一 $5(5), pCa) 一 (5b), 那么 它 表 
示 一 条 闭 曲 线 ， 如 果 当 ea 委 上 一 和 不同 的 * 值 对 应 不 同 的 点 
(+,，y), 那 么 这 闭 曲 线 是 简单 的 , 

对 应 于 1 一。 和 := 二 4 的 点 可 以 是 曲线 上 任意 一 点 。， 它 正 
是 我 们 切断 ”曲线 并 使 之 与 轴 上 一 区 间 对 应 的 那个 断 点 . 

用 周期 台数 表示 的 闭 曲线 

正 像 在 圆 的 例子 中 那样 ， 使 用 周期 p 一 。 一 a 的 周期 函数 
4 和 (我 们 可 以 避免 区 分 任何 特殊 的 分 割 ,对 于 周期 函数 ， 
我 们 在 这 里 一 般 地 讲 一 讲 是 值得 的 ,在 第 八 章 我 们 将 进一步 展开 ， 
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如 果 国 数 f(z) 对 所 有 的 上 有 定义 ， 并 且 满 足 方 程 f(z) 一 
矿 : 十 p)， 那 么 f(x) 就 称 为 周期 为 2 的 周期 函数 . 例如 三 角 孙 
数 sinz 和 cos: 是 一 个 周期 为 2z 的 周期 国 数 . (任意 倍数 2nx 也 
是 周期 , 7 为 整数 .) 从 几何 解释 看 ， 如 果 f(z) 的 图 形 同 右 移 动 ? 
个 单位 而 再 次 得 到 同样 的 图 形 , 那 么 f(z) 就 有 周期 

因为 f(z) 不 断 重 复 , 所 以 如 果 仅 知道 长 为 p 二 5 一 a 的 单个 
区 间 4 肆 z 二 b。 的 1Q), 那么 对 所 有 的 :就 决定 了 周期 为 ?的 照 
数 f(z) (图 4.10). 事实 上 ,对 每 一 个 1, 存 在 一 个 在 区 间 a 专 + 二 2 
上 的 # 值 ,使 得 1 一 二 二 np, 其 中 2 为 整数 (我 们 只 须 把 4 看 成 不 


馈 过 《二 2 的 最 大 整数 即 可 )， 那 么 就 有 CD) 一?) 


a b=u+p a+ 2p G 十 dp 
图 4.11 尘 数 (DD) 从 区 间 a 委 ! < 妇 六 周期 地 延 殷 


实际 上 ,我 们 可 以 从 定义 在 半 开 区 闻 a。 < : < 4 上 的 任意 连 
续 函数 f(:) 着 手 ; 被 延 拓 的 函数 对 除 : 一 a 十 np 什 (x 为 整数 ) 
之 外 的 所 有 的 : 显然 是 连续 的 (图 4.11). 

网 如 , 周期 地 延 拓 一 个 用 Ki) 一 + (0 过: 二 1) 定义 的 函数 
(5 得 到 周期 p = 工 的 函数 称 为 的 小 数 部 分 ,这 个 函数 在 : 为 
整数 的 点 是 不 连续 的 (图 4.12a)。 一般 地 , 在 :一 “十 mp 时 , 周 
期 延 拓 了 的 函数 f 将 取 值 Ka); 这 也 是 从 右边 趋 于 该 点 时 f 的 极 
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限 ， 而 从 左边 趋 于 该 点 时 f 的 极限 和 点 45 的 值 相同 。 现在 , 我 们 
最 感 兴趣 的 是 ,考虑 这 样 一 个 函数 , 它 在 闭 区 闻 “和 上 委 上 上 有 定 
义 并 且 连 续 ,而 且 在 端点 有 相同 的 值 K 人 a) == 人 5)， 周 期 地 延 拓 这 
样 的 函数 总 可 以 得 到 周期 为 上 一 2 一 < 而 且 对 所 有 的 上 都 连续 的 
驳 数 Az) (图 4.12b). 


/0 


图 4.12 从 区 间 0 二: <1 周期 地 延 扰 函 数 1(2). 
这 里 ， (a) f(D=1， 《〈b) 1(2) = 2 一 27 


对 于 表示 闭 曲 线 C , 连续 的 周期 函数 是 理想 的 。 设 C 是 用 参 
数 方 程 x 一 $C(2)，y 一 小) 给 定 的 ,在 区 间 a 所 1: 5 上, 9$， 
上 连续 并 在 两 个 端点 上 有 相同 的 值 。 我 们 可 以 把 这 些 函 数 的 定义 
这 样 延 拓 到 所 有 的 上 值 ， 使 风 和 由 的 周期 为 p = 二 5 一 a,， 且 对 所 
有 的 : 连续 。 对 任意 的 4 被 延 拓 了 的 参数 表示 只 产生 C 的 点 , 因 
为 我 们 有 上 一 ”十 np 7 为 整数 ，4 委 了 过 久 这 时 ,对 应 于 #* 的 
点 和 对 应 于 f 的 点 是 位 于 C 上 的 同一 个 点 。 当 : 从 一 co 变 到 十 oo 
时 , 点 (x, y) 无 限 次 地 通过 曲线 C， 就 像 在 圆 x 一 acost，y 一 
a sint 的 情况 一 样 。 这 里 参数 值 = a 的 特性 已 经 消失 ， 对 任意 
的 c, 当 : 从 a 变 到 十 p 时 ,用 x 二 4$(), y= 二 4G) 就 已 表示 
出 整个 的 曲线 ， 
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如 果 闭 曲线 6 的 一 部 分 对 应 于 参数 值 上 的 区 间 c 委 :< 乏 b8, 在 
此 区 各 上 、 不 同 的 z 值得 到 不 同 的 点 (x,y)， 那 么 这 一 部 分 就 构 
成 简单 弧 ， 如 果 在 同一 区 间 & 万: 二 oe 十 PP 上 的 不 同 的 t 总 得 到 
C 上 不 同 的 点 ,那么 整个 闭 曲线 是 简单 曲线 .因此 ,长 度 小 于 ?的 
任意 闭 参 数 区 间 给 出 简单 弧 . 

向 日 殊 组 成 的 财 曲线 ， 点 的 次 序 

我 们 券 虑 可 以 分 解 为 若干 个 简单 弧 的 闭 曲 线 ， 如 果 整 个 的 闭 
曲线 是 :简单 的 ,那么 它 可 以 分 成 两 个 简单 弧 to 和 1 委 
;入 to 十 p, 这 两 个 简单 弧 只 有 它们 的 端点 Po, Pi 是 公共 的 . * 增加 
的 方向 确定 了 C 的 每 一 简单 弧 的 正 向 ， 从 而 确定 了 C 的 正 指向 或 
正定 向 。 简 单 闭 曲线 C 上 任意 两 个 不 同 的 点 , P 把 C 分 成 两 个 
简单 弧 . 在 + 增加 的 指向 上 ,两 弧 中 恰 有 一 个 以 为 起 点 , 为 
终点 . 我 们 称 为 PP; 对 另 一 个 弧 ， 正好 相反 . 


和 和 量 昌 替 


(a) 


to+p, +p 
SE 
or iitls 4 is +p 


(b) 
图 4.13 闭 曲 线 按 :增加 的 指向 定 同 
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指定 P; 不 在 起 点 为 西 终点 为 己 的 有 向 简单 弧 上 . 由 PoPP， 循环 
排列 而 得 到 的 三 扣 PP2P,。、PPoP! 描绘 了 相同 的 定向 (图 4.13a). 

“很 一 般 地 ,在 有 向 的 简单 于 曲线 C 上 任意 2 个 不 同 的 点 总 是 
按 着 确定 到 循环 排列 "的 一 个 次 序 PP……P, 分 布 的 ,并 且 把 C 分 
成 有 向 的 简单 弧 PiP，***、，、Ps-;P,，PnP1。 我们 总 可 以 选择 诸 后 
PP ，P。 的 参数 值 11，1;，*…*, 1。 使 得 i; 构成 一 个 早 调 的 韦 
增 序列 ， 并且 所 有 的 ”都 包含 在 长 度 等 于 周期 尹 的 同一 参数 区 间 
内 《图 4.13b). 

曲线 和 币 的 定向 

正如 在 第 一 章 所 强调 的 那样 ， 我 们 不 得 不 使 用 正 号 或 人 负 号 来 
建立 几何 对 象 和 以 数 表示 的 分 析 概 念 之 闻 的 令 人 满意 的 关系 ， 最 
简单 的 例子 是 诸如 数 轴 的 有 向 线 .开始 时 ,我 们 把 直线 的 哪 一 个 方 
问 定义 为 正 是 任意 有 的。 对 于 直线 的 任意 特殊 参数 表示 x 二 a 十 6， 
”一 ct 十 4， 就 能 有 一 个 相应 于 : 增加 的 正 指向 与 它 对 应 。 以 这 
样 方 式 定 同 的 直线 指 疝 一 个 确定 的 方 品 。 两 条 平行 的 有 问 直 线 的 
方向 或 者 相同 , 或 者 相反 . 也 可 以 用 从 一 点 P 出 发 的 射线 来 定义 
方向 , 射线 即 半 直 线 , 是 由 直线 上 党 正方 向 跟 在 给 定点 PB 后面 的 
那些 点 组 成 的 . 

在 平面 上 任何 方向 可 以 用 从 原点 出 发 的 一 个 射线 表示 ， 也 可 
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图 4.14 方向 DD 的 倾角 i 


tte 


1) 刚 ] P,Py- :P,P,, PP: - :PPP,, """y P,P,:: 天 到 一 1 给 出 相同 的 定向 ， 
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以 用 该 射线 上 的 原点 为 中 心 半径 为 1 的 圆 上 的 点 PP 表示 。 如 果 我 
们 以 参数 方程 x = cost,y 一 sint 表示 这 个 单位 贺 , 那 么 我 们 把 
每 一 个 方向 对 应 于 某 些 i 值 ,它们 相互 只 差 2x 的 倍数 .我 们 把 它 
们 称 为 该 方向 的 倾角 ， 或 称 为 该 方向 与 正 x 轴 的 夹 角 。 在 0 所 
! < 2z 区 间 内 总 是 刚好 存在 一 个 倾角 * (图 4.14). 

两 个 方向 之 间 的 第 就 是 它们 的 倾角 之 差 。 更 确切 地 , 因为 我 
们 取 两 个 方向 的 次 序 是 有 关系 的 ,所 以 我 们 说 倾角 为 的 方向 与 
倾角 为 六 的 方向 形成 夹 角 oa 一 1 一 二 (图 4.15). 因为 :和 # 


奏 和 让 和 必 各 名 


图 4.15 方向 D' 和 方向 D” 的 夹 角 a. 


可 以 改变 2x 的 整数 倍 ， 所 以 一 个 方 网 和 太一 个 方 网 的 夹 第 也 可 
以 改变 2x 的 整数 倍 。 

旋转 的 方向 

我 们 也 可 以 说 倾角 为 ” 的 方向 经 旋转 oe 角 而 变 到 方 况 上 . 
这 里 ， 旋 转 的 直观 概念 是 连续 运动 的 概念 。 按 此 概念 , 倾角 为 *” 
的 方向 变 到 倾角 为 的 方向 是 经 过 了 1 和 “之 间 所 有 可 能 的 倾 
角 为 的 方向 ， 如 果 a 一 “一 疙 是 正 的 ,我 们 把 旋转 称 为 正 的 或 
朔 时 针 的 ,否则 称 为 负 的 或 顺 时 针 的 。 当 然 ,由 一 个 给 定 的 方向 变 
到 另 一 个 给 定 的 方向 ,可 能 有 许多 不 同 的 顺 时 针 和 逆 时 针 的 旋转 ， 
除非 我 们 令 旋转 角 w 满足 一 x 二 a 专 x. 

_ 最后， 旋转 的 正 指向 与 我 们 已 经 选 定 的 圆 的 特殊 参数 表 不 
* 一 cost，y 一 sint 有 关 ， 如 果 z 轴 照 例 指 河 右 方 ，>》 轴 指 同 上 
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方 ; 那 么 旋转 的 正 指 同 与 平常 的 钟表 针 的 方 由 * 相 反 . 
曲线 的 正 侧 和 人 负 侧 


| 


si 
+ + 
N FP 
二 
A 十 


4.17 有 反 时 针 定 向 的 简单 闭 曲 线 


图 4.46 有 向 红 ~ / f 


的 正 侧 和 负 侧 图 4.18 
上 ,我 们 可 以 区 别 曲线 的 两 “ 侧 ”。 如 果 曲 线 C 是 有 向 的 ,那么 我 们 
可 以 这 样 定义 正 侧 (“ 左 侧 ”) 和 人 负 侧 (“ 右 侧 ”)3: 考虑 从 了 发 出 的 
一 条 射线 .如 果 沿 曲线 给 定 的 方向 ,在 P 点 的 后 面 存在 任意 接近 P 
的 点 82， 使 得 从 P 到 9 的 线 按 逆 时 针 的 方向 转 到 给 定 的 射线 所 通 
过 的 角 是 在 0 和 = 之 间 ( 图 4.16), 我 们 就 说 这 个 射线 指向 曲线 的 正 
侧 . 在 射线 上 接近 了 的 那些 点 就 说 是 在 曲线 的 正 侧 . 相反 的 情况 ， 
就 说 射线 指向 C 的 负 侧 ,在 射线 上 的 点 就 说 是 在 曲线 的 负 侧 . 如 果 
曲线 C 是 简单 的 闭 曲 线 ， 那 么 它 把 平面 上 所 有 的 点 分 成 在 C 内 部 
的 和 在 C 外 部 的 两 类 ?。 如 果 曲 线 的 内 部 在 正 ( 左 ) 侧 ,那么 我 们 就 
说 C 有 逆 时 针 的 定向 (图 4.17). 

然而 ,如 果 闭 曲线 C 是 由 几 个 回路 组 成 ,那么 并 不 是 总 能 描绘 
1) 这 个 指向 也 可 由 北半球 日 规 盘 影 子 的 运动 表示 ， 
2) 林 语 “ 左 侧 ?> 和“ 右 侧 ? 相 应 于 通常 河流 按 它 流动 的 方向 定向 的 “左岸 ?和 右岸 ?. 


3) 这 些 概念 以 及 用 简单 的 连续 闭 曲 线 把 平面 分 成 两 部 分 ,在 拓扑 上 要 严格 好 分 
析 , 这 里 只 能 凭 直观 接 变 ， 
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C 使 得 所 有 被 包围 的 区 域 都 在 C 的 正 侧 ( 见 图 4.18 ). 


e， 导 数 . 切线 和 法 线 的 参数 表示 
方向 和 速率 


对 于 一 条 由 时 间 参 量 * 的 参量 表示 所 给 定 的 曲线 C 
=X) = 9, y= y(t) = 4, 


按照 牛顿 的 做 法 ,我 们 用 点 表示 导数 : 
i PY y= oy. 
dat 


导数 *，》 通常 想像 为 点 忆 沿 C 运动 的 坐标 的 “速度 分 量 ”或 “如 
率 ”， 

当 4 闫 0 时 ,总 能 够 用 一 个 方程 y=/(x) 表示 C 的 相应 的 部 
分 ,办 法 是 首先 由 第 一 个 方程 算出 * 为 * 的 函数 ,然后 把 得 到 的 : 
的 表示 式 代 入 到 第 二 个 方程 。 由 微分 的 锁链 法 则 和 反 函 数 微分 法 
则 ( 见 第 231 页 ), 我 们 得 到 曲线 切线 的 斜率 


如 果 少 关 0， 等 价 的 公式 人 一 地 成 立 . 


除非 讲 到 相反 的 情 闹 ,我们 总 是 假定 过 和 了 不 同时 为 零 .或 简 
单 地 ,我 们 假定 
入 十 关 天 10. 
那么 切线 总 是 存在 的 入 如 果 了 一 0， 切线 是 水 平 的 ,如 条 之 一 0， 
它 则 是 垂下 的 ， 
例如 ,对 于 摆 线 ( 见 第 353 页 式 (1)), 我 们 有 


“1) 我 们 注意 到 , 虽然 条 件 如 十 交手 0 对 于 保证 非 参 数 表示 是 充分 的 , 但 不 是 必 

。 ”要 的 .例如 我 们 可 以 用 参数 方程 x 二 #，y 一 此 定义 曲线 y 二 x*。 在: 轴 的 
原点 ， 让 十 疡 为 正 的 条 件 不 满足 ， 但 是 曲线 仍 有 定义 和 定义 得 很 好 的 非 参 数 
表示 ， 
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。 。 7) 
过 一 人 (1 一 cosi) 一 2asin? -一 ， 
2 


。 » 。 i i 
y = a sint = Za sin — Cos——, 
2 


4 一 cot 二. 
dr 2 

这 些 公式 表明 除去 :一 0， 士 2x, 土 4x ，……， 之 外 ， 丸 十 交 关 0. 
而 且 摆 线 在 那些 例外 的 点 上 有 垂直 切线 的 尖 点 《〈 即 曲线 方向 倒转 
的 点 ). 在 尖 操 持 线 还 与 x 轴 相 交 , 即 y 一 0， 在 趋 于 这 些 点 时 , 导 


数 /一 过 一 cot 过 变 为 无 穷 大 
切线 ,法 线 和 方向 余弦 


才 和 


和 级 在 点 ,的 切线 旋 和 是 
一 ?一 (8), 


其 中 8, w 是 对 应 于 切线 上 任意 一 点 的 “流动 (running 产 坐标， 而 
+，y 和 人 上 取 由 切 点 决定 的 国定 值 以 过 盖 代 5 我 们 可 以 把 


切线 方程 写成 
(§ — Xx) — (7— y= 0, (5) 
在 假定 了 关 0 的 条 件 下 ,我 们 只 须 把 x 表示 为 了 的 函数 就 得 到 完 
全 一 样 的 方程 ， 在 那些 例外 的 点 上 ,x* 和 3 对 同一 +t 值 都 等 于 零 ， 
这 个 方程 变 得 没有 意义 ,因为 它 对 于 所 有 的 上 ,7 都 满足 . 
过 曲线 上 一 点 并 与 这 个 点 的 切线 垂直 的 直线 叫做 曲线 的 法 
线 ， 法 线 的 斜率 是 一 全 因此 ,法 线 方程 为 
(EC—x)zt+ (yO— y= 0, (6) 
如 果 C 的 一 点 对 应 :的 几 个 值 ,那么 一 般 地 说 ,对 于 通过 这 个 
点 的 曲线 的 每 一 个 分 权 ， 或 者 说 对 于 : 的 每 个 值 ， 束 有 不 同 的 切 
线 ， 例 如 ,曲线 x 一 2 一 1,y 一 一 1 (第 360 页 图 4.9) 有 :1 一 一 1 
和 “一 十 1 两 个 值 通过 原点 ， 对 1 二 一 1， 我们 得 到 切线 方程 
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十 7 一 0， 而 二 十 1 的 切线 方程 为 二 一 9 二 0。 
由 导数 的 定义 ,我 们 有 
Ay 一 了 


一 -一 一 tanc， 
dx 区 


其 中 & 为 切线 与 x 轴 的 夹 角 .这 意味 着 把 * 轴 旋 转角 4 (如 a> 
0, 沿 逆 时 针 方 向 转 ; 如 a 二 0, 沿 顺 时 针 方 向 转 ) 会 使 它 与 切线 平 
行 。 以 角度 a 土 x， a 士 2x,*** 旋转 x 轴 也 会 使 它 平 行 于 切线 ， 
所 以 角度 & 确 定 到 仅 差 < 的 整数 倍 , 而 tano 是 唯一 确定 的 。 由 关 
系 式 /t+ 二 sina/cosa 和 六 十 关头 0， 我 们 有 


coOS UL 一 土 一 一 一 一 ~ sin wa 一 十 ->  ， 
ya 十 六 yt 
这 里 两 式 必须 取 祖 同 符号 ， 我 们 把 cosa 和 sine 叫做 切线 的 方向 


切线 和 法 线 的 指定 方向 

方向 余弦 的 两 个 可 能 的 选择 对 应 着 我 们 可 以 作 切 线 的 两 个 方 
向 ; 对 应 的 角 可 相差 < 的 奇数 倍 。 切线 上 两 方向 之 一 对 应 :+ 增 
加 的 方向 , 另 一 个 对 应 t 减少 的 方向 。 假定 曲线 的 指向 是 上 增加 
的 方向 , 那么 , 按照 定义 ,切线 的 正方 向 或 者 说 相应 于 上 值 增加 的 
方 同 是 与 正 * 轴 末 角 & 内 方 同 ， 而 对 于 角 go，cosw 与 过 同 写 ， 且 
sina 与 y》 同 号 ， 在 切线 上 该 方向 的 方 同 余弦 无 疑 是 


COS0 一 


— sin C = —— (7) 
Ve 十 六 VP 十 交 


如 果 , 警 如 说 ，* 一 宇 > 0， 那 么 在 切线 上 * 增加 的 方向 即 是 x 
增加 的 方向 ;该 方向 与 正 * 轴 的 夹 角 的 余 纺 是 正 的 。 类 似 地 ,把 相 
应 于 * 增加 的 正切 线 的 方向 以 正 〈 逆 时 针 ) 指向 旋转 三 得 到 的 法 
线 方向 , 它 的 方向 余弦 无 疑 是 


rr 


1) 这 里 ,我 们 把 sin w 看 成 cos 6, 其 中 6 = = 一 ec 为 》 轴 与 切线 的 夹 角 . 
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sla 十 一 二 一 一 一 一 二， sinlwc 十 一 } 一 
机 ( 3 AV/ 姑 十 扩 | \/ 妇 十 认 
这 个 方 同 叫做 正法 线 方 网 并 指 网 曲线 的 正 侧 (图 4.19) 。 


了 


图 4.19 有 朵 家 线 的 正切 线 和 正法 线 


| 因果 在 曲线 上 我 们 引信 新 的 参数 r 一 XQ), 那么 当 失 a >0 
了 时 ，cosw 和 sin a 的 值 不 变 ， 4 — <0 有 时, cosag 和 sino 和 可 管 


号; 就 古 说 ， 如 果 我 们 政变 是 线 的 指 疝 那么 切线 和 法 线 的 正 指向 
要 同样 地 改变 。 
上 须 穷 护 
”如 果 z 和 7》 连续 并 且 妇 十 疡 >>0， 那 么 决定 切线 方向 的 量 cosa 
和 sin a “将 随 : 连续 地 变化 。 从 而 ,方程 为 
~ (Ex)sing— (Nn— y)cosm=0 
的 切线 沿 着 曲线 连续 地 改变 ,法 线 也 同样 | 
如 果 对 z 的 某 个 值 ,* 和 六 都 是 零 ,那么 按 我 们 的 公式 ,切线 的 
方向 余弦 没有 定义 ; 切线 可 能 完全 不 存在 或 可 能 不 唯一 确定 。 这 
样 的 点 叫做 "临界 "点 或 “稳定 点。 我们 举例 说 明 产 生 临 界 点 的 各 
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种 可 能 性 . 四 
一 个 例子 是 曲线 y 一 |x]， 它 有 参数 表示 为 + 一 只，》 盖 
213; 这 个 曲线 在 : 二 0 有 一 个 角 点 ,虽然 过 和 Y 都 保持 连续 。 在 
第 368 页 讨论 的 摆 线 的 例子 中 x 二 =》 = 二 0 的 “稳定 ”点 对 应 于 尖 点 ， 
男 一 方面 ,在 某 些 情 况 下 和 y 等 于 0 和 曲线 的 性 态 并 没有 关系 ， 
向 人 个 起 让 特 殊 的 参数 表 不 的 本 性 ,如 x 一 +，y 一 表 不 的 下 
线 在 参数 值 + 二 0 即 是 ， 
角 扣 
自在 角 点 上 相交 的 几 个 光 漠 的 缴 所 组 成 的 此 线 在 参数 者 示 中 z 
用 函数 x(:)，y() 来 表达 ， 它们 是 连续 的 但 有 
&，7， 我 们 用 表示 为 
xx 一 1 7 一 0， 对 于 上 委 0， 
:一 上:，y 一 上， 对 于 xz>0 
的 折线 的 简单 例子 来 说 有 明 ， 这 里 ;对 于 1 二 0, 有 = 二 1,y 二 0; 
对 于 :>>0 有 二 1, ;一 1， 在 上 一 0 点 ,切线 是 不 确定 的 ( 见 
图 4.20).， 


和 


图 4.20 xz 一己 y 一 本 (十 日 ) 的 图 形 


f。 曲 线 的 长 度 
长 度 当 作 积 分 


| 


曲线 有 商 种 不 同类 型 的 几何 性 质 或 几何 量 ， 种 一 种 兴 型 从 依 
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赖 于 曲线 在 小 范围 内 的 性 态 , 即 在 一 个 点 紧 接 的 令 域 内 的 性 态 , 这 
样 的 性 质 可 以 用 在 一 点 的 导数 来 表达 . 第 二 种 类 型 的 性 质 ,或 者 说 
在 大 范围 内 的 性 质 则 依赖 于 曲线 或 曲线 一 部 分 的 整个 形状 ， 膛 币 
用 积分 概念 解析 地 表达 。 我 们 开始 芳 虑 一 个 第 二 种 类 型 的 量 , 曲 
线 的 长 度 . 

当然 ,我 们 对 于 曲线 长 度 的 含义 已 有 直观 的 概念 。 但 是 , 正 像 
在 圆 弧 的 古典 情况 中 一 样 ， 对 于 直观 的 概念 必须 给 出 严谨 的 数学 
意义 ， 由 直观 作 引 导 , 我 们 把 任意 曲线 的 长 度 定义 为 近似 多 边 形 
长 度 的 极限 ,特别 是 内 接 多 边 形 长 度 的 极限 。 长 度 单位 一 经 选 定 ， 
多 边 形 的 长 就 确定 了 。 最 后 的 结果 将 是 用 积分 表示 曲线 长 度 的 公 
式 ， 

我 们 假设 曲线 由 方程 组 x 二 x(1)，、y 二 X11) (a 人 1 所 B) 给 出 。 
在 <c 和 8 之 间 的 区 间 上 ， 我 们 选择 中 间 点 aa t2，'**，iw-1 使 得 

C= lp 

我 们 把 对 应 于 这 些 zi 值 的 曲线 上 的 点 Bo, Pi,"…*,P。 用 线段 依次 
连接 起 来 , 得 到 内 接 多 边 形 。 内 接 多 边 形 的 周 长 依 赖 于 点 i; 或 多 
边 形 顶 点 P; 的 选择 方法 。 现在 我 们 设 点 4 的 数目 以 这 样 方式 
无 限 地 增加 , 使 最 长 的 子 区 间 (zj,tin) 的 长 度 同 时 趋 于 堆 . 曲线 
长 度 就 定义 为 这 些 内 接 多 边 形 周 长 的 极限 ， 条 件 是 这 样 的 极限 存 
在 并 且 不 依赖 于 多 边 形 的 特殊 选择 方法 。 当 这 个 假定 (可 求 长 假 
定 ) 满 足 的 时 候 , 我 们 就 可 以 谈 得 上 曲线 的 长 度 . 

我 们 假定 函数 xCz) 和 yQ) 在 < 委 上 上 委 8 有 连续 的 导数 x(z) 
和 7。 相应 于 用 点 六 剖 分 上 区 间 并 且 Ar = 二 ziti 一 t1， 内 接 多 
边 形 有 顶点 P; = 二 《x(#;)，X(4)); 根据 毕 达 凤 拉 斯 定理 (参看 下 
页 图 4.21), 这 个 多 边 形 全 长 的 表达 式 为 


一 1 
Ss 一 > PPin 
i=0 


~ SV CT + an) — oT, 
用 微分 中 值 定理 得 
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< 


& t 
外 下 ti fit tn-l in 


4.21 曲线 求 长 
x(1i41) 一 x( Li) 一 起 二 Ap 
y(t;41) 一 y(1;) 一 ”> yi) As, 
其 中 六 和 7; 是 区 间 4 三 1 过 iin 内 的 中 间 值 ， 因 此 ,得 到 多 边 形 
的 长 度 为 
dn 一 DJV CS,) + (ni) As, 


其 中 我 们 用 了 差 Asi 是 正 的 这 一 事实 。 如 果 剖 分 点 z 的 数 月 x 无 
限 地 增加 ,同时 最 大 的 值 Ai; 趋 于 零 , 那 末 和 5, 趋 于 积分 
z r=) ye 
这 个 事实 是 第 二 章 积 分 存在 定理 的 一 个 直接 的 推论 3. 
这 就 证 明了 对 于 连续 的 x*, 》 曲线 确实 有 一 个 长 度 , 并 且 这 个 
长 度 由 表达 式 
L -| Vi + dt (8) 


Le 


1) 因为 中 间 点 二 和 ”i 不 一 定 重合 ,我 们 用 更 一 般 的 近似 和 ,在 第 207 页 上 已 表明 
它 收敛 于 积分 ， 
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解析 地 给 出 ， 如 果 人 允许 和 5 在 孤立 点 上 不 连续 , 表达 式 同 样 成 
Y ,在 孤立 点 上 有 曲线 也 许 没 有 唯一 的 切线 ;这 个 积分 当然 必须 看 成 
为 广义 积分 〈 兄 第 三 章 第 321 页 )。 对 于 更 一 般 的 "可 求 长 的 ” 曲 
线 ,我 们 的 积分 是 有 意义 的 ， 但 在 这 一 卷 我 们 将 不 讨论 

长 度 的 另 一 个 定义 

我 们 再 作 一 个 有 趣 的 观察 : 任何 内 按 多 边 形 * 的 周 长 $S 决 不 
超过 曲线 的 长 度 L.( 特 别 地 ,曲线 端点 的 距离 不 能 超过 工 ; 因为 连 
接 端点 的 直线 是 连接 这 两 点 的 最 短 的 曲线 .事实 上 ,我 们 可 以 作 一 
个 内 接 多 边 形 的 特殊 序列 ， 从 周 长 为 5 的 多 边 形 7 开始， 然后 未 
次 增加 顶点 而 得 到 一 序列 的 多 边 形 ， 工 是 这 个 周 长 的 序列 的 极 
限 ， 在 内 接 多 边 形 两 个 相 邻 的 顶点 中 间 插 入 一 个 另外 的 顶点 不 会 
导致 周 长 减 小 , 因为 三 角形 的 一 个 边 不 会 超过 其 他 两 边 的 和 。 因 
此 , 工 是 由 3 开始 的 非 减 的 周 长 序 列 的 极限 。 因 之 ,8 过 工 。 所 
以 ， 如 果 不 把 工 定 义 为 相应 于 越 来 越 细 的 : 区 间 剖 分 的 内 接 多 边 
形 序列 的 周 长 的 极限 ， 我 们 也 可 以 把 工 定 义 为 所 有 的 内 接 多 边 形 
局 长 的 最 小 上 界 . 有 趣 的 是 ， 个 需 妆 在 天 二 上 但 助 于 任何 永 级 且 
的 过 程 也 可 以 定义 曲线 的 长 度 ， 

在 参数 变换 下 长 度 的 不 变性 

根据 定义 ， 显然 曲 线 C 的 长 度 工 不 能 依赖 于 我 们 用 于 C 的 特 
珠 的 参数 表示 。 因 此 , 如 果 我 们 引入 一 个 新 的 参数 一 Xx(z)， 其 


中 对 > 0， 那 么 ,不 论 * 作为 参数 还 是 + 作为 参数 , 工 的 积分 公 


式 必定 给 出 相同 的 值 。 这 一 点 可 以 根据 微分 的 锁链 法 则 和 积分 的 
痪 元 法 来 证 明 。 事 实 上 
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因 之 ,如 果 X(w) 一 a，X(8) 二 5, 我们 有 
-Vers -hy (2) ge 
-J 


所 以 基于 参数 * 的 长 度 的 表达 式 得 到 同一 个 值 。 如 果 ， 相 反 
4 < 类 似 地 我 们 有 


一 bp jr/ AN /AN3 
| ye 十 ya == 一 - | (<) 十 (2) ar 
" | Nd dr 
a /AN  / yy \2 
-NG 
dT dr 


因为 Xx(#) 是 减 国 数 ,而 现在 5 二 a， 所 以 右边 仍然 是 对 于 参数 工 
的 C 的 长 度 的 正确 的 积分 、 
对 于 由 函数 二 /Ca (4 < x 之 已 给 定 的 非 参数 表示 的 曲线 ， 


我 们 可 用 * 作为 参数 1, 那么 2 = 二 1, 3 一 竺 . 曲线 的 长 度 由 


7 dy Y yy 
L [Vir (2)a (9) 
给 出 ， 
下 
“作为 一 个 例子 ,我 们 求 抛物 线 y 一 二? 对 应 于 区 间 “<* 
夺 2 的 一 段 的 长 度 : 
上 一 | vi + x ar. 
这 里 , 作 代 换 * == sinh 1 ( 见 第 三 章 第 291 页 ) 得 到 
cosh’ 1d1i 一 = | a 十 cosh 27 )adz 


ar sinh 


ar sinhs 


> 十 sink 1 cosh DD) 


sinh a 
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了 (arsinhb 十 pwVT 十 下 一 arsina 一 wa 十 到 


在 极 坐 标 中 ， 由 方程 > = r(9)(a 三 0 志 6) 给 定 的 曲线 ， 我 
们 有 表示 式 + 二 +《09}cos6，y 二 (90)sin90， 取 9 为 参数 ,我 们 有 
tco50—rsin0, y=7sin0t+ rcos0O, 二 站 = 二 十 说 ， 


于 是 对 于 在 极 坐 标 中 曲线 的 长 度 束 得 到 表达 式 


Bs 2 
一 | "+ (全 je (10) 


例如 ， 对 于 以 原点 为 中 心 ， 半 径 为 4 的 贺 ， 我 们 有 方程 + 二 策 
数 一 和 ,0 委 8 和 ?zx; 从 而 给 出 圆 的 全 长 是 


L = | ld0 = 2xa., 
长 度 的 可 加 性 


设 C 为 由 x 一 x( 站 ，y 一 ynD，o 雪 :去 给 定 的 曲线 , 其 
中 和 少 连续 ， 设 7 是 和 8 之 间 的 任意 一 个 值 ， 由 积分 的 一 般 


公式 ,我 们 有 | 
和-—— 7 /一 一 一 - 6 /一 一 一 
| V+ dt -| V+ dt + | V+ Yd. 
ol 人 


右边 的 两 个 积分 分 别 表示 以 对 应 于 : 二 7 的 点 分 割 C 所 成 的 两 部 
分 的 长 度 。 因 此 ,曲线 的 全 长 等 于 它 的 部 分 长 度 的 和 . 

和 少 是 连续 的 并 非 必要 当 x* 和 有 有 限 个 号 跃 不 连续 所 
时 ,积分 同样 是 存在 的 ,在 曲线 有 和 角 点 时 就 会 出 现 这 样 的 情况 ， 曲 
线 的 全 长 是 各 角 点 之 闻 的 光滑 部 分 长 度 的 和 。， 只 楼 曲线 长 度 的 表 
示 式 作为 广义 积分 是 有 意义 的 ， 那 么 x* 和 的 更 强 的 何 性 也 是 允 
证 的 . 


8 弧 长 作为 参数 


我 们 已 经 看 到 ， 同 一 条 曲线 允许 有 很 多 不 同 的 参数 表示 x 一 
x( 力 ，y 一 y(D。 7 的 任何 单调 函数 都 可 代替 : 作为 参数 ， 然 而 ， 
为 了 多 种 目的 ,用 某 种 方法 几何 地 选取 “标准 参数 ”, 把 曲线 C 与 之 
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联系 是 有 益 的 。 如 果 要 在 大 范围 描述 曲线 , 那么 横 坐 标 * 或 极 角 
6 都 不 适合 于 这 种 目的 ; 而 且 它 们 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 沿 曲线 
测量 长 度 的 可 能 性 为 我 们 提供 一 个 自然 的 用 几何 定义 的 参数 ， 邵 
乓 了 与 某 一 赔 定 扣 Po 之 加 的 曲线 部 分 的 长 度 , 用 这 个 参数 能 指出 
一 条 可 求 长 的 曲线 上 的 各 个 点 已 

我 们 从 C 的 任 一 参数 表示 x 二 x(2)，y 一 y(t),， a 志 1 志 8 
出 发 。 用 后 表示 对 :的 人 微分。 我 们 用 不 定 积分 引入 “ 弧 长 ”s: 


:一 | Ve+ Fd (11) 
或 更 确切 地 ,把 * 表示 成 :的 函数 : 
=) 二 cc 十 | V i227) + y(t )ar, (11.a ) 


其 中 <c 是 常数 ,w 是 a 和 8 之 间 的 一 个 值 ,并 且 为 了 与 积分 的 上 限 
区 别 ,我 们 把 积分 变量 记 作 rr。 显然 ,对 于 参数 区 间 中 任意 的 值 4 
和 过 / : 

(1) — s(11) 一 | WV 姑 十 32dr (12) 


等 于 对 应 于 :一 二 和 7 一 zy 的 点 之 间 的 曲线 部 分 的 长 度 , 条 件 是 
自 二 1， 对 之 tt， 差 以 2) 一 心 11) 为 该 部 分 长 度 的 负 值 ， 因 
此 ， 了 解 了 任 一 不 定 积分 *， 我 们 就 能 够 计算 曲线 任何 部 分 的 长 
度 ， 

浙 长 的 正人 负 号 

如 果 常 数 c 为 赫 , 那么 我 们 可 把 s(x) 本 身 理解 为 参数 为 的 
点 Po 和 参数 为 zt 的 点 了 之 间 的 曲线 的 弧 长 (或 沿 曲线 的 距离 ”); 
这 里 , 当 以 Po 为 起 点 以 P 为 终点 的 弧 的 定向 与 + 增加 相对 应 时 ,长 
度 算是 正 的 ™， 

s 的 积分 形式 定义 与 下 式 等 价 ， 


2 2 
各/( 生 ) + (人 2). (12a ) 
dt “dt dat 


1) 注意 ,变量 : 不 是 完全 唯一 的 ; 它 依赖 于 Po 和 < 的 选择 ,也 依赖 于 由 参数 + 引进 
曲线 的 定向 . 但 是 ,任何 其 他 的 弧 长 都 可 用 表 为 (* 十 常数 ) 或 (一 :十 常数 ). 
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用 微分 (第 191 页 ) 的 符号 表示 必 一 ( - 笃 )di， 等 等 ,我 们 可 以 把 这 
个 关系 式 写成 对 “长 度 元 素 ”d 的 启发 性 的 形式 


_ NT 
洽 肝 线 膛 动 的 速率 
如 果 * 民 解 为 时 间 ， 并 且 xz y(z) 是 运动 着 的 点 在 时 刘 


如 
ER 
本 ee 小 人 


St 十 一 一 (2) 


入 议 点 治 荐 它 的 路 径 运 动 的 磺 对 于 时 间 的 交 化 率 ， 即 质点 的 
率 。 对 于 治 曲 线 匀速 运动 的 质点 , ; 是 一 个 常数 ,并 且 * 是 时 间 : 
的 线性 函数 . 
如果 满足 我 们 通常 的 假定 
十 池 尖 0， : 
我 们 有 人 0， 因 而 可 以 把 * 本 身 作为 参数 。 这 样 一 来 , 很 多 


公式 和 计算 就 简化 了 。 下 列 两 个 量 
dx dr dt . 
ds dd 
dy dd 
ds dt ds /如 这 上 二， y 
刚好 是 指向 * 增加 方向 的 切线 的 方向 余弦 ( 见 第 369 页 (7)), 关 


drY, /dyY,, \ 
(至 ) + (各) 1 (13) 
是 参数 * 作为 沿 曲 线 的 缴 长 的 特征 ， 
h. 曲率 

用 方向 变化 率 定义 


下 面 ， 我 们 讨论 一 个 关于 曲线 在 一 点 的 令 域 上 的 局 部 性 态 的 
基本 概念 , 即 曲率 的 概念 
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当 我 们 描绘 曲线 的 时 候 ， 曲 线 的 倾角 < 将 以 一 个 确定 的 相对 
于 所 经 过 的 单位 弧 长 的 改变 率 变化 . «的 变化 率 叫 做 曲线 的 曲率 . 
因此 ,曲率 curvature》 定义 为 
do 


k 一 一 一 14 
2 (14) 


参数 表达 式 | 加 
设 曲线 由 函数 x* 一 zx( 六 ?一 六 以 参数 形式 给 出 ,它们 对 * 有 
连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 ,并 且 者 十 六 头 0. 在 计算 方向 角 w 在 P 点 
的 改变 率 时 ,我 们 必须 注意 。 并 不 唯一 确定 。 但 是 , 的 三 角 函 数 
une 一 之 (或 2 时 的 zote 一 过 有 确定 的 值 。 在 构成 4 


时 ， 我 们 总 可 以 假定 ， 属 于 了 点 的 一 个 促 域 的 参数 值 全 都 在 这 习 
一 个 区 间 上 ,在 整个 这 个 区 间 上 t*。y 之 一 恒 不 为 零 ， 如 果 , 璧 如 
说 ,x 关 0， 那 么 我 们 可 以 在 整个 区 间 上 ,给 “ 指定 一 个 对 : 连续 
变化 的 什 


一 0 = atc tan -二 十 x, 
和 


其 中 是 国定 的 (可 能 是 负 的 ) 整 数 ,“arc tan” 表 示 函 数 的 主 值 , 它 
在 一 村 和 了 之 闻 ， 类 似 地 , 如 果 在 这 个 区 闻 上 》 关 0， 我 们 可 
以 对 a 取 表 示 式 ? 
a(t) = arc cot 三 Tx 一 二 一 arc tan 竺 nz, 
y 2 y 
在 任 一 情形 ,对 任何 一 种 参数 表示 ,我 们 都 通过 直接 微分 得 到 
da 2 一 2 
化 ER 四 
at 入 十 学 
由 于 还 有 ( 见 第 377 页 (12a)) 
1) 我 们 可 以 定义 a(z) 为 对 所 有 的 参数 值 连 续 的 函数 ， 办 法 是 把 整个 的 参数 区 间 
分 成 一 些 子 区 间 、 在 每 个 子 区 同上, 或 者 之 寺 0， 或 者 六 0， 在 每 个 子 区 间 


上 ,我 们 可 以 用 上 面 的 表示 式 之 一 定义 a(t). 对 于 每 个 子 区 地 ,我们 这 样 选择 
整 节 数 >， 使 得 在 两 个 相 邻 的 区 闻 的 公共 问 点 上 上 ， 册 表示 式 确定 的 & 值 相等 
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i V+ 六 
我 们 得 到 曲线 的 曲率 = 二 的 表达 式 


da _ 5 4) 一 VE 
ds (15) 
特别 地 ,选择 弧 长 s 作为 参数 1, 我 们 有 
十 六 二 1 
〈 见 第 378 页 ,(13))， 因 此 ,我 们 得 到 简化 了 的 结 琳 
k= 3 
曲 玲 的 正 估 号 和 乱 对 全 
引进 新 参数 + 一 r(z) 代替 +: 并 不 影响 切线 的 方向 , 因 之 也 不 
影响 “ 的 变化 。 类 似 地 ， 两 个 点 的 * 值 之 差 的 绝对 值 具有 和 参数 
的 选择 无 关 的 几何 意义 ,也 就 是 沿 曲线 度量 的 距离 ， 但 是 , 老 的 正 
负 号 必须 与 相应 的 参数 值 之 差 的 正 负 号 一 致 ， 因 为 我 们 定义 于 为 


# 的 增 函 数 .因此 ,曲率 |x| 一 的 绝对 值 不 依赖 于 参数 的 选 
择 , 而 < 上 的 正 负 号 依赖 于 曲线 相应 于 上 增加 的 指 网， 显然 ,和 > 0 


do 
ds 


AC 


图 4.21a 曲线 的 曲率 二 im (图 示 的 情况 为 4<0) 


Pa 
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是 指 “ 随 * 增加 而 增加 ， 即 当 我 们 沿 着 申 线 的 * 或 上 增加 的 方向 
醒 进 时 ， 切 线 沿 逆 时 针 转 动 ( 见 图 4.21a)。 在 这 种 情况 下 , 曲线 C 
的 定 同 使 得 C 的 正 便 也 是 和 的 内 侧 , 即 网 厦 弯曲 的 一 侧 . 

如 时 曲线 的 方程 为 y 一 1(x)、 那 么 使 用 * 作为 参数 , 我 们 有 


= ) 
Om 


其 中 和 y 为 ”对 变量 * 的 导数。 这里， 曲率 的 符号 是 相应 于 
x 增加 的 符号 ,显然 ,对 y” > 4,，* 是 正 的 ; 在 这 种 情况 下 , 当 * 
增加 时 ,切线 逆 时 针 转 动 ;我 们 称 函数 f(x) 是 下 凸 的 . 连接 任意 两 
个 点 的 曲线 部 分 在 连结 这 两 点 直线 的 下 方 ， 对 y 二 0, 当 * 增加 
时 ,切线 顺 时 针 转 动 , 称 函 数 是 上 上 四 的 《图 4.22)。 这 里 , 曲线 是 在 
连结 它 的 两 个 点 的 弦 的 上 方 .曲率 的 值 为 零 的 中 间 的 情况 (一 般 地 
说 ) 相 应 于 拐点 ,在 拐点 上 ，y” 一 0 ( 见 第 251 页 )， 


J 


图 4.22 下 号 聊 数 的 图 形 ( 左 ) 和 上 凸 函数 的 图 形 ( 右 )》 


例 
对 于 由 方程 x 一 4acos1，y 一 asinl 给 定 的 ,半径 为 和 的 贺 的 


曲率 ,从 一 般 公式 (157 ,我 们 得 到 常数 值 二 。 因此 ， 以 反 时 针 的 


指向 描绘 的 圆 的 曲率 是 半径 的 倒数 。 这 个 结 采 使 我 们 确信 ， 我们 
曲率 的 定义 确实 是 恰当 的 定义 ; 因为 , 在 贺 的 情况 下 ,我 们 很 自然 
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地 把 半径 的 创 数 看 成 它 弯 则 程度 的 一 种 测量 . 

第 二 个 例子 是 函数 y 一 妇 定义 的 曲线 ， 曲 率 为 

Ox 

在 * 一 0 时 ,由 于 上 一 0;, 所 以 函数 y 一 妇 是 上 凸 的 ,并 且 切 线 顺 
时 针 转 动 ;而 在 x = 0 时 ,我 们 有 一 个 损 点 ;在 x > 0 时 ,函数 变 
为 下 凸 的 ， 

由 定义 容易 看 出 ， 出 率 伍 等 于 零 的 函数 是 一 条 直线 ,而 且 只 有 
直线 ,曲率 才 恒 等 于 零 . 

曲率 圆 和 曲率 中 心 


我 们 引进 p ~ 二。 量 lo| 一 一 于 叫做 在 所 讨论 的 点 的 划 
率 半径 (在 拐点 上 ,« 一 0, 曲 率 半 径 为 无 穷 大 )， 圆 上 任意 一 点 的 
曲率 半径 就 是 圆 的 半径 . 

对 于 曲线 C 上 任意 一 点 P=(x,y), 我 们 作 一 个 在 P 与 C 相 切 
的 圆 , 使 得 我 们 在 点 了 处 以 同样 的 指向 通过 曲线 和 圆 的 时 候 , 该 贺 
与 C 有 相同 的 曲率 .这 个 圆 岂 做 曲线 C 在 P 点 的 曲率 圆 . 它 的 中 心 


| 
(&, ) / Ll 


工 


图 4.23 ”对 应 于 曲线 C 的 点 己 的 曲率 圆 卫 和 有 曲率 中 心 〈 专 77 
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是 曲线 C 相应 于 点 P 的 曲率 中 心 (图 4.23)， 因 为 C 和 圆 有 相同 的 
曲率 半径 ,所 以 圆 的 半径 必定 是 c 的 曲率 半径 jol。 圆 的 中 心 (8， 
1) 必定 在 C 过 P 点 的 法 线 上 , 到 P 的 距离 是 jj。 因为 C 和 圆 向 
同一 侧 弯曲 ， 所 以 中 心 位 于 曲线 在 点 P 的 法 向 上 ， 在 正 侧 或 在 负 便 
根据 曲率 上 是 正 或 负 而 定 . 

如 果 上 > 0， 那 么 由 p 到 曲率 中 心 的 方向 与 正 * 轴 夹 角 为 


ca 十 可 因此 ,如 果 上 ， 7 是 曲率 中 心 的 坐标 ， Xsy 证 把 P 的 坐标 ， 
我 们 有 ( 见 第 369 页 方程 (7)) 


= 一 xz .。 os (ot 2 工 ) 一 一 sina 一 一 二 
所 2 MV 说 十 yy? 
2 一 sin(c 十 三 ) 一 一 cosw 一 一 
op 2 十 外 
因此 ,对 «>> 0， 
< ==Y 一 一 ey 7 二 yy 十 LP (17) 
WV 姑 十 多 V 妆 十 办 
如 归 纪 长 s 作为 参数 1, 我 们 得 到 简单 的 表示 式 
sx 09, >>y+ px (17a) 


对 & 二 0, 得 到 8, 7 的 同样 的 公式 ,这 种 情况 下 ,曲率 半径 是 一 p， 
而 且 从 P 到 中 心 的 方向 与 正 * 轴 的 夹 角 为 a 一 本 
曲率 圆 作为 密切 贺 


公式 (17) 用 曲线 上 点 P 的 参数 * 给 出 了 曲率 中 心 的 表示 式 ， 
当 + 取 遍 参 数 区 间 的 所 有 值 ,曲线 中 心 描 出 一 条 曲线 , 即 所 谓 给 定 
曲线 的 法 包 线 《evolute)， 因 为 我 们 必须 把 x*, 9 和 ?与 +, y 一 起 
看 成 * 的 已 知 函数 ， 所 以 前 面 的 公式 给 出 了 这 个 法 包 线 的 参数 方 
程 。 法 包 线 的 例 和 几何 性 质 的 讨论 将 在 附录 1 第 447 页 中 给 出 . 

如 果 通过 点 P 的 任意 两 条 曲线 有 相同 的 切线 ， 并 且 当 它们 有 
相同 的 定向 时 还 有 相同 的 曲率 ， 那 么 这 两 条 曲线 称 为 在 点 P 密 
切 或 二 阶 相 切 。 显然, 两 条 密切 曲线 在 点 已 有 相同 的 曲率 图 和 
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曲率 中 心 。 如 果 两 条 曲线 以 非 参 数 形式 的 方程 y = 1(x), g 一 
g(x) 给 出 ,那么 很 容易 表达 它们 有 切 点 P, 并 且 在 点 P 有 相同 的 切 
线 和 上 曲率 的 条 件 ， 如 果 z 为 切 点 了 的 横 坐 标 ， 那么 我 们 有 f(x) 一 
g(x),， f(x) 一 8 (x); 曲率 相等 表示 为 
f° (%) _ g (x*) 
[1 + Fx) [1 g(x) 1 

因此 了 (x) 一 g (x)、 这 样 ,具有 相等 曲率 的 切 点 的 条 件 是 在 这 点 
上 f 和 & 的 值 及 其 一 阶 , 二 阶 导 数 的 值 都 相等 . 

考虑 曲线 C: y 二 f(x) 和 它 在 点 了 的 曲率 圆 T, 贺 T 在 P 点 
的 一 个 邻 域 内 裘 示 为 y 二 g(x)、。 因为 圆 T 与 它 朋 己 的 曲 来 贺 重 
合 , 所 以 我 们 者 到 c 和 了 有 相同 的 曲率 网 , 因 之 , 在 了 点 C 和 本 密 
切 . 所 以 在 切 点 上 有 jx) 二 g(x), f(x) 一 g(x),f (x) 一 8 (x). 
我 们 说 这 个 圆 在 切 点 了 对 于 曲线 是 最 佳 拟 合 的 贸 ， 因 为 任何 其 他 
在 切 点 与 曲线 相交 的 圆 都 不 和 C 在 该 点 二 阶 相 切 ”。 曲率 圆 就 是 
密切 圆 (参看 第 五 章 第 485 页 ). 

附带 说 一 说 , 犹如 曲线 C 的 切线 是 过 C 上 两 相 令 点 P 和 Pi 的 
直线 当 P11 一 了 时 的 极限 一 样 , 我 们 能 够 证 明 , 在 P 点 的 曲率 图 是 
通过 三 点 P, Ph, PP 的 贺 当 Pi >P 和 P, ->P 时 的 极限 ， 证 明 留 
给 读者 ( 见 第 461 页 问题 4) 


i. 坐标 轴 变 换 ， 不 变量 


几何 或 物理 状况 所 固有 的 一 些 性 质 不 依赖 用 以 表述 它们 的 特 
殊 的 坐标 系 或 参考 标 架 ”"， 像 距离 、 长 度 或 角度 这 些 性 质 是 固有 
的 , 这 一 点 必须 友 上 酉 在 一 些 关 系 式 中 , 这 些 关 系 式 表明 , 当 我 们 由 
一 个 坐标 系 过 渡 到 另 一 个 坐标 系 时 ， 有 关 的 各 个 公式 保持 不 变 或 
者 说 是 不 变量 (invariance)， 关 于 这 个 问题 的 几 个 简单 的 说 明 在 这 
一 节 叙 述 是 合适 的 . 

我 们 使 用 普遍 方程 把 一 个 坐标 系 中 点 P 了 的 坐标 x,y 和 任何 另 
一 坐标 系 中 同一 点 乙 的 坐标 上 7 联系 起 来 。 第 二 组 坐标 对 于 第 一 
组 坐标 的 相对 位 置 可 以 用 第 二 坐标 系 的 原点 在 第 一 坐标 系 的 坐标 
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a，b 和正 轴 与 正 * 轴 的 夹 角 7 来 表示 .同一 个 点 在 两 个 坐标 系 
中 的 坐标 (x，y) 和 (5, |) 是 通过 变换 
yx 一 点 cOs7Y — nsin7 -+ 4a， C18) 
y= ésin7 二 ncos7+b 
联系 着 的 (参见 图 4.24)， 对 于 Y 一 0， 只 包含 平行 位 移 ， 即 平移 
(translation ), 册 没有 轴 的 旋转 。 公 式 简 化 为 x 二 8 十 a，y 二 1 十 b. 


4 
和 
' 
# 
和 
和 
1 
矿 
% 


图 4.24 坐标 轴 的 变换 
由 X,Y 解 出 5， ns 我 们 有 
E=(x— 4a)cosr 十 (y 一)sin7y， (18a) 
1 一 —(x 一 a ) siny 十 (y -一 b ) cos.7 . 
如 果 * 和 7y 是 确定 曲线 的 参数 上 的 划 数 ,那么 根据 这 些 公 却 我 
们 立即 得 到 5 和 作为: 的 肖 数 的 表示 式 ， 它 们 给 出 了 同一 曲线 
在 5," 坐标 系 中 的 参数 表示 .对 上 微分 (确定 两 个 坐标 系 的 相对 位 
置 的 量 a, 5, 7 不 依赖 于 1), 就 得 到 速度 分 量 ”《( 即 坐标 对 +: 的 
导数 ) 的 变换 ”， 
1) 我 们 只 限于 右手 坐标 系 , 即 坐标 系 第 二 个 轴 的 正方 向 是 由 第 一 个 轴 的 正方 向 经 
及 时 针 旋 鱼 90” 而 得 到 的 ， 
2) 在 某 些 物理 应 用 中 , # 代表 着 时 间 ,两 个 坐标 系 的 相对 位 置 也 依赖 于 时 间 . 设 是 
x, 表示 在 静止 的 坐标 系 中 一 个 质 扣 的 坐标 ,而 ,7 是 同一 个 质点 相对 二 运动 
着 的 坐标 系 的 坐标 ,例如 坐标 轴 放 在 运动 的 地 球 上 , 话 数 *(2), y(?) 措 绘 了 静止 


的 观察 者 看 到 的 质点 的 路 径 , 而 专 (2， (人) 拱 给 了 运动 着 的 观察 者 看 到 的 路 径 ， 
那么 , *，y》 和 专 ， 5 相 联 系 的 公式 必须 也 包含 从 微分 4, 5, 7 而 得 出 的 各 项 . 
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区 一 = Ecosy — 7 sin7y， 
y 二 上 sin7 十 7 cos7。 
我 们 证 实 了 
姑 十 岂 一 吕 十 庆 
因此 ,表达 式 V 立 十 六 在 所 有 的 坐标 系 中 有 相同 的 值 ， 当 然 ,把 
这 个 量 理解 为 沿 曲 线 的 长 度 对 时 间 * 的 变化 率 全 它 的 不 变性 


就 显而易见 了 读者 可 以 通过 简单 的 计算 证 明 曲率 公式 “一 
(地 一 秒 ) 妇 十 宛 )- 也 是 不 变 的 。〈 当 然 这 一 点 也 可 由 下 述 事 
实 直 接 推 出 , 即 切线 与 寺 轴 和 * 轴 的 两 夹 角 仅 相差 一 个 常数 值 >， 


因 之 < 4 不 能 改变 .) 


联系 坐 慰 *，? 与 坐标 $，? 的 方程 (18) 常常 另外 理解 为 描写 
位 移 。 在 这 种 理解 中 ,改变 了 的 是 点 P， 而 不 是 坐标 轴 ( 图 4.25). 
只 用 一 个 坐标 系 , 在 那个 坐标 系 中 化 标 为 (x*，y) 的 点 映射 到 同一 
坐标 系 中 坐标 为 (§, %) 的 点 。 曲 线 的 长 度 和 曲率 的 不 变性 现在 的 
含义 是 , 当 整 个 曲线 作 刚 体 运 动 时 这 些 量 不 改变 . 


> 


如 
(x, 7 
b 
/ 
/ 
Pe 
”NN 
4 
A/ 
和 nl +} 
A/ (&, 7) 


党 


图 4.2》 点 P 从 位 置 (x, y) 到 位 置 (, 7) 的 位 移 


“j. 狭义 相对 论 中 的 匀速 运动 
在 第 242 页 已 经 指出 ， 在 三 角 国 数 和 双 曲 图 数 之 间 有 一 些 很 
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深刻 的 类 似 点 ， 它 们 在 几何 方面 的 表现 就 是 椭圆 与 双 曲 线 的 性 质 
之 间 的 对 应 天 系 ， 当 我 们 能 够 定义 虚 变 量 的 三 角 函 数 并 且 能 够 证 
明 在 第 7.7a 节 中 的 cos(1t ) 二 cosh 1，sin(ii) 二 1 sinht 时 :两 者 的 
关系 就 变 得 清楚 了 。 作为 这 个 相似 点 的 一 种 应 用 , 我 们 芳 虑 一 个 
平面 的 双 曲 旋转 ， 它 可 以 与 爱 因 斯 坦 (Einstein) 的 狭义 相对 论 
中 直线 的 洛 伦 兹 《Lorentz) 变换 等 同 起 来 
在 第 385 页 (18a) 式 中 ,我 们 看 到 原点 保持 固定 ， 坐标 轴 才 转 
一 个 角度 Y 的 旋转 , 可 以 用 方程 组 
一 xcosy +t ysiny, (18b) 
71=— XsinyY + ycosy 
来 描述 ， 这 把 点 了 在 第 一 个 坐标 系 的 坐标 和 它 在 第 二 个 坐标 系 的 
坐标 5, 联系 起 来 。 从 原点 到 了 的 距离 在 两 个 坐标 系 中 有 同样 的 
表示 式 : | / 
OP 一 Ve 二 六 二 MV 名 十 说 
如 果 我 们 利用 恒等式 cos y 十 sin? y 一 1， 这 也 可 由 变换 方程 直 
接 推出 ， | 
现在 我 们 污 存 系数 为 双 曲 函数 ， 而 不 是 三 角 函 数 的 类 似 的 变 
换 : 
二 = x coshoa — 1 sinh ao, 
T= — x sinho + tcoshoeo; (19) 
在 旋转 公式 《18b) 中 把 旋转 角 7Y 和 3 与 ”的 坐标 取 为 纯 脱 量 : 
Y 一 rc 7y 一 ft 1 一 红 ， 就 得 到 上 式 。 
我 们 注意 ,和 石 “为 实 值 (其 意义 就 是 在 原来 的 理解 中 旋转 角 7 
是 虚数 ), 式 (19) 定义 了 和 7 为 * 和 + 的 实 线性 函数 。 这 些 函 数 
有 下 列 特殊 的 性 质 
52 一 中 一 (xcosha 一 :sinhwoy7) 一 (一 x sinh ac 十 icosha) 
一 妈 一 纺 
这 是 恒等式 cosh wa 一 sinhu 一 1] 的 结果 .( 当 然 ,这 也 可 以 从 观察 
到 x 一 六 一 x 十 y 是 +,，y 平面 上 到 原点 距离 的 平方 而 得 到 .) 
现在 , 我 们 把 : 理解 为 时 间 , 把 * 理解 为 描述 一 维 空间 , 即 一 条 直 
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线 上 点 的 位 置 的 空间 坐标 任何 一 个 事件 都 是 发 生 在 基 一 时 刻 的 
某 一 地 点 的 . 这 两 个 信息 由 YY 给 出 ， 之 为 从 原点 上 0 到 该 氮 的 距 
离 ( 带 正 负 号 ), t 为 由 时 刻 0 开始 经 过 的 时 间 . 在 相对 论 中 , 我 们 
的 观点 是 ， 这 个 距离 和 经 过 的 时 间 的 测 得 值 依赖 于 观察 者 使 用 的 
参考 系 , 即 时 空 连续 统 的 特殊 坐标 系 ， 式 (19 ) 得 到 的 量 ,t 描述 
了 在 不 同 的 参 芳 系 中 的 同一 个 事件 ， 在 不 同 的 参 旁 系 中 距离 和 时 
” 间 区 间 的 长 度 可 以 取 不 同 的 值 ， 从 一 个 参考 系 到 另 一 个 参考 系 的 
变换 ( 即 熟 知 的 洛 伦 兹 变换 ) 中 ， 不 变 的 量 是 原点 到 事件 的 "时空 


了 距离” 

Vx?o Vr 
对 于 使 用 第 二 个 坐标 系 的 观察 者 , 量 是 由 原点 5 二 0 度量 的 空 
间距 离 。 原 点 是 这 样 的 所: 


x cosho— 1 sinhw = 0, 
enh e， 因 此 ,第 二 个 坐标 系 的 原点 在 第 一 个 坐标 系 中 是 
_ 个 相对 于 该 举 标 系 的 原 点 以 匀速 "一 一 tanh a 运动 的 点 ， 


因此 ， 洛 伦 兹 变换 把 相互 以 恒 速 运动 的 两 个 系统 上 的 观察 者 面前 
呈现 的 距离 和 时 间 的 值 联系 了 起 来 。 这 里 ， 
sinhaw ee 


cosh eo e 十 ee 一 


必须 介 于 一 1 和 十 1 之 间 , 所 以 我 们 所 讨论 的 只 限于 两 个 系统 的 
相对 速度 在 数值 上 小 于 1 的 情况 。 这 里 ,数值 1 妆 不 个 能 被 任何 
速度 ”> 超过 的 光速 c, 它 的 单位 是 适当 选择 的 . 

对 于 一 个 常数 ws， 方程 x 一 妈 相应 于 在 第 一 个 系统 中 从 x* 一 
0 和 时 刻 “上 王 0 开始 以 速度 * 运动 的 点 。 这 同一 个 点 在 第 二 个 系 
统 中 的 速度 为 

ds _ds /dr Wu—tanhe  #*—v 
dt di/ dt 1] 一 4&tanh ca 1 — uv 

在 爱 因 斯 坦 狭 义 相 对 论 中 成 立 的 这 个 结果 与 我 们 在 古典 运动 学 中 
得 到 的 结果 不 同 , 在 古典 运动 学 中 ， 对 于 以 速度 v 运动 着 的 系统 ， 
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一 个 点 的 相对 速度 % 由 w 一 “一 ”简单 地 给 出 . 相对 论 的 公式 表 
明 , 当 ww 二 十 1 或 一 1 时 w 二 ww， 这 相应 于 由 著名 的 迈 死 尔 挝 - 
英 雷 (Michelson-Morley ) 实验 推断 的 事实 , 即 对 以 不 同 的 速度 运动 
的 观察 者 来 说 , 光 的 速度 是 不 变 的 ， 


k.。 表示 闭 曲 线 内 部 面积 的 积分 


在 第 二 章 中 ,参照 “曲线 下 的 面积 ”, 即 特殊 形状 的 长 条 的 面积 ， 
提出 了 积分 的 概念 。 这 样 限定 于 曲线 下 的 面积 是 不 十 分 令 人 满 
意 的 ,因为 我 们 实际 上 遇 到 最 多 的 是 闭 曲线 C 内 部 区 域 的 面积 ， 


它们 有 比 用 积分 | f(x)dx 表示 面积 的 条 形 更 一 般 的 形状 


基本 公式 
现在 ,假定 一 条 简单 闭 曲 线 C 用 参数 表示 给 出 ,我 们 将 推导 < 

所 围 面积 的 一 个 漂亮 的 普遍 积分 表示 式 ， 办 法 是 把 该 面积 分 成 特 
” 殊 的 条 形 面 积 。 这 个 表示 式 将 不 依赖 于 参数 表示 , 也 不 依赖 于 坐 
标 系 。 而 且 它 还 表示 根据 边界 C 的 指向 的 曲线 内 部 的 有 向 面积 ; 
就 是 说 ， 按 边界 曲线 C 的 指向 是 顺 时 针 还 是 淡 时 针 来 指定 简单 闭 
曲线 中 的 面积 是 负 号 还 是 正 号 . 

假定 有 向 简单 闭 曲 线 C 由 x 一 x(z),y 一 Jo) 给 出 ,其 中 + 
在 区 间 a 压 1 亿 8 上 变化 ，: 增加 的 指 癌 确定 为 C 的 指向 。 我 们 
假定 x 和 ?是 上 的 连续 函数 (在 :一 “和 上 一 8 时 有 同样 的 值 ) 并 
且 它 们 的 一 阶 导 数 二 和 > 是 连续 的 ,除了 当 C 有 角 点 时 可 能 有 有 
限 个 员 妖 不 连续 点 之 外 在 这 些 假定 之 下 , 我 们 将 证 明 在 C 内 的 
有 问 面积 4 的 这 一 基本 公式 


4 一 一 | yza ~ fs xydt 一 | (xy — yz)dt. (20) 
对 第 一 个 积分 使 用 分 部 积分 法 ， 利 用 周期 条 件 x(a&) = x(8)， 
y(&) 二 KB)， 我 们 可 直接 推出 公式 中 三 个 积分 表示 式 是 等 价 的 ; 


第 二 个 更 对 称 的 表示 式 刚好 是 前 两 个 的 算术 平均 值 . 
公式 〈20) 不 依赖 平面 上 坐标 系 的 位 置 。 事实 上 ,对 称 表示 式 
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4 一 | ce — yx )dt 


清楚 地 表明 4 的 值 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 如 我 们 在 第 385 页 看 
到 的 , x, y 坐标 系 到 9 坐标 系 的 变换 由 蔡 换 


XY 一 Ecosy 一 Jsiny 十 9， 
》 一 上 siny 十 Tcosy 十 2 
实现 ,其 中 a，2， 7 为 常数 ， 把 这 些 公式 对 t 微分 ,就 有 
2 = cosy — 7sin7, 
y= Esiny + jcosy, 
所 以 
xz 一 ?一 直 一 中 十 4 一 多 
因此 ,在 绕 原 点 旋转 ( 即 当 e 一 2 一 0 时 ) 之 下 xy 一 和 是 不 变量 . 
即使 < 或 二 不 为 零 , 4 的 积分 值 也 不 受 影 响 , 因 为 对 于 闭 曲 线 C 有 


8 B 
| (ay — bx)dzt =(ay— bx)|l = 


我 们 分 所 个 平易 的 几 吕 来 I 明基 本 公式 C20) 
首先 , 设 C 是 一 个 有 起 点 Po 和 终点 P 的 简单 的 有 向 弧 , 设 
x = Xft), y= y(t) 是 C 的 任 一 参数 表示 ，Po，P 分 别 对 应 于 
1 一 1 t1《 这 里 可 能 大 于 44, 也 可 能 小 于 4)。 那 么 积分 
4 一 一 | y 4 dat 
to dt : 
仅 依赖 于 C, 而 不 依赖 特殊 的 参数 表示 。 这 是 换 元 法 的 显然 推论 ; 
如 果 我 们 用 单调 函数 fr 一 X(z) 个 新闻 天 数 rt， 其 中 zo 二 X《h)， 
rt1 一 X(t1)， 那 么 相应 的 积分 是 
dT 


ri $1 
-| yd ar = —) ya dr a = — | y A. dt = A, 
ro dT to dr dt to at 


1) 我 们 假定 不 仅 x(:)，y(#) 是 连续 函数 ,而 且 T(1)》 也 是 连续 函数 ,并且 它们 的 
导数 是 连续 的 ,除了 可 能 有 的 有 限 个 趾 蜂 不 连续 挟 之 外 . 
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也 以 有 理由 在 积分 4 的 表达 式 中 去 掉 任 何 特殊 的 参数 : 的 关 
系 矶 篇 记 为 


4 = Ac -一 _ 
这 里 ， 对 于 有 向 简单 弧 C 的 4c 按 如 下 方法 计算 ， 把 弧 联 系 于 参 
数 4 利 用 ix 一 ( 符 )a ,把 的 端点 的 参数 值 按 C 的 定向 所 决定 


的 次 序 取 为 积分 限 .3 
如 果 C“ 是 把 C 改变 定向 而 得 到 的 弧 ， 即 起 点 为 Pi, 终点 为 
po 的 弧 , 那 么 对 C' 用 同一 个 参数 表示 ,我 们 有 


4 一 一 | 二 十 | yA a = — A 
tt di to dt 
因此 ,如 改变 弧 C 的 定向 ,那么 积分 4c 的 正 负 号 也 要 改变 ， 
如 果 有 向 简 单 弧 C 分 成 每 一 个 都 与 C 有 相同 定向 的 有 向 子 弧 
C1， C2，…*， Cs， 那 么 我 们 显然 有 
Ac= Ac + Act+ + Ae,. 


因为 在 C 的 一 个 参数 表示 中 ， 璧 如 说 C 的 指向 是 : 增加 的 指 回 ， 
那么 这 个 分 解 相应 于 把 C 的 参数 区 间 如 委 委 局 剖 分 成 对 应 于 
CC ,的 子 区 间 0 和 1 和 1 人 tr。 出 
积分 的 可 加 性 就 推出 上 述 结 采 . 

当 C 由 几 段 光滑 的 弧 C1, C;;,*……* 组 成 ,它们 中 每 一 个 都 有 自 
己 的 参数 表示 , 积分 4c 的 可 加 性 使 计算 4c 的 值 更 容易 。 我 们 不 
必要 人 为 地 构造 整个 曲线 C 的 一 般 的 参数 表示 ， 而 只 要 从 每 一 个 
参数 表示 计算 46,, 然后 取 和 和， 而且 4c 可 以 以 任意 次 序 相 加 ; 我 
们 只 须 保证 所 有 的 C; 与 C 有 相同 的 定 [可 . 

闭 曲线 的 基本 曲线 积分 


希 


现在 , 我 们 能 够 对 任意 有 向 简单 闭 曲 线 C 定 义 4c， 办 法 是 把 


1) 积分 | yex 是 一 般 曲线 积分 |。Pdx + 9dy 的 一 个 例 于 ， 我 们 将 在 第 二 着 
中 讨论 它 ， 
,391， 


C 分 成 与 C 有 一 致 的 定向 的 简单 弧 Ci， .…，C。， 然后 取 4c， 的 
和 .2 如 果 整 个 闭 曲 线 C 有 参数 表示 t+ = XxX), y= y(t oi 
Bp， 其 中 C 的 定 同 为 : 增加 的 指 同 ;并且 := 二 a 和 :二 对 应 于 同 
一 个 点 ,那么 仍然 有 


bx 


A -一 | y —— dz, 
“ adt 


全 


我 们 可 用 同样 方法 对 分 解 为 有 向 简单 弧 的 非 简单 的 有 向 曲线 C 定 
义 4c, 即使 c 是 由 几 个 不 相交 的 部 分 组 成 的 也 可 以 这 样 作 ， 只 要 
C 的 每 一 个 部 分 有 确定 的 指向 . 

基本 积分 作为 面积 

现在 我 们 转向 主要 之 点 , 即 闭 曲 线 的 表达 式 4c， 就 是 在 C 内 
的 有 向 面积 这 样 一 个 直观 的 几何 量 . 


我 们 首先 考虑 以 弧 Ci: y 二 g(x),， 4 和 zx 委 2 为 上 罚 ; 以 弧 
C3: yy 二 Xx),， 4 全 x 态 5 为 下 界 ; 侧 边 为 由 x* 二 a 和 xz 一 给 
出 的 线段 C;, C4 的 区 域 G( 图 4.25(a))，、 这 里 , C; 和 Ci 允许 缩 成 
为 一 点 。 如 朱 我 们 给 C 以 逆 时 针 定 向 , 弧 C1 将 以 * 减 小 的 指 疝 描 


了 


-一 y= g(r} 


一 了 


t 
! 
| 
| 
| 
‘ 
| 
| 
| 
b 


图 4.25(a) 一 个 单元 的 面积 


1) 容易 推论 , 以 这 种 方式 得 到 的 4c 的 值 不 依赖 于 我 们 把 C 分 成 简单 弧 的 特殊 分 
法 : 首先 ,关于 简单 弧 的 4 的 可 加 性 表明 ,把 一 个 给 定 的 剖 分 用 引入 另外 的 剖 
分 点 而 加 密 并 不 改变 4c 的 结果 值 ;进一步 ,任意 两 个 判 分 可 以 用 把 两 个 都 加 密 
了 的 一 个 训 分 来 代替 ,而 不 改变 4c 的 结果 值 ， 
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给 出 来 ,而 弧 C; 则 以 * 增加 的 指向 描绘 出 来 把 4c 取 为 四 个 4e 
的 和 ,x* 为 常数 的 C; 和 C, 没 有 任何 贡献 ,因为 人 = 在 弧 Ci 
和 C3 上 ,用 x 作为 参数 ,我 们 有 : 


a pb 
Adc= dct Ac = C— | gC)as 一 f(x)}dx 


一 | scoazz 一 | Cas. 


当 G 完 全 在 * 轴 的 上 方 时 , 4c 显然 是 区 域 G 的 正面 积 ， 它 等 于 曲 
线 C1 和 Cs 下 面 的 面积 之 差 。 我们 总 可 以 保证 G 位 于 * 轴 上 方 ， 
办 法 是 用 十 CC 代替 y, C 为 一 适当 的 常数 ， 也 就 是 用 ? 方向 的 
一 个 变换 ， 象 我 们 前 面 看 到 的 ， 这 样 作 并 不 改变 面积 ， 也 不 影 啊 


闭 曲 线 的 4c 一 一 | yax 的 值 ， 因此 ,如 果 曲 域 G 为 上 述 类 


型 ， 其 边界 C 与 平行 于 y 轴 的 直线 最 多 有 两 个 交点 那么 积分 
4c 表示 面积 。 取 正 号 或 负 号 是 根据 C 有 逆 时 针 定 向 或 顺 时 针 
定向 而 定 。 如 果 曲线 C 与 平行 于 * 轴 的 直线 最 多 有 两 个 交点 ， 
那么 我们 对 C 内 的 面积 就 得 到 同样 的 结果 ,只 要 把 4c 记 为 
| -oo, 并 在 上 述 讨论 中 交换 * 和 y 的 位 置 .我 们 把 这 样 的 两 种 关 
型 之 一 的 区 域 G 称 为 "单元?， 当 它们 的 边界 曲线 给 定 这 个 或 那个 
定向 时 ,我 们 就 说 它们 是 “有 向 单元 ” 

我 们 现在 考虑 有 向 边界 为 C 的 区 域 6， 它 由 边界 分 别 为 Cl 
C2s9°** ,Ca 的 若干 个 简单 单元 Cl，C2 COC， 所 组 成 ;我 们 假定 
所 有 这 些 单元 有 同样 的 定向 ,譬如 是 送 时 针 的 , 两 个 相 邻 单元 有 部 
分 公共 边界 ,把 这 个 公共 边界 分 别 考虑 为 两 个 单元 的 边界 弧 , 则 它 
们 描绘 了 不 同 的 指向 ,如 图 4.26 所 示 。 所 以 ,如 果 我 们 把 不 同 单元 
的 积分 4ci 一 一 | ，yax 相 加 ， 那 么 所 有 内 部 单元 边界 的 贡献 都 
互相 抵消 ,我 们 得 到 

-y= S 一 dx | 一 一 dx = AL, 
入] 2 | 7 | 
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”图 4.26 有 向 区 域 分 解 为 有 向 单元 
其 中 4 是 整个 区 域 G 的 有 向 面积 。 

因此 ， 我 们 证 明了 闭 曲 线 内 部 的 有 向 区 域 G 的 面积 4 的 公式 
(20), 只 要 这 个 区 域 能 分 解 成 有 限 个 简单 单元 , 例如 , 可 以 用 坐标 
轴 的 平行 线 进行 分 解 ， 

对 于 我 们 将 遇 到 的 所 有 的 区 域 ,这 个 假定 都 是 显然 满足 的 , 例 
如 多 边 形 区 域 . 

补充 说 明 

最 后 , 附带 说 明 , 即使 是 多 连通 区 域 , 如 像 环 形 域 , 只 要 它 能 
分 解 成 有 限 个 简单 单元 ,用 同样 方法 可 以 证 明 面积 公式 的 正确 性 . 
所 有 的 边界 曲线 的 指向 必须 一 致 ， 即 区 域 G 的 内 部 或 者 总 是 在 左 
边 或 者 总 是 在 右边 . / 
好 使 C 不 是 简单 曲线 ,而 允许 和 自己 相交 , 它 把 平面 分 成 两 个 
以 上 区 域 , 4 的 公式 仍然 是 有 意义 的 ， 在 这 种 情况 下 ,我们 可 以 把 
公式 看 成 为 出 发 点 ， 而 把 面积 适当 地 理解 为 以 C 为 界 的 平面 上 各 
连通 小 块 的 有 向 面积 的 加 性 组 合 。 我 们 将 在 本 章 附 录 工 中 讨论 这 
个 问题 . : 


晶 
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们 取 椭 贺 逆 时 针 定 向 ,根据 参数 表示 一 acost, y 二 bsint, 0 过 
ft 2, 我 们 有 


1 2 1 2 
A 一 | (xy 一 ?32)G2 = py | abat = xab., 


极 坐 标 中 的 面积 ， 为 使 用 极 坐标 +， 9 表示 面积 , 我 们 首先 考 
虞 以 曲线 段 + 一 KK6) 和 射线 6 一 a，9 一 为 界 的 区 域 的 面积 
4. 假定 a < 6， 并 且 6 能 够 帮 为 沿 曲 线 的 参数 ( 即 不 同 的 点 有 


不 同 的 极 角 )， 我 们 使 用 4 的 公式 


A -| (xdy 一 ydx ) 一 寺 | G3 yx ) dt, 


这 个 积分 必须 分 布 在 边界 的 曲线 部 分 和 两 条 射线 上 ， 在 射线 6 = 
c 和 0 = 8 上 ,我们 可 以 用 + 作为 参数 ， 由 * 一 rcos6，y 一 
rsing 和 和 0 :一 和 常数， 我 们 有 六 一 cos96，y 二 sin0， 因 此 xy 一 
y 二 0。 在 曲线 部 分 ,我 们 用 6 作为 参数 , 则 


一 47 os0 — rsin0, 
do 


》 一 2 sinb 十 ”cos 
dO 


因此 xy 一 这 一 和 所 以 
4 一 | 4 一 | PCe)ao. (21) 


对 于 简单 闭 曲 线 C， 假 定 C 包含 原点 在 它 的 内 部 并 且 C 与 原点 发 
出 的 每 一 条 射线 恰 交 于 一 点 ;我 们 可 以 把 6 作为 参数 , 其 中 0<8 去 
2x， 那 么 被 包围 的 面积 是 


2 
A= 上 上 | 1240. G22) 
2 J0 


极 举 标 面积 公式 《21 ) 也 可 直接 由 积分 的 定义 推导 为 此 目 
的 , 我 们 把 区 域 用 从 原点 引出 的 射线 分 成 扇形 (图 4.27). 每 一 个 
扇形 由 不 等 式 
0,.1<0<0, 0<r< (0) 
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4.27 极 举 标 中 的 面积 


描述 , 显然 , 扇形 面积 介 于 内 接 圆 扇形 和 外 接 圆 扇形 面积 之 间 ; 因 

此 区 域 的 一 个 扇形 的 面积 等 于 一 X90 一 9:-!), 其 中 7 介 于 /6) 

在 区 间 6,-1 达 9 < 二 0, 上 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 。 当 我 们 把 剖 分 

加 密 时 ， 我 们 的 区 域 的 肩 形 面积 之 和 显然 收敛 于 积分 二 | ?46. 
双 纽 线 的 面积 


作为 方程 (21) 的 例子 ,我 们 郑 虑 由 双 纽 线 的 一 个 回路 包 国 的 
面积 。 双 纽 线 的 方程 (参见 第 109 页 ) 是 二 2alcos20;0 由 一 元 


变 到 了 就 得 到 一 个 回路 ， 因 此 ,对 于 该 面积 ,我 们 有 


4 
a* | cos 2040 一 a 


当然 : 另 一 个 回路 面积 有 祖 同 的 绝对 值 , 但 要 取 人 负 值 . 

双 昌 线 包 轩 的 而 

我 们 现在 芳 虑 以 双 曲 线 x 一 yy 二 1 为 者 的 局 形 面 积 ,在 第 249 
页 中 我 们 用 了 相当 了 乃 烦 的 方法 计算 过 它 ( 见 图 3.12)。 对 于 双 井 
线 ( 更 确切 地 说 是 对 于 它 的 右边 的 分 支 ) 我 们 有 参数 表示 * 一 
cosh !， 7》 一 sinh t， 对 于 由 双 曲 线 和 参数 值 为 0 和: 的 点 引出 的 
射线 所 包围 的 二 倍 面积 ,我 们 确 有 


t 
24 = | (xy — yt)dr = | (cosh2r 一 sinh? 7 )ar 
0 0 


e。 306 。 


= ari 
0 


(在 射线 上 的 积分 值 为 零 .) 


1, 质量 中 心 和 曲线 的 起 


我 们 现在 讨论 力学 中 出 现 的 一 些 概 念 ， 我 们 考虑 平面 上 ”个 
质 操 组 成 的 系统 ， 它们 有 质量 11713 177279 “* "9 fly 且 坐 标 分 别 为 
Yl19 V29 ”3 Yo 那么 ， 我 们 称 


T= DF my = miyi 十 may TT oo tT my 


v= 二 1 


为 这 质点 系 关于 * 轴 的 矩 《moment)。 表示 式 3 一 7/M 定义 了 


系统 的 总 质量 mi 十 mw: 十 -… 十 m,。 质量 中 心 的 高 恰好 是 yi 
yi，*…… ys 的 加 权 平 均值 ， 权 因子 是 mb mw2，-……，、m。《 见 第 151 
页 )。 因 此 , ”为 质量 的 平均 高 度 ， 类 似 地 , 我 们 定义 关于 ? 轴 的 
算 和 质量 中 心 的 横 坐 标 , 

我 们 现在 可 以 很 容易 地 把 这 些 矩 的 定义 推广 到 质量 均匀 分 布 
的 曲线 上 ， 因此 ， 可 以 定义 这 样 曲 线 的 质量 中 心 的 坐标 三 和 7。 
( 沿 曲线 密度 为 常数 (譬如 说 4) 的 假定 不 是 必要 的 , 任何 连续 的 分 
布 都 可 以 一 样 好 地 讨论 . ) 

我 们 使 用 力学 上 典型 的 过 程 ， 从 质点 为 有 限 个 = 的 一 个 系统 
着 手 , 然 后 令 当 ”~> co 时 取 极 限 。 为 此 ,我们 引入 弧 长 :作为 曲 
线 上 的 参数 ， 并 且 用 《xw 一 1) 个 分 点 把 曲线 分 成 长 为 Ar, Asrz， 
.…, Ass 的 弧 。 我 们 把 每 一 弧 Ar 的 质量 wAr: 假想 地 集中 在 弧 
上 一 任意 点 , 璧 如 说 在 纵 坐 标 为 y; 的 那 一 点 ， 

根据 定义 ,这 个 质点 系 关 于 * 轴 的 矩 为 


7 = 2 YiAs. 
如 果 量 As; 之 中 最 大 的 趋 于 零 , 那 么 这 个 和 就 趋 于 由 积分 


T 一 一 -| yds 二 -二 1 1" yl 十 y dz (23 ) 
0 


”0 
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给 出 的 极限 ,因此 ,我 们 很 自然 地 把 (23) 作 为 出 线 关于 x* 轴 的 矩 的 
定义 ， 项 为 针线 的 全 部 质量 等 于 它 的 长 度 乘 以 ws 


上 | ds 一 一 wl si -一 70 )， 


所 以 我 们 立即 得 到 下 面 隐 曲线 硕 量 中 心 的 坐标 公 去 : 
| zxa | yds 


E 一 一 一 一 一 ，》 人 一- 
41 $0 Y1 一 20 


(24) 


这 些 关 系 式 实际 上 是 曲线 的 矩 和 质量 中 心 的 定义 ; 但 是 它们 
是 有 限 个 质点 的 比较 简单 情况 的 直接 推广 ， 从 而 我 们 很 自然 地 其 
情况 正 是 这 样 一 在 力学 上 ， 任 何 涉及 质点 系 的 质量 
中 心 和 抵 的 关系 式 对 于 淮 着 曲线 有 连续 的 质量 分 布 的 情况 也 是 正 
确 的 ， 


m. 旋转 曲面 的 面积 和 体积 


“和 


”如 果 我 们 把 曲线 y 一 f(x)， 其 中 f(x) > 0, 绕 * 轴 旋 转 , 屠 
么 曲线 就 描绘 出 所 谓 的 旋转 曲面 ， 假 定 曲 语 的 才 坐标 在 xo 和 
x1 > x6 之 间 。 则 它 的 面积 可 由 类 似 于 前 面 的 讨论 而 得 到 ， 因为 
如 果 我 们 用 内 接 多 边 形 代替 曲线 ， 我 们 就 得 到 若干 个 细 截 锥 构成 
的 图 形 代替 曲面 。 由 直观 的 启发 , 我 们 可 以 把 旋转 曲面 的 面积 定 
义 为 当 内 接 多 边 形 最 长 边 的 长 度 趋 于 零 时 ,这 些 锥 面 面 积 的 极限 ， 


图 4.28 ”旋转 曲面 的 面积 
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由 初等 几何 我 们 知道 ， 每 一 个 截 锥 的 面积 等 于 斜 母线 的 边 长 乘 以 
平 芍 半径 的 圆规 面 的 周 长 (图 4.28)。 如 果 我 们 把 这 些 式 子 相 加 然 
后 取 极 限 , 我 们 就 得 到 面积 的 表达 式 


4 一 2 yds 一 27 | yl y “dx 一 Zn ls — s0),. (25) 
用 语言 来 表达 ， 这 个 结果 说 明 旋转 曲面 的 面积 等 于 母线 的 长 度 乘 
以 质量 中 心 走 过 的 距离 ( 古 鲁 金 (Guldin) 定律 ). 
用 同样 的 方法 ， 我 们 可 以 龙 现 ， 由 旋转 曲面 和 两 器 的 平 面 
xx 一 X 和 x 二 x 之 xo 所 包 力 的 内 部 体积 为 
上 =x | ydx. (26) 


这 个 公式 可 以 由 下 面 直观 的 局 发 而 得 到 ， 即 所 求 的 体积 是 早先 提 
到 的 由 截 锥 组 成 的 图 形体 积 的 极限 。 剩 下 的 证 明 留 给 读者 ， 


n. 惯性 算 


在 研究 物体 的 旋转 时 , 茶 些 称 为 惯性 号 风量 起 者 重要 的 作用 . 
这 里 ,我 们 简单 地 叙述 这 些 表 达 式 ， | / 

我 们 假定 质点 mw 在 和 zx 轴 有 了 距离 的 地 方 ， 以 角速度 ( 即 
在 单位 时 间 内 旋转 了 角 w) 绕 该 轴 匀 速 旋转 ， 质点 的 动能 表示 为 
质量 和 速度 平方 的 乘积 的 二 分 之 一 ,等 于 


Cy) 


类似 地 ， 加 果 我 们 有 有 质 是 为 ， M1 12 “** 9 0, 有 目 纵 坐标 为 
yi yj ys 的 2 个 质点 :那么 我 们 称 表达 式 
二 2 1 yi 
为 该 质点 系 关 于 * 轴 的 惯性 矩 ， 惯 性 矩 是 属于 质点 系 本 身 的 一 个 
量 , 与 它 的 运动 状态 无 关 . 它 的 重要 性 在 于 , 在 系统 围绕 一 个 轴 作 
保持 每 一 对 质点 的 距离 不 改变 的 刚体 转动 时 ， 动 能 等 于 关于 那个 
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铂 的 惯性 算 乘 以 角速度 平方 的 二 分 之 一 。 因 此 ,在 围绕 轴 旋 转 时 ， 
关于 该 轴 的 惯性 窍 起 了 和 质量 在 直线 运动 中 同样 的 作用 ， 

令 ?一世 xz) 为 位 于 横 坐 标 xo 和 xi 之 x; 之 间 的 一 条 任意 的 
曲线 。 沿 着 曲线 质量 以 单位 密度 均匀 分 布 ， 为 了 定义 这 条 曲线 的 
惯性 矩 ,我 们 的 作法 完全 象 前 市 一 样 ,得 到 关于 >x 轴 的 惯性 写 的 表 
达 式 为 


T. = | yds = | y? V1+ y ax, (27) 
关于 3 轴 的 惯性 算 , 我 们 相应 地 有 
T, = | Xds 一 WRA + yadx, (28) 

4.2 例 


我 们 从 许多 种 平面 曲线 中 选择 几 个 典型 的 例子 ， 来 说 朋 我 们 
讨论 过 的 概念 
a， 普通 摆 线 
”根据 方程 + 二 a(z 一 sint), y 一 a(1 一 cost) (参见 第 353 
页 (1))， 有 交 一 a(1 一 cost!),，y 一 a sint， 我 们 得 到 弧 长 为 


了 一 | va ydt = | Via 一 cost) dt. 
因为 1 一 cost 一 2sin? = 所 以 被 积 函 数 等 于 24sin 因而 ,对 
于 0 < ow < 2r， 有 


$= 2a | sn 二 dt 一 一 4acos— 
.0 2 2 10 


一 44 (1 一 cos 二 ) — 82 sin“ 二 
2 4 


特别 ,如 果 我 们 考虑 相继 的 两 个 尖 点 之 间 的 弧 长 ,那么 我 们 必须 令 
ua 一 2x， 因 为 参数 值 区 间 0 之 1 之 2x 相应 于 滚动 的 圆 的 一 次 回 
转 。 因此 我 们 得 到 弧 长 的 值 为 8a; 即 相继 两 涛 点 之 闻 的 摆 线 的 
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噬 长 等 于 姿 动 圆 直径 的 四 倍 ， 
类 似 地 ,我 们 计算 以 摆 线 的 弧 和 * 轴 为 边界 的 区 域 的 面积 : 


2 立民 
1 -| ytdt = -| (1 一 cosz )*art 
0 0 
2x 
一 0 | (1 一 2cos! 十 cos:1)dz 
J 0 
和 2 
2 
2 4 0 


”所 以 这 个 面积 是 滚动 圆 面积 的 三 倍 。 


对 于 曲率 半径 jp| rE 根据 第 380 页 (15) 式 我 们 有 


p 一 人 t+) a VI eo) cos1) =——4a 
-一 光 革 
在 点 上 一 0, 1 一 土 2x，***， 上 式 为 零 ， 这 些 乓 实际 上 是 尖 后 ，。 
在 尖 操 上 , 授 线 与 x 轴 成 直角 , 
根据 第 399 页 公式 (25), 摆 线 的 啤 绕 * 铀 旋转 徊 形成 的 回转 
曲面 的 面积 为 


so 


Ba 2 
4 一 2=| Ja 一 2 | dad(1— cost). 2asin ph 
0 0 
2x f x 
= Bax | sin3 一 -di = l6a‘x | sin’” udu 
0 2 0 


一 l6a'x | (1 一 cos wu) sinudu, 
0 


作 替 换 cosw 一 ”可 求 出 最 后 一 个 积分 的 值 ,我 们 得 到 
642zr 


4 = 16ox 一 cosu + 1 cos’ | 一 
3 /lo 3 


作为 练习 ， 读 者 可 以 自己 计算 摆 线 在 x* 轴 上 的 奈 量 中 心 的 高 
7 和 任性 类 了 .。 结 有 条 为 


4 
Em “= a Fp I、 FE 一 一 一 
1 3 2x5 15 
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b. 悬 链 线 


基 链 线 ” 是 由 方程 y 一 cosh x 定义 的 曲线 ， 总 奋 线 在 模 鸡 标 
二 a 和 x 一 5 之 间 的 长 是 


— b 
9 :一 | AVI 十 十 sinh2 x dx 一 | cosh xadx = sinh 6 — sinh ea. 


如 


悬 链 线 绕 * 轴 旋 转 而 产生 的 回转 曲面 的 面积 ， 即 所 谓 的 悬 链 
曲面 的 面积 为 


b 
4 24| 


Le 


5 
cosh’ xadx = 2x | 1 + cosh 2x dx 


a 2 
一 (2 一 4 十 二 sinh 26 一 L sinh 7a). 
2 2 
由 此 我 们 进一步 得 到 从 a 到 名 的 弧 的 质量 中 心 的 高 : 


1 1 
pO—& + — sinh 26 — — sinh 2z 


—; 一 2 
27s 2( sinh 6 — sinh a) 
最 后 ,曲率 为 
r= -coshxy 1 


(1 十 y2)3 cosh- x cosh x 


c. 桥 轩 和 双 纽 线 


这 两 个 曲线 的 弧 长 不 能 化 为 初等 函数 ， 而 是 属于 第 319 页 提 
到 的 椭圆 积分 . 
对 于 椭圆 y 一 (5/a)Va 一 x?， 我 们 有 


” _ .2 252 
:tI 2 1 | > dé&, 
a a 一半 ] 一 &: 


”1) 该 名 称 来 自 这 样 一 个 事实 悬挂 在 两 个 端点 上 的 一 个 链 就 是 这 个 曲线 的 形状 ， 
十 分 奇怪 的 是 同一 条 曲线 产生 在 很 不 同 的 物理 应 用 中 。 让 我 们 看 空间 中 的 两 
个 贺 所 限制 的 肥皂 膜 墨 。 假定 两 个 圆 在 互相 平行 的 平面 上 并 且 通过 两 圆心 的 
直线 与 这 些 平面 垂直 那么, 这 个 肥 疙 膜 的 形状 和 悬 链 线 绕 X 册 旋转 而 产生 的 
回转 曲面 的 形状 完全 一 样 
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其 中 我 们 置 二 一 5 1 一 与 一 克 用 代 换 § 一 sind， 这 个 积分 
就 可 表 为 

4 一 4 | V1—n sin:g dg, 
这 里 ， 为 得 到 椭 赚 的 半 周 长 ， 我 们 必须 令 * 通过 从 一 a 到 a 的 区 
间 ， 这 个 区 间 相应 于 区 间 : 


对 于 双 纽 线 , 它 在 极 坐 标 >，: 下 的 方程 为 六 一 24 Cos ZF, 类 
似 地 有 


. 2 
5 一 yn jdt 一 | 十 222 -sin et dt 


coOs21 
a 2 一 a 2 
pe ?| J 
如 果 在 最 后 一 个 积分 中 引 人 w 一 tgt 作为 自 变量 ,我 们 就 有 
ut du 
sin* 1 = dt 一 ， 
十 Ww ] + w’ 
因此 
Ss=aVY 2 
v ] — w’ 
在 双 纽 线 的 一 个 完全 回路 中 ,* 是 由 一 1 变 到 十 1, 因此 缴 长 等 于 
z yy +1 du 
| -1V1l— wu — yt 


这 个 特殊 的 椭 贺 积分 在 高 斯 《Gauss) 的 研究 中 起 了 很 大 的 作用 . 


43 二 维 向 量 
在 讨论 平面 曲线 与 几何 ,力学 和 物理 中 其 他 许多 论题 时 ,向 量 
概念 已 成 为 方便 的 ,几乎 不 可 缺少 的 工具 ,本 章 我 们 将 发 展 和 应 用 
二 维 向 量 的 概念 ,对 于 高 维 的 推广 放 到 第 二 卷 叙 述 ， 
直观 的 解 妓 
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很 多 数学 和 物理 的 对 象 、 在 一 个 给 定 的 尺度 下 可 用 一 个 单个 
的 数 完全 地 表示 它 ,我 们 称 它 为 标量 (scalar)， 诸如 角度 ,长 度 、 面 
积 \, 时 间 、 质 量 和 温度 都 是 标量 的 例子 . 但 是 还 有 为 外 一 些 对 象 , 不 
可 能 只 用 一 个 标量 表示 ,例如 ,三 角形 的 形状 、 空 间 中 扣 的 位 置 \ 质 
点 运动 的 方向 或 加 速度 以 及 物体 的 张力 ， 需 要 几 个 数 才 能 确定 每 
一 个 这 样 的 对 象 ， 逐 渐 地 ,数学 概念 超出 实数 连续 统 而 发 展 起 来 ， 
使 我 们 能 够 用 单个 的 记号 来 表示 这 种 对 象 .2 平面 上 的 向 量 (vector) 
可 以 用 两 个 信息 项 来 描述 : 即 长 度 和 方向 .例如 ,两 点 的 相对 位 置 、 
质 挟 的 速度 和 加 速度 与 作用 在 一 个 原 扎 上 的 力 都 属于 这 一 类 ”， 

几何 上 或 直观 地 ， 向 量 在 本 质 上 是 用 它 的 长 (或 大 小 ) 和 它 的 
方向 来 描述 的 平面 (或 空间 ) 上 的 有 向 线段 。 通常 , 向 量 用 给 定 的 
长 和 指向 给 定 的 方向 的 箭头 符号 表示 .。 除非 明确 加 以 限制 向 量 
是 自由 的 ， 也 就 是 说 在 向 量 的 定义 中 并 不 规定 有 疝 线段 起 点 的 
位 置 ， 

虽然 有 许多 物理 概念 ,例如 速度 、 加 速度 和 力 是 向 量 在 应 用 中 
的 基本 例子 ,但 是 我 们 将 用 平移 或 平行 位 移 从 几何 上 来 定义 向 量 . 

向 量 分 析 是 从 给 有 向 线段 或 平行 位 移 命名 为 ”向量 开始 的 ， 
但 是 其 决定 性 的 意义 不 是 引入 了 一 个 统一 的 名 词 , 而 是 这 些 对 象 ， 
即 向 量 ( 类似 的 , 如 复数 ) 可 借助 一 套 法 则 而 互相 结合 , 或 与 标量 
”互相 结合 ,这 套 法 则 称 为 向 量 代数 或 向 量 分 析 , 它 们 在 各 种 应 用 中 
有 着 自然 的 解释 , 例如 , 两 个 速度 的 登 加 , 或 位 移 肥 抗 一 个 力 所 作 
的 功 。 直 观 借助 的 向 量 的 语言 可 使 许多 的 数学 和 物理 关系 表达 得 
简洁 而 清楚 . 


&， 用 平移 定义 向 量 . 记号 
平面 上 最 简单 的 变换 是 平移 ， 即 平行 位 移 ， 平 移 是 把 任意 一 


1) 当然 ,复数 a 十 b: 二 z 是 表示 实数 对 4, 2 的 这 样 的 符号 ,有 时 用 复数 而 不 用 向 
重 的 确 方 便 些 . 
2) 有 时 向 量 也 是 不 够 的 ,譬如 短 述 张力 到 空间 曲率 就 针 使 用 更 一 般 的 称 为 张 晤 的 
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sh wy Rm 


瓜 P 一 (xy， 7) 变 到 或 者 映射 到 点 P 二 (x’,y ), P' 的 坐标 是 
二 + 十 4，y 一 y 十 2b， 

其 中 a 和 2 为 常数 ， 平 移 由 常数 * 和 2 完全 决定 。 我 们 把 < 和 2 

称 为 平移 的 分 量 ，(component) 。 我们 将 用 “向 量 ” 一 词 作为 平移 

的 为 一 个 名 称 。 使 用 黑体 字 表 示 向 量 或 平 称 。 我 们 把 分 量 为 4， 

b 的 癌 量 记 为 RR 一 (a,5) (图 4.29). 


图 4.29 对 应 于 向 量 R = PP' 二 00' = (2, 1) 
的 平 科 x = 十 2,y 二 y+ 二 1 


向 量 RR 的 分 量 由 一 对 相应 的 点 P 一 (z, y) 和 P 一 (x’,y) 
决定 ,因为 


ZI 一 YY 一 X， b=—=y —y, 
显然 ， 对 于 任意 点 P 和 Pr 总 能 找到 使 P 变 到 P' 的 平移 R， 我 
们 把 它 表示 为 向 量 R 一 PP。 因此 ， 任 意 有 序 点 对 P 一 (x, y)， 
P= (x, y)， 即 任意 有 向 线段 决定 向 量 及 一 PP' 一 (x 一 x， 
y 一 y)。 我 们 看 到 ， 第 二 对 点 0 一 (5 7)， 90 一 (本 ) 当 
5 一 上 一 xz 一 zx， 站 一 有 一》 一 》 时 定义 了 同一 个 向 量 ; 因此 ， 
同样 的 平移 R 使 P 变 到 书 ，9 变 到 0'。 向 量 R 由 两 个 数 ( 即 分 
量 ) 决 定 ,就 像 平 面 上 的 点 由 两 个 坐标 决定 一 样 。 基 本 区 别 是 在 几 
何 上 用 一 个 点 对 表示 向 量 ,在 表示 式 R 一 PP' 中 ,我 们 把 P 称 为 起 
点 ， 把 P 称 为 终点 。 对 于 给 定 的 R， 两 点 之 一 , 警 如 说 起 点 了 一 
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(x，y) 可 以 任意 选 定 ;而 后 终点 P= 二 (x’ ,yy ) 就 由 关系 x 二 + 十 a， 
》 》 一 十 4 唯一 地 确定 ， 汉 起 点 和 终点 交 换 位 置 就 但 到 | 肥 同 量 
PP = (—a, 一 万)， 

如 果 把 起 点 选 在 原点 O 一 (0, 0), 那么 我 们 可 以 取 R 一 09 
而 把 向 量 RR 与 每 一 个 点 0 二 (x,y) 唯一 地 联系 起 来 。 有 固定 的 起 
点 0 的 向 量 称 为 8 的 位 置 向 量 ，8 的 位 置 向 量 的 分 量 就 是 8 的 坐 
标 x，y， 

分 量 为 4 一 0,5 一 0 的 向 量 R 叫做 零 向 量 , 记 为 O， 它 要 
当 于 一 个 把 每 一 个 点 保持 固定 的 平移 ; 、 

O 一 (0,0) 一 PP. 

两 操 一 (>， y)， P 一 Kx， 7 的 距离 > 只 依赖 于 同 量 

R 一 (a, 5) — PP’, 因为 
r= V(x mx)+ (yy —y) _ AT + 

我 们 把 7 称 为 向 量 及 的 长 ,并 且 记 为 > 一 |RI, 除非 R= 0, RR 
的 长 总 是 一 个 正 数 ( 见 图 4.30). 


中 


~ 


tC ~- -- 


图 4.30 向量 R = PP 的 分 量 4， bp 和 长 ? 
我 们 把 向 量 R 一 (a, 5) 与 数 或 标量 4 的 乘积 定义 为 向 量 
R* — 1iR = (1a, 15). : 

如 4 二 一 1， 我 们 有 和 和 R 相反 的 向 量 R* 一 (a 一 5)( 图 4.31). 

如 时 R= PP 一 (a, 2 P 一 (x， y), 已 一 (Cx， y 那么 
我 们 可 以 把 R* = 4 民 表 为 Ppp” ， 其 中 P = (x", y 站 一 (sx + Xa, 
y 十 45)《 见 图 4.32)， 如 a 一 5 一 0， 我 们 当然 有 P” 一 已 一 P. 
如 a 和 纪 不 都 是 零 ， 则 点 P” 二 (x yy)= (x 十 4a, yy 十 46)， 
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和 "RY 


图 1.32 在 4 一 分 时 的 向 量 关系 R+ 一 序 ' 一 1 闵 


当 4 到 放 所 有 实数 什 时 有 这 整个 直 规 

-ro—y 4 xb ya, 
如 4 一 0, 则 P=P; 如 4 一 1, 则 P” 一 P， 因 此 疡 在 过 P 
和 天 的 直线 上 ， 如 1 >0， 那 么 点 : 疡 : 和 已 在 P 的 同一 边 ; 如 
x 二 03P”" 和 P 在 P 的 相反 的 两 边 . 
“给 定 RR 一 te,5) 和 R* 一 (ao*, 5b*)， 如 果 R* 一 1R 并 且 
和 > 0， 那 么 就 说 民 和 R* 有 相同 的 方向 ;如 7 二 0, 就 说 R 和 R* 
有 相反 的 方向 ， 如 果 R 一 0; 那么 同样 .RY 二 0. 如果 民 关 0， 
那么 R 和 RR 有 相同 方向 的 充分 必要 条 件 是 


Matb AM at 十 b*? Va+b A/ ay2 十 b*? | 
人 RR 的 方向 的 量 
J +b .IRI 7 \W aa 十 六 IR| 7 


也 做 R 的 方向 余弦 ;当然 它们 对 于 R 一 0 没有 定义 ， 因 为 如 十 
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光一 1， 所 以 我 们 总 能 找到 角 ec 和 相应 的 角 5 一 一 wa， 使 得 


5 一 cosw， 1 一 sna 一 cospA 


_ 角 总 叫 做 R 的 方向 角 ( 图 4.33). 除 去 = 的 偶数 们 之 外 方向 角 是 唯 
一 地 确定 的 . 对 于 及 二 PP, 我们 有 
x — XX 。 了 ~ 一 人 


多 SI 人 在 = 
PF r 


cosq = 


a 一 2 工 


图 4.33 向 量 翅 由 方 向 角 和 方向 余弦 5,7 


显然 , a 为 正 * 轴 与 P 到 忆 的 直线 的 夹 角 ， 更 确切 地 说 ,把 正 * 轴 
绕 原 点 旋转 角 a (如 反 时 针 转 , 算 正 的 ; 如 顺 时 针 转 , 算 负 的 ) 该 轴 
将 给 出 由 P 到 忆 的 方向 , 反 向 量 一 R 一 (一 “一 全 的 方向 余弦 为 
一 8, 一 %, 并 且 方 向 角 与 相差 < 的 奇数 倍 .如果 向 量 R 一 PP 的 
起 点 是 原点 ,那么 RR 的 方向 角 a 就 是 P 的 极 角 0， 


b. 向 量 的 加 法 和 乘法 


向 量 的 和 

我 们 已 经 用 平移 , 即 平面 上 点 的 某 些 映射 定义 了 向 量 。 存在 
一 个 完全 一 般 的 方法 ,通过 相继 地 使 用 任意 两 个 映射 ,将 它们 结合 
起 来 ， 如 果 第 一 个 映射 把 点 P 移 到 点 P', 第 二 个 映射 把 点 已 移 到 
p”, 那么 组 合 的 映射 是 把 P 移 到 P”， 在 两 个 向 量 R 一 (4, 5) 和 
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图 4.34 向 量 PP = (a, 5) 和 FP” 二 (ak, 如) 的 加 法 


R* = (a*, 5”) 的 情况 下 ， 向 量 R 把 点 P 了 二 (x，y) 映射 到 操 
PP 一 (x 十 a,y 十 6), 向 量 R* 把 P 映 射 到 点 P” 一 (x 十 a 十 a*， 
y 十 5 十 寻 )， 从 P 到 P” 产 生 的 映射 还 是 一 个 平移 ;我 们 称 它 为 
向 量 R 一 PP' 和 R* 一 PP” 的 和 , 记 为 RR 十 R* (图 4.34).? 这 个 
和 向 量 的 分 量 是 a 十 a* 和 2 十 2*。 因 此 ,两 个 向 量 的 和 定义 为 
PP' + PP” 一 Pp”, 
或 者 使 用 分 量 摘 述 , 便 是 
(ay 8) 十 (ck#，pr) 一 (zz 十 cy b+ 62*) 

如 果 R* 和 RR 有 相同 起 点 ,譬如 说 Re 一 PP…， 那 么 点 Py PP 
和 5 构成 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 这 了 的 两 个 演 表示 向 量 R 和 只 


CR 十 R*) = 14R+ iR*, (414+ aR=iR+i BR» 
这 些 法 则 使 我 们 可 以 用 点 P 了 和 P' 的 位 量 向 量 OP 和 OP 来 表 
一 一 
示 向 量 PP' (图 4.36). 
1 )“ 和 ”实际 上 是 第 54 页 定义 的 两 个 肌 射 的 符号 乘积 .在 这 里 加 号 更 自然 一 些 ， 
因为 它 相应 于 分 量 的 加 法 . 


“2) 为 了 在 方程 中 区 别 向 量 和 数 ,在 写 乘积 时 , 我 们 总 是 把 数 放 在 向 量 的 前 面 ,虽然 
可 以 定义 地 二 RA， 但 我 们 不 使 用 RA 的 记 法 . 


图 4.35 ”向量 加 法 的 交换 律 和 结合 律 


图 4.36 PP'= OP -OP 图 4.37 PO=PA+AB+BC + .… +F0 
pp = PO+ OP = OP 470= 0P— 0P 

重要 的 是 认识 到 ， 一 般 地 ， 如 果 我 们 从 点 P 出 发 经 过 点 4, 也， 
C,…,E, FF 进行 到 0, 那么 向 量 PO 就 是 向 量 P4, 48, 8C，…， 
EF, FG 之 和 (图 4.37) 

向 量 之 间 的 夹 角 

向 量 R* 二 (a*, 6*) 和 向 量 R 二 (a, 5b) 的 夹 角 9 定义 为 
它们 的 方向 和 角 之 将: 9 二 «a 一 xc. (这 里 ,假定 民 和民 ”都 不 是 零 向 
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图 4.38 向 量 R* 与 向 量 R 构成 朋 6 


量 .) 除去 可 以 相差 2x 的 整数 倍 之 外 角 6 仍 是 确定 的 (图 4.38 ). 
旋转 角 6(9 的 正 负 号 指示 了 旋转 的 方向 ) 使 R 的 方向 变 到 R* 的 
方向 ， 唯 一 确定 的 量 cos6 和 sin9 可 直接 用 RR 和 R* 的 方向 余弦 
表示 : 
cos 一 cos(o- — a)= cosasina* 十 sinasin cc 
CC + bo* 
VE Vi 
sin0 = sin(g* 一 a) 一 coswsinaos 一 sinagcosa* 
ab™” 一 a*b 
Vii 
每 一 式 子 的 分 母 则 好 是 向 量 长 的 乘积 r+。 我 们 引入 在 分 子 中 出 
现 的 式 子 作 为 两 个 向 量 的 乘积 ” 
机 个 向 量 的 内 积 和 外 各 
我 们 定义 向 量 民 一 (a,5) 和 R* 一 (a* ,6*) 的 “数量 ” 积 (又 称 
“内 ” 积 或 “点 ” 积 ) 为 
R . R = aa bob* = rr* cosO, 
定义 民 和 R* 的 “外 ” 积 〔 或 “又 " 积 ) 为 
RX R= ab rr* sinO.,d 


由 直接 证 明 可 知 ,内 积 和 外 积 满足 分 配 律 和 结合 


R CR RR RFR. Re 
Rx (R*+R*)=mRxR*+R x R**, 


1) 按 这 里 的 定义 ， 内 积 和 外 积 实 际 上 都 是 “标量 ”， 我 们 仅 对 于 内 积 保留 了 数量 积 
这 个 词 ,因为 在 三 维 空 间 中 ,与 外 积 相 类 似 的 是 向 量 ， 
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1( 及 . R”) — (1R).R*=R. (1R’), 
AR XxX RY)= RR)x R*=R x CR) 

对 于 巾 积 , 缚 法 的 交换 律 也 成 立 ， 

. 及 。 R* 二 一 R* . R: 
但 是 对 于 外 积 , 如 果 交 换 因 子 , 则 方 同 相 友 : 

Rx R*—-—R*xR. 本 

令 R 和 有 R 有 同一 个 起 点 ;有 一 pO,R* 一 PO*. 我 们 可 以 把 

R . R* 解释 为 线 眉 PO* 在 线段 PO 上 的 射影 六 cos6 和 该 线段 
长 的 乘积 ,外 积 . R x R* 不 过 是 有 向 三 角 PO0” 的 面积 的 两 倍 。 


如 果 顶 点 P08* 是 反 时 针 的 次 序 , 面积 取 正 号 , 有 反之 取 负 号 ( 
4.39). 


图 4.39 向 量 积 RXR* 一 |R||R*| sin 9 为 三 角形 
PO9* 的 面积 的 两 做 


对 任意 问 量 R = (a, b )， 


R.R=2+b= |R] 
为 向 量 长 的 平方 ， 因 此 ，R . R 是 正 值 ,除非 R 一 0， 另 一 方面 ， 
R x R 总 为 零 ， 两 个 非 零 向 量 互相 正 交 的 条 件 是 及 . R* 一 0， 
而 如 果 R x R* 一 0， 那 么 R 和 R* 是 平行 的 ( 即 方向 相同 或 相 


名 昌 过 名 沁 


使 用 向 量 记号 ， 我 们 可 以 很 容易 写 出 过 两 点 的 直线 方程 相 过 
一 给 定点 有 给 定 的 方向 的 直线 方程 。 令 P==(x,y)，Po 二 (xo, yo) 


和 Pi 一 (xi y1) 为 三 个 点 ,并且 Po 垃 PI， 如 珠 PP 和 PP 契 平 
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行 的 , 央 
FP X PP 一 0， 

那么 P 在 过 P, 和 Pi 的 直线 上 ， 如 果 R 一 0P, Ro 一 0P 和 及, = 
0P 为 三 点 的 位 置 向 量 ， 那 么 条 件 就 变 为 

(R—R) x (R, 一 Ro) 一 0 
或 

(R,— R,) xR=R: x R,. 
把 点 的 坐标 代替 位 置 向 量 ， 我 们 就 得 到 通常 形式 的 直线 方程 (图 
4.40): 


图 4.40 用 向 量 符号 表示 的 直线 


(xi 一 xo)y 一 《ya 一 yo )x > Yi170 一 YX0。 


如 果 不 是 指定 直线 上 的 两 个 点 , 我 们 也 可 以 先 定 下 一 个 点 Po 来 求 
与 向 量 $ 一 (a, 5) 平行 的 直线 ， 显 然 ,直线 方程 为 
(R 一 RD)xS 一 0 
(x — x — (yO— a= 0. 
如 S = PPi, 就 得 到 前 面 的 那个 方程 . 
原点 到 直线 的 距离 2 也 可 以 用 向 量 符号 表示 ， 显 然 ，d 乘 以 
向 量 PoP 的 长 等 于 三 角形 0PoPi 面积 的 两 倍 ， 因 此 
1- x 0) RXR 


[PP [|R， 本 R,| 


Bh 
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。 Xoy1 一 ti1Y0 
V (xi 一 xo 六 十 《和 一 yo)2 
这 里 ,如 果 点 0，P, Pi 是 反 时 针 顺 序 的 , 4 就 取 正 值 ， 


尝 标 向 量 
问 量 RR 一 4， 5) 通常 可 以 表示 为 
R = 4i+ bj, (29) 
这 里 1 和 和 】 表示 坐标 向 量 (‘coordinate vectors) 
i=(1,0),， j= (0,1). (30) 


用 这 种 方法 可 以 把 民 分 成 两 个 分 别 平行 于 x* 轴 和 7 轴 方 向 的 向 量 
ai 和 53.。R 的 分 量 a 和 2 刚好 是 这 两 个 向 量 的 (有 符号 的 ) 长 . 
在 应 用 中 , 我 们 常常 提出 把 向 量 民 表 成 为 具有 两 个 给 定 的 正 
交 方 向 ( 即 互 相 垂 直 ) 的 向 量 的 和 ， 为 此 目的 ,我 们 引入 两 个 具有 
给 定 方向 的 单位 向 量 1 和 J。 如 采 我 们 可 以 把 民 表 为 
R= Al- BJ, (31) 
这 里 4, B 是 两 个 数 , 那么 就 可 以 得 到 所 要 求 的 民 的 分 解 (图 4.40 


4.40 (a) 
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(a)). 如 果 这 样 的 肛 的 表示 式 存在 ,那么 容易 求 得 4, B 的 值 ， 因 
为 , 按 假定 向 量 1 和 J 是 长 为 1 的 正 交 单位 向 量 ,所 以 


.l=J.J=1, 1.J=0. (32) 
分 别 作出 方程 (31) 和 1, J 的 数量 积 , 就 看 到 4 和 B 的 值 必定 是 
: A=R.l1l, B=R .J (33) 


换 句 话说 , 4, B 是 表示 R 的 线段 在 给 定 方向 上 的 投影 的 长 度 . 

如 果 能 够 证 明 i 和 j 本 身 可 以 用 1 和 J 表示 ,那么 我 们 就 可 以 
由 表示 式 《29》 推出 R 可 以 表示 为 【和 J 的 线性 组 合 (31)。 现 
在 1 = (a, B)， J 一 (7， 6 ) 可 以 写成 


1I 一 ci 二 pbj，J 一 7i 十 5j. (34) 
因为 有 关系 式 (32), 量 a, 6, 7 ,6 必须 满足 所 谓 的 正 交 关 系 
十 让 一 7 十 2 一 1，awy 十 6 一 0. (35) 


如 未 我 们 把 方程 (34) 的 第 一 个 乘 以 9， 第 二 个 乘 以 8, 再 相 减 ,我 
们 有 


(a6 — Bb7 )i= 61 — BJ (36) 
类 似 地 
(cc 一 87J) 一 一 7L 十 cj (37) 
这 里 ,对 于 互相 垂直 的 单位 向 量 1 和 J 有 
(oa 一 py) 一 IXJ 一 土 1， (38) 


其 中 取 上 边 的 还 是 取 下 边 的 符号 取决 于 1 到 J 旋转 90? 的 指向 是 
逆 时 针 还 是 顺 时 针 、 在 取 定 一 个 符号 的 情况 下 ,等 式 (36) 和 (37) 
就 用 1 和 J 表示 了 i 和 ;把 (36) (37) 代 和 人 (29) 就 证 明了 任意 
向 量 R 的 表示 公式 (31) 成立. 

公式 (31) 也 可 以 解释 为 在 坐标 轴 分 别 指向 1 和 J 的 方向 的 新 
坐标 系 之 下 向 量 民 的 表示 式 ， 同时 单位 向 量 的 分 量 是 该 向 量 方 
向 角 的 方向 余弦 ， 令 1 和 J 分 别 有 方 向 角 $ 和 ww， 那 么 


C= cos 路， 一 sin 由 7Y = cosp, 6 = siny, 
这 里 ,或 出 一 中 十 四 或 由 一 出 一 一 在 第 一 种 情况 (相当 于 
坐标 向 量 1 上 的 右手 系 ), 我 们 有 7 二 一 8, 6 一 @, a6 一 87 = 二 十 1 
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使 得 
IE := (cos gp, sin $$), J=(— sinyg, cos @ ), (39) 
于 是 给 出 向 量 R 对 于 坐标 向 量 1, J 的 分 量 的 公式 (33) 具有 形式 
A=acosph + bsing, B= ~—asing + bcosg, (40) 
这 些 公式 表示 同一 个 向 量 有 在 两 个 右手 坐标 系 中 的 分 量 之 间 的 关 
系 。 这 两 个 坐标 系 中 将 一 个 坐标 系 的 轴 旋 转角 中 就 得 到 另 一 个 坐 
标 系 。 如果 我 们 假定 这 两 个 坐标 系 有 相同 的 原点 0 并 且 愉 为 任意 
一 点 了 P 的 位 置 向 量 OP, 那么 我 们 由 公式 (40) 可 得 坐标 变换 公式 ， 
这 些 公式 在 第 385 页 公式 《18) 中 已 经 给 出 , 分 量 a,b。 和 4，8 分 
别 为 P 在 两 个 坐标 系 中 的 坐标 . 


c， 变 向 量 及 其 导数 和 积分 


我 们 很 自然 地 要 考虑 这 样 一 个 向 量 R= 二 (a， 46), 它 的 分 量 a， 
6 为 变量 :的 函数 , 苹 如 说 “一 a(z)， 5 一 b(t)， 那 么 , 对 任意 一 
个 1, 我们 有 一 个 向 量 
| 及 一 RO) 一 (ce 6507) ). 
我 们 称 RG) 为 上 的 向 量 函 数 。 例 如 ,一 个 随时 间 而 运动 的 点 的 位 
置 向 量 . 

如 果 当 1 一 时，a(z) 有 极限 a*, 6(z) 有 极限 6*, 我们 就 说 
当 上 一 加 时 ，RCO 有 极限 人 一 (a*, 58*)。 在 这 种 情况 下 , RG) 
的 长 趋 于 及 的 长 ,如 R* 关 0，R(z) 的 方向 趋 于 R* 的 方向 ( 即 
R 的 方向 余弦 趋 于 R* 的 方向 余弦 )。 如 果 

lim RG) = R(zo), : 

就 是 说 ,如 果 民 的 分 量 是 : 的 连续 函数 ,那么 就 说 向 量 R(z) 连续 
地 依赖 于 :。 连 续 向 量 的 长 和 方向 《假定 R(w) 了 0) 也 随 着 : 连 
续 地 变化 . 

为 引信 向 量 的 导数 ， 我 们 对 于 参数 的 两 个 值 : 和 + 十 % 作 差 
商 

1 a(t+h)—alt) 6 十 个 一 5 

RG+D -RO [9 | 
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我们 定义 及 的 导数 为 此 差 商 在 4 -> 0 时 的 极限 ， 


R= Ro jm [RG + 4)— RO] 
dt hp->0 兢 


问 量 的 导数 由 对 其 分 量 微分 而 得 到 . 
容易 看 出 向 量 乘积 的 导数 满足 通常 的 法 则 


(RS) 一 人 一 ‘.S+R. RS+ RS, 
i Fa 


at d 
(RxS)'— RxS+RxS, 
i 


其 中 对 于 外 积 ,因子 必须 取 原 来 的 次 序 . 
尖 似 地 ,我 们 用 RQ) 的 分 量 的 积分 定义 向 量 RO) 的 积分 : 


| R(2)ad: 一 (| alrt) di, | ble) ds ). 
由 第 积分 基本 定理 推出 
， 4 | RG)as = RG). 


d. 对 平面 曲线 的 应 用 ， 方 向 ,速度 和 加 速度 

速度 向 量 

在 4.1 节 中 ,我 们 使 用 两 个 函数 x 二 $(z)，y=g(1) 表示 曲线 
C。 这 些 函数 的 定义 域 中 的 每 个 决定 了 C 上 的 一 点 P=(x, y); 
这 里 ,可 以 把 * 当成 时 间 , 而 把 P 当成 运动 着 的 点 ， P 的 位 置 在 时 
刻 z 为 x(z) 和 y(z)， 如 果 我 们 令 x 和 > 为 P 的 位 置 向 量 R = OP 
的 分 量 , 那 么 C 就 可 由 位 置 向 量 的 终点 描绘 (图 4.41)， 

R = ROG) = (rt), y0)). 
对 于 相应 于 + 和 i 十 Ai 的 C 上 的 两 点 P 和 P', 我 们 有 
PP' 一 0P — OP = R(t A) — RO) = AR 

此 回 量 表示 以 P,P' 为 端点 的 C 的 有 向 割 线 ， 这 里 , 如 果 At 是 正 
的 , 即 如 采 在 :增加 的 方向 上 C 上 点 P 在 P 的 后 面 ,那么 向 量 
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OF = R(t + 4!) 


OF = R() 


图 4.41 曲线 位 置 向 量 的 导数 


RC + Al 站 — RO) 
A 
的 方向 和 向 量 RC 二 A1) 一 RG) 一 PP’ 的 方向 一 致 ; 它 的 长 是 点 
P 和 P 的 距离 除 以 At， 当 At ->0 时 ,我 们 得 到 极限 向 量 
R = RO) = (z(2), 3(7)), 
这 里 再 次 使 用 点 来 表示 对 参数 * 的 导数 ,了 的 方向 是 割 线 PP 方 
向 的 极限 , 因此 是 在 点 P 的 切线 的 方向 。， 更 确切 地 , R 指向 C 上 
相应 于 * 增加 的 切线 的 方向 , 条 件 是 RR 关 0.. R 的 方向 余弦 与 在 
第 369 页 上 给 出 的 切线 的 方向 余弦 z 
COSG = — Sin 6 一 -了  . 
Me 十 六 VM 十 六 
是 相同 的 ，R 的 长 
| 良 | 一 各 十 这 
可 以 解释 为 岂 .， 即 沿 曲 线 的 弧 长 ;对 于 参数 : 的 变化 率 . 如 果 


t 表示 时 间 ， 我 们 就 有 IR | 为 点 沿 着 曲线 运动 的 速率 . 
在 力学 中 ， 质点 的 速度 不 仅 有 确定 的 大 小 (速率 ), 还 要 有 确定 
的 方向 。 于 是 速度 由 向 量 R(x, y) 表 出 。R 的 长 度 就 是 速率 ， 
R 的 方向 就 是 运动 的 瞬时 方向 , 即 上 增加 的 指向 的 切线 方向 ， 
加 到 
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类 似 地 ,质点 的 加 速度 定义 为 向 量 及 一 (x, y)， 零 加 速度 音 
昧 着 让 一 7 = 0; 如 杂 沿 着 整个 上 区间 民 一 0， 那么 速度 分 量 
为 常数 值 x 一 a，y 二 0; 这 时 ,位 置 向 量 本 身 的 分 量 是 * 的 线性 
函数 : x 二 at 十 c，y 二 bt 十 4d， 在 这 种 情况 下 ,质点 沿 直线 以 常 
速率 运动 . 

如 果 有 曲线 以 位 置 向 量 R = RG) = (x@2), y(2)) (a 志 1 志 8) 
描述 ， 那 么 我 们 前 面 的 所 有 属于 曲线 的 结果 很 容易 用 向 量 符号 表 
示 。 对 于 弧 长 ( 见 第 373 页 式 (8)), 我 们 有 


| IRiaz, 
而 对 二 井 线 包围 的 有 向 面积 ( 参 第 389 页 ,公式 (20)), 我 们 有 
4 一 -一 二 | RxRua : 


< 个 量 的 符号 仍然 优 术 于 直线 的 定向 最 后 ,对 于 曲率 (参见 
第 380 页 式 (15)), 我 们 有 
c= RXR 
[Rj 
加 速度 内 外线 分 量 和 法 线 分 量 
”如 果 我 们 仍然 把 理解 为 时 间 ， 那 么 这 些 公式 有 十 分 有 趣 
的 含意 。 令 7 为 向 量 及 与 向 量 良 的 夹 角 。 量 | 谍 | cosy 表示 RR 
在 良 的 方向 上 的 投影 ;我们 称 之 为 加 速度 的 切线 分 量 ， 类 似 地 ， 
| 让 | sn 7 为 民 在 法 线 上 (更 确切 地 , 在 由 良 反 时 针 旋 转 90。 而 得 
到 的 法 线 上 ) 的 投影 ;这 就 是 加 速度 的 法 线 分 量 ( 见 图 4.42)。 按 内 


积 和 外 积 的 定义 ,有 
[Rjeosr = RLR, IRisiny = 
: R| 
霓 在 ， 
R . RR 一 一 ( 良 ， R+R. RR) 一 本 艺 -CR R ) 


RxR 
IR| | 


1 dv dv 
本 3 一 一 st 
2 a 7 
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图 4.42 切线 加 速度 和 法 线 加 速度 


其 中 v 一 全 -一 | 良 | 一 V 良 . 良 是 点 的 速率 ,因此 ， 


+ ~ dy .， 
|IRjcos7 ge J (41) 
所 以 加 速度 的 切线 分 量 与 速率 对 于 时 间 的 变化 率 是 相交 的 ， 
对 于 法 线 加 速度 ,由 曲率 公式 有 
攻 ] say = | 良 ]? 一 ez， (42) 


即 法 线 加 速度 等 于 速率 的 平方 与 曲率 的 乘积 . 

对 于 沿 着 曲线 以 常 速率 运动 的 质点 ,切线 加 速度 ， 为 零 . 因 
此 ,加 速度 向 量 与 曲线 垂直 、 更 确切 地 , 它 指向 曲线 的 “内 ” 侧 ,也 就 
是 曲线 转向 的 那 一 侧 (例如 这 可 由 以 下 事实 看 出 , 即 当 上 > 0 时 ， 
也 就 是 当 切 线 反 时 针 转 时 ，siny > 0)。 所 以 在 沿 着 曲线 以 常 
速率 运动 中 ,一 个 点 经 受 着 向 曲线 内 侧 的 加 速度 ,这 个 加 速度 与 曲 
率 成 正比 ,也 与 速率 的 平方 成 正比 ， 这 个 事实 有 明显 的 意义 ,由 和 牛 
顿 定律 (后 面 就 要 讲 到 ) 可 知 要 维持 点 P 在 此 曲线 上 ， 就 需要 有 一 
个 与 加 速 臣 成 正比 的 力 。 


4.4 在 给 定 力作 用 下 质点 的 运动 


不 仅 是 几何 学 ， 而 且 力 学 的 概念 正 是 在 同样 程度 上 决定 性 
地 刺激 了 微 积 分 学 的 早期 发 展 。 力学 所 依据 的 某 些 基本 原理 最 
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初 是 牛顿 建立 起 来 的 ; 这 些 原理 的 叙述 涉及 到 导数 的 概念 ,市 它 
们 的 应 用 需要 积分 的 理论 。 这 里 , 我 们 不 详细 地 分 析 牛 顿 的 那些 
原理 ,而 是 举 一 - 些 简单 的 例子 说 明 微 积分 在 力学 中 如 何 应 用 . 


a， 和 牛顿 运动 定律 


我 们 只 限于 考虑 单个 的 质点 , 即 考虑 这 样 的 点 ,质量 普 被 想像 
为 集中 在 这 一 点 ， 我 们 进一步 假定 运动 在 x，y 平 面 上 进行 。 在 这 
平面 上 ,质点 在 时 刻 + 的 位 置 由 它 的 坐标 x 二 x)，y 一 多 2) 确 
定 ， 或 等 价 地 由 它 的 位 置 向 量 R 二 RQ) 一 (x),，Y(D) 确定 。 
一 个 量 的 上 方 加 一 点 表示 对 时 间 上 的 导数 。 那么 , 质点 的 速度 和 
加 速度 表示 为 向 量 : z 

R = (, )), R 一 (元 了)， 

在 力学 中 ， 我 们 把 点 的 运动 和 作用 在 该 点 上 的 有 确定 方向 和 大 小 
的 力 的 概念 联系 了 起 来 ， 力 同样 以 向 量 F(p, c) 描述 ， 作 用 在 同 
一 个 质点 上 的 几 个 力 F1, F;,*… 的 效果 和 一 个 单个 的 力 人 
Ci 样 ， 合力 不 过 是 个 别 的 力 的 同 量 和 F— Pt 


一 F 443 ) 
如 果 我 们 使 用 向 量 的 分 量 写 出 表达 这 个 基本 定律 的 向 量 方程 ， 我 
们 就 得 到 等 价 的 一 对 方程 > 


mi 二 ps 1157》 一 0. : 4 


店主 凡 政 因而 * 和 ? 生 为 , 外 昨 医 娄 汉 议 是 牛顿 的 第 
定律 ， 如 果 质 点 没有 受到 任何 力 的 作用 ， 它 就 沿 着 直线 以 常 速 度 
运动 . 

牛顿 的 定律 m 臣 一 FF 起 初 不 过 是 力 的 概念 的 定量 定义 。 这 
个 关系 式 的 左边 可 以 由 对 运动 的 观察 结果 来 确定 ， 然 后 由 此 关系 
得 到 力 . 
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然而 , 牛顿 定律 有 更 深刻 的 意义 , 这 是 由 于 在 很 多 情况 下 ,在 
对 相应 的 运动 没有 任何 了 了解 时 ， 我 们 可 以 根据 其 他 的 物理 考虑 确 
定 作 用 力 .这 时 ,这 个 基本 定律 就 不 再 是 力 的 定义 ,而 是 一 种 关系 ， 
一 种 我 们 能 够 期 望 由 它 确定 运动 的 关系 .使 用 牛顿 定律 的 这 个 决 
定性 的 变化 在 大 量 例子 中 , 显 起 作用 , 在 这 些 例子 中 , 物理 乞 虑 使 
我 们 可 以 把 力 或 它 的 分 量 p, o 以 明显 的 方式 表示 为 质点 的 
置 、 速 度 和 时 间 上 的 函数 . 这 时 , 这 个 运动 定律 不 是 同 义 语 的 有 反 
复 , 而 给 出 了 用 x,y,*,》 和 + 表示 m2 m3 的 两 个 方程 , 即 所 户 的 
运动 方程 ， 这 些 方程 是 微分 方程 , 即 未 知 函 数 及 其 导数 的 关系 式 。 
求解 这 些微 分 方程 也 就 是 求 出 所 有 满足 运动 方程 的 各 对 函数 
x(#)，y(2), 而 得 到 质点 在 指定 的 力作 用 下 的 全 部 可 能 的 运动 . 


b, 落体 运动 


“已 知 力 的 最 简单 的 例子 是 作用 在 接近 地 球 表面 的 质点 上 的 重 
力 . .由 直接 观察 知道 (不 考虑 空气 阻力 的 影响 ) 每 一 个 落体 都 有 一 
个 加 速度 ,这 个 加 速度 垂直 向 下 ,并且 对 所 有 的 物体 都 有 同样 的 大 
小 g。 用 每 秒 每 秒 英尺 做 为 测量 单位 ,8 的 近似 值 为 32.16.? 如 果 
我 们 选择 x, y 坐标 系 ,使 Y 轴 垂 直 向 上 ,而 x 轴 是 水 平 的 , 那么 加 
速度 R 人 y) 的 分 量 为 

二 一 0 = 一 pg 
这 时 ， 根据 咎 邮 基 本 定 和 ,表示 作用 在 质量 为 "的 质点 上 的 重力 的 
向 量 下 必定 是 / 

| FE = (0, 0) 

这 个 力 向 量 的 方向 同样 是 生 直 向 下 的 ; 它 的 大 小 ,是 接近 地 球 表面 

物体 的 重量 mg. : 
我 们 消 挤 因子 时 ,在 重力 作用 下 质点 运动 方程 为 
X=0, =— gf, 
从 这 些 方程 ， 我 们 可 以 容易 地 得 到 落体 可 能 有 的 最 一 般 运 动 


1) g 的 精确 值 (除了 万 有 引力 外 ， 这 个 值 中 还 包括 地 球 旋转 的 影响 ) 与 在 地 球 上 的 
位 置 有 关 。 
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的 描述 对于: 积分 就 有 
和 一 0 y=— gt+2, 


其 中 和 2 为 凋 数 ， 再 一 次 积分 可 得 


X= 01 十 C， y 一 一 到 8 十 bt 十 ad, 


其 中 < 和 4 是 常数 .因此 落体 的 运动 方程 的 一 般 解 依赖 四 个 不 定 
前 数 a, b,c，4。 我们 可 以 直接 地 把 单个 运动 的 这 些 常 数值 与 该 
运动 的 初始 条 件 联系 起 来 . 如 果 质 点 在 初始 时 刻 + 二 0 时 位 于 点 
(xo, yo)， 那 入 令 ! 一 0， 我 们 就 有 
c=x0 4 一 yo 

速度 R= (#, )) = 二 (4a, 一 g1 十 5) 对 于 7 一 0 ) 就 成 为 Cas， 让) 
因此 (<，2) 和 (a,5) 分 别 表示 质点 的 初始 位 置 和 初始 速度 任 
意 选 定 一 组 初始 条 件 都 唯一 地 得 到 一 个 运动 ，_ 

在 a 关 0 时 , 即 在 初始 速度 不 是 垂直 的 情况 下 ， 我 们 可 以 消去 
1， 而 得 到 质点 轨道 的 非 参 数 表示 式 ， 由 第 一 个 方程 解 出 : 来 ， 然 
后 代 人 第 二 个 方程 ,就 有 


) 一 一 各 (x 一 c+ 多 (rs 一 co) + 


内 此 该 路 线 是 抛物 线 . 当 “一 0 时 ,我 位 有 x 一 c= 季 数 ， 坚 个 
的 运动 沿 奢 一 条 铅 直 的 直线 进行 


c. 约束 在 给 定 曲线 上 的 质点 的 运动 


在 大 多 数 力学 问题 中 ， 作 用 在 质点 上 的 力 依赖 于 质 质点 的 位 轩 
和 速度 ， 通 常 ， 运动 方程 太 复杂 ,以 致使 我 们 不 能 确定 全 部 可 能 着 
的 运动 。 如 果 我 们 可 以 认为 质点 描绘 的 曲线 C 是 已 知 的 , 那么 问 
题 就 大 大 地 简化 了 , 只 须 确定 质点 沿 该 曲线 的 运动 。 在 一 大 类 力 
学 问题 中 ， 质 点 是 通过 某 种 机 械 装置 约束 在 一 给 定 的 曲线 C 土 运 
动 的 .平面 摆 是 一 个 最 简单 的 例子 . 把 质量 m 用 长 为 工 的 不 可 伸 
缩 的 线 与 点 P 连 起 来 就 是 平面 摆 ， 它 在 重力 影 5 响 下 ， 在 半径 为 
中 心 为 的 圆周 上 运动 ， 
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沿 曲线 C， 我 们 使 用 弧 长 :作为 参数 ， 这 时 ， 曲线 由 x 一 
x(s),，y 二 y(s) 给 出 。 那么 求 质点 沿 C 的 运动 相当 于 求 ;, 它 作 
为 + 的 函数 ， 下 面 给 出 质点 沿 该 曲线 的 运动 方程 . 

我 们 把 牛顿 公式 mR 二 下 的 两 边 与 一 个 向 量 专 作 内 积 : 

mR.&=F.t. 
如 果 取 二 的 长 为 1, 取 专 的 方向 为 C 的 指向 * 增加 的 切线 方向 , 即 
一 4， 那么 在 方程 F . 专 一 f 中 我 们 有 力 的 切线 分 量 ,或 作用 
在 运动 方向 上 的 力 。 按 第 420 页 等 式 (11), 加 速度 的 切线 分 量 R 


正好 是 此 一 人， 即 质点 沿 曲线 的 加 速度 ， 这 时 ,牛顿 定律 就 变 
为 公式 站 四 
. mi 一 (45) 
即 质点 的 质量 乘 以 质点 沿 它 的 路 线 的 加 速度 等 于 沿 运动 的 方向 作 


和 | 


把 这 个 方程 应 用 到 约束 在 沿 曲线 C 上 运动 的 质点 ， 我 们 候 定 

f 不 包含 任何 约束 力 .2 那么 ,对 于 力 下 一 (po, o), 由 第 421 页 (44) 
式 ,我 们 有 
z f 一 pe 十 oY (46 ) 


因为 向 量 点 有 分 量 a， 人 ( 见 第 418 页 ), 对 已 知 的 曲线 C, 切 线 


的 方向 余弦 5 和 人 可 认为 是 * 的 已 知 函 数 .如 果 力 了 = (osc) 


同样 只 依赖 于 质点 的 位 置 , 则 f 也 是 :的 已 知 函 数 ， 那 么 , 质 扣 沿 
C 的 运动 就 由 比较 简单 的 微分 方程 mi 二 作 s) 决定 了 ， 
特别 ,对 于 重力 F = (0, —mg ), 我 们 有 


f=— mg 4 (46a) 


因此 约束 在 曲线 C 上 运动 的 质点 在 重力 影 啊 下 的 运动 方程 变 为 

”1) 实际 上 约束 的 机 构 必须 给 出 一 个 力 , 这 个 力 把 质点 维持 在 C 上 (在 单 摆 的 情况 

”和 平 ,这 个 力 就 由 绳子 的 张力 给 出 )， 我 们 假定 这 个 “反作用 ” 力 与 曲线 垂直 ,因此 
没有 切线 分 量 ; 当 质点 无 摩擦 地 沿 一 条 曲线 滑动 对 就 是 这 样 ， 


+ 424. 


d’s dy | 
一 gg 47) 
dar > 人 


如 果 = 表示 曲线 的 倾角 ,我 们 就 有 -57 一 sna《〈 见 图 4.43), 运 动 
方程 变 为 
dais 


— = — gp sin da. 


dr 
对 于 约束 在 中 心 在 原点 , 工 为 半径 的 贺 周 上 绕 原点 运动 的 质点 ( 单 
*= Lsin0, y= — Lecos0, 
其 中 6 一 二 为 从 向 下 的 方向 开始 计算 的 极 角 . 这 里 ( 见 图 4.44) 


ca C= 0, 因此 


ds dy dB 。 
df ?0 ds i 


/ sina 


、\ mg 


图 4.43 在 重力 下 给 定 曲线 上 的 运动 居 4.44” 单 摆 
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“43 受到 空气 阻力 的 自由 落体 运动 


我 们 从 质点 沿 着 直线 运动 的 两 个 例子 开始 .我 们 只 演 虑 作用 
在 这 条 直线 的 方向 上 的 外 力 , 因 而 不 需要 任何 约束 机 构 ， 
自由 向 下 的 落体 的 路 线 可 用 参数 方程 x 一 常数 , 》 一 * 来 描 
述 ， 如 果 作 用 力 仅 有 重力 ,我 们 就 有 运动 方程 
mi 二 — mo, 
如 果 质 点 在 时 刻 上 一 0， 从 高 度 70 一 9， 以 初速 度 V0 落下 (向 上 


为 正 值 ), 那 么 用 积分 法 我 们 得 到 
1 


5 一 一 2 vt 
如 有 果 我 们 把 作用 在 质点 上 的 摩擦 力 ， 即 空 气 阻力 的 影响 也 学 
虑 在 内 ,那么 我 们 必 须 把 这 个 力 看 成 是 和 运动 方向 相反 的 力 ， 并 且 
对 于 这 个 力 ,我 们 必须 作出 一 定 的 物理 假设 ?。 我 们 将 给 出 不 同 的 
物理 假设 :(a) 阻力 和 速度 成 正比 ,由 一 ri 的 形式 给 定 ,其 中 7 为 
正常 数 ;(b) 阻力 和 速度 的 平方 成 正比 ,对 于 正 的 + 有 一 过 的 形 
式 , 对 于 负 的 * 有 r? 的 形式 。 按 牛顿 定律 ,我 们 有 运动 方程 
mf 一 me — 14, (a) 
mi = — mg + r+, (b) 
在 《b) 中 我 们 假定 了 物体 正在 下 洛 (一 0)。 令 一 zi， 我 们 
首先 求 函数 vz), 那么 就 有 
mj;=— mp — r+y， (a) 
mj =— met rv, (b) 
”我 们 把 上 确定 为 的 函数 而 不 按 这 些 方程 把 ” 确定 为 : 的 函 
数 ， 那么 我 们 的 做 分 方程 不可 以 改 号 为 
dt -~ (a) 


dv g(1 + kv) 


1) 这 些 假 设 的 选择 必 须 半 全 于 所 学 旧 交管 丈 的 物理 系统 ; 例如 ,阻力 定律 对 于 低 
速度 和 高 速度 (如 子弹 速度 ) 是 不 一 样 的 ， 


Rs 
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dz 1 
一 -一 ~ vv (b) 


dv gs(1 一 kv? ) 
其 中 /三 -= &《。 使 用 第 三 章 给 出 的 方法 ， 我 们 可 以 直接 积分 而 
得 到 
:一 一 一 -log(1 + kv) + 1, (a) 
gk 
1 lk 
1 2k log [4k 十 10， (b) 


从 这 些 方程 解 出 v， 我 们 有 

一 上 Cl 一 ec 一 EM 一 10) ) 

一 元 (a) 
1 1— 一 2 (一 fo) 

4 1 十 六 一 28 大 (人 一 加 ) 


t = — 


一 元 tanh [ghk(1 一 10)]. (b) 


这 些 方 程 立即 显示 出 运动 的 一 个 重要 性 质 。 速 度 并 不 是 随时 
间 无 限 增 大 ,而 是 趋 于 一 个 确定 的 依赖 于 质量 mw 和 常数 7 ( 它 又 依 
核 于 落体 的 形状 和 空气 密度 ) 的 极限 。 因 为 


lim xD 一 一 一 一 一 ZE， (a) 
fo 有 全 

Ho y= 一 = - (b) 
i R FE 地 


对 于 极限 速度 , 摩擦 阻力 与 重力 引力 刚好 平衡 ， 使 用 第 三 章 的 方 
法 把 v0) 一 ， 的 区 了 再 次 各 分， 我 们 有 (可 用 微分 法 证 实 ) 


xD 一 一 五 a 一 如) 一 i 1)+t+e, (a) 
St) = 一 i [cosh gk(# — 10)] + ce， _(b) 
其 中 < 是 积分 常数 ,wo 是 质点 在 速度 为 零 而 高度 为 c 的 时 刻 ， 如 
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果 把 任意 时 刻 着 成 初始 条 件 , 我 们 也 很 容易 把 常数 cm 与 六 时 
刻 的 速度 和 位 置 联系 起 来 ， 


4.6 最 简单 的 一 类 弹性 振动 一 一 弹簧 的 运动 


在 第 二 个 例子 中 ， 我们 考虑 一 质点 沿 x 轴 被 弹性 力 拉 向 原点 
的 运动 , 它 有 更 大 的 意义 。 我 们 假定 弹性 力 总 是 指向 原点 的 。 弹 
性 力 的 大 小 和 质点 到 原点 的 距离 成 正比 ， 换 名 话说, 我 们 假设 这 
个 力 等 于 一 Rx， 其 中 系数 为 弹性 连接 强度 的 一 个 量度 ， 因 为 假 
定 & 为 正 值 ;所 以 当 x 为 正 时 , 力 是 负 的 ; 而 x* 为 负 时 , 力 是 正 的 ， 
牛顿 定律 告诉 我 们 
Mm ma 一 Rx. (48) 
这 个 微分 方程 本 身 不 能 完全 地 决定 这 个 运动 ， 而 对 于 给 定 的 一 瞬 
司 , 辟 如 说 + = 0, 我 们 可 以 任意 指定 初始 位 置 x(0) = xo 和 初始 
速度 六 0) 一 vo; 用 物理 的 语言 就 是 : 我 们 可 使 质点 从 任意 的 位 
置 ,以 任意 的 速度 出 发 ; 而 后 运动 由 微分 方程 决定 ， 在 数学 上 ,这 
可 由 如 下 事实 表达 ， 即 微分 方程 的 一 般 解 包含 两 个 不 定 的 积分 常 
数 , 它 们 的 值 我 们 可 用 初始 条 件 得 到 。 我 们 将 马上 证 明 这 个 事实 ， 
我 们 能 够 容易 而 直接 地 表示 出 这 个 解 。 如 果 我 们 令 w= 


4， 那么 微分 方程 变 为 A 一 一 wirz， 对 自 变量 作 替 换 + 一 wr 
就 得 到 第 三 总 第 334 页 讨论 过 的 方程 一 一 * .因此 所 有 的 函数 
(一 cicosol 十 cy sin wt 
满足 微分 方程 ,这 也 可 以 由 微分 法 证 实 ( 其 中 和 cs 表示 任意 选 
择 的 常数 )， 在 第 三 章 第 335 页 ,已 经 看 到 我 们 的 微分 方程 没有 任 
何其 他 的 解 ， 因 此 每 一 个 在 弹性 力 影响 下 的 这 样 的 运动 可 由 上 式 
给 出 。 上 式 也 可 以 容易 地 表示 为 
x(i) = a sinw(t — 8) = — a sin wd coswt 十 acoscobsincort; 

只 须 令 一 asincg 一 cacoswos 一 c， 这 就 引 人 了 新 的 常数 
和 6 代替 , 和 cz. 这 种 形式 的 运动 叫做 正弦 的 或 简 谐 的 运动 。 它 
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们 是 周期 运动 ; 任何 一 个 状态 (即位 置 x(z) 和 速度 *()) 在 时 间 
T 一 所 之 后 重复 出 现 , 工 包 做 局 期 ,因为 函数 sin of 和 coswf 有 
周期 了 . 数 。 叫做 振动 的 最 大 位 移 或 振幅 数 二 一 全 叫做 振动 
的 频率 ; 它 度量 了 每 单位 时 间 振动 的 次 数 。 在 第 八 章 我 们 将 再 来 
讲 振动 理论 ， 

*4.7 ”在 给 定 曲线 上 的 运动 


a。 微分 方程 和 它 的 解 


现在 我 们 再 回 到 沿 给 定 的 曲线 ， 在 任意 预先 指定 的 力 mf(s) 
作用 之 下 运动 问题 的 一 般 形式 .我 们 将 根据 微分 方程 (第 424 页 
方程 (45)) 

?= f(s) 

来 确定 上 的 函数 s(), 其 中 久 :) 为 给 定 的 水 数 ." 这 个 关于 :的 微 
分 方程 可 用 下 面 的 办 法 完全 解 出 . 

我 们 考虑 他;) 的 任意 一 个 原 通 数 FA) 因此 F(s) 一作 5). 
把 方程 了 = 信 :) = FF(s) 两 边 乘 以 这样 我 们 可 以 把 起 边 记 为 


人 2 ， 因为 我 们 微分 就 可 以 立即 看 出 这 一 点 .如 在 F(s) 中 


把 * 看 作 : 的 函数 ,由 锁链 微分 法 则 ,右边 的 FF(s)3 为 F(s) 对 1 
的 导数 。 因 之 ,我 们 应 得 


d /1. dd 
也 【二 好) 了 F(s), 


dt 、2 
对 上 式 积分 得 到 


PF)+e, 


其 中 < 表示 一 个 待定 带 数 .现在 ,我 们 得 到 一 个 兵 包 含 函数 s(z) 和 


1) 最 初 洛 曲线 的 运动 方程 是 好 一 f(s); 但 是 我 们 总 可 以 把 je) 写成 mj(s) 的 
形式 ,从 而 得 到 这 里 所 用 的 该 方程 的 较 简 单 的 形式 . 
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它 的 一 阶 导数 的 方程 (在 后 面 ,我 们 将 把 这 个 方程 解释 为 在 运动 过 
程 中 的 能 量 守恒 )。 我 们 把 方程 写成 一 V3CFCG) 十 cj] 的 形 


式 ， 我 们 看 到 由 此 并 不 能 立即 用 积分 法 直接 求 出 上 的 函数 ;s。 但 
是 如 果 我 们 先 满足 于 求 反 函数 :(;)， 即 由 质点 到 达 确 定 的 位 置 s 
所 需 的 时 间 , 那 么 我 们 就 得 到 问题 的 解 ， 对 于 共 *)， 我 们 有 方 往 

at ] 


C—O er — EE er——— 


ds V2[FCJ 十 ec] 
因此 ;函数 xs5) 的 导数 是 已 知 的 。 我 们 有 

ds 

V2[F(s) + co] 

其 中 ci 为 另 一 个 积分 常数 ， 只 要 我 们 将 最 后 的 积分 积 出 来 ,我们 

就 解决 了 问题 ,因为 虽然 我 们 尚未 把 * 确定 为 上 的 函数 ,但 是 我 们 

已 经 反 过 来 求 出 了 时 间 * 为 位 置 * 的 函数 。 仍 然 有 两 个 积分 凋 数 
可 利用 ,这 一 事实 可 以 使 这 个 一 般 解 适合 特定 的 初始 条 件 . 

如 果 我 们 令 * 为 ,那么 前 面 的 弹性 振动 例子 可 以 说 明 这 个 一 


般 的 讨论 :这 时 1?) 二 一 oz 相应 地 FCs) 一 一 二 因此 ,我 
们 有 


二 cis 


dt 1 
2》 
ds 2c 一 ws 
而 且 
| ds 
1 := l 
/2c — (00 


3| 人 ws/V7c 作为 新 变量 ,能 够 很 容易 地 求 出 这 个 积分 : 这 样 我 
们 有 


1 005 
! = — aAfC SIn 


CO W2?- 


十 cls 


成 给 出 反 疼 数 


S》 [一 一 


sin ci 一 cl 


V 2< 
OU 
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和 者 


这 样 我 们 正好 得 出 和 前 面 一 样 的 解 公式 . 

从 这 个 例子 ， 也 可 以 看 到 积分 常数 的 意义 是 什么 以 及 如 何 去 
确定 它们 。 例 如 ,如 果 我 们 要 求 在 时 刻 :一 0, 质点 将 在 点 * 一 0， 
而 且 在 该 瞬时 有 速度 0) 一 1， 那 么 我 们 得 到 两 个 方程 


Vs 


sin ccl% 1 一 2c cos wei, 


由 此 我 们 得 到 常数 值 c, 二 0， ‘一 二 当 任 意 指定 了 初始 位 置 


1 和 初速 度 jo 《在 时 刻 1 一 0) 的 时候 , 可 以 征用 完全 一 桩 的 方法 
确定 积分 常 数 < 和 1 Cle 


b. 沿 一 曲线 下 滑 的 质点 


使 用 刚才 叙述 过 的 方法 ， 很 容易 处 理 在 重力 作用 下 质点 从 设 
有 摩擦 的 曲线 上 请 下 来 的 情况 .在 第 425 页 上 我 们 已 经 得 到 了 相 
应 于 这 种 情况 的 运动 方程 : 
一， 
ds 
其 中 点 表示 对 时 间 上 微 尚 。 方程 的 右边 是 s 的 已 知 函 数 ， 因为 旧 


线 是 已 知 的， 因此 ,我 们 把 * 和» 看 作 : 的 已 知 函数 。 

和 上 一 节 一 样 ,我 们 把 方程 两 边 乘 以 上 左边 变 为 二 ?对 的 
导数 ， 如 果 在 函数 y(s) 中 ,我 们 把 * 看 成 : 的 函数 , 那么 方程 右 
边 为 一 gy 对 : 的 导数 ， 因 此 , 求 积 分 ,我 们 有 


:4 


| 
本 一 一 8 下 5 


其 中 c 为 积分 常数 。 为 给 出 这 个 常数 的 解释 ， 我 们 假定 在 时 刻 
; 一 0, 质点 是 在 曲线 的 坐标 为 x。 和 yo 的 点 上 ,并 且 假 定 在 这 个 瞬 
时 质点 的 速度 为 0, 即 XK0) 一 0， 那么 , 令 :一 0 我 们 立即 得 到 
一 8 和 十 < 一 ， 所 以 


1 
7 = gpg(yo — y). 
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因为 地 不 能 为 负 , 所 以 我 们 看 到 质点 的 高 度 ? 不 能 超过 yo 值 , 只 
在 速度 为 0 时 , ”一 y， 质 点 越 低 ,速度 越 大 。 现 在 我 们 不 把 * 看 
成 上 的 函数 而 芳 虑 反 困 数 区 5)， 对 此 我 们 立即 有 

dat 1 
ds V2 oy) 
它 等 价 于 
Gd __. 
V 2g( yo 一 y) | 
其 中 c 为 新 的 积分 常数 .平方根 的 符号 与 $ 的 符号 一 样 ,我们 注 
意 到 如 果 质 点 沿 着 除 端点 之 外 处 处 比 yo 更 低 的 弧 运 动 , 那么 符号 
不 能 改变 。 因为 仅 当 ?一 0 亦 即 ?一 加 一 0 时 才能 改变 的 符号 。 
因此 质点 只 能 在 曲线 最 大 高 度 的 点 上 “ 折 回 ”， 代替 弧 长 ;， 曲线 
可 以 用 任意 的 9 作 参 数 ， 即 x 一 以 6)，》 一 以 6)， 引 入 6 作为 
身 变 量 , 我们 有 


一 Ci 4 0 _ 一 Cl 十 Y 2 二 40， 

V 2g yo — y) + | 2g(Y0 一 》) 
其 中 ,函数 * 一 由 (6)，》 一 四 (6) 和 一 所 0) 为 已 知 的 。 为 
确定 积分 常数 <， 我们 注意 对 于 ;一 0， 参 数 9 有 值 b。 这 就 立 
即 给 了 我 们 形 如 下 取 的 解 : 

| | (49) 


2g(yo—y) 


:at | 


图 4.45 
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我 们 看 到 这 个 方程 表示 质点 从 参数 值 名 到 参数 值 6 移动 所 经 历 的 
时 间 。 这 个 函数 (6) 的 反 函 数 6() 使 我 们 能 够 完全 地 描述 这 
个 运动 ; 因为 在 每 一 个 瞬间 :， 我 们 可 以 确定 质点 经 过 的 点 x = 
$[0C()1, y = 4LO0)]. | 


¢。 运 动 的 讨论 


从 刚才 求 得 的 方程 ,即使 积分 的 结果 没有 明显 的 表达 式 , 我 们 
仍然 可 以 用 简单 直观 的 论证 推断 运动 的 一 般 性 质 ， 我 们 假定 曲线 
是 图 4.45 所 示 由 向 下 此 的 弧 组 成 的 ; 我 们 取 从 左 到 右 为 :增加 的 
方向 。 如 果 质 点 从 对 应 于 日 = 6o, 坐标 为 zo 二 $(90)，yo 一 00) 
的 点 4 开始 落下 ,那么 速度 是 增加 的 , 因为 加 速度 ; 是 正 值 。 质 点 
由 4 运动 到 最 低 点 速度 一 直 是 增加 的 .但 是 经 过 最 低 点 之 后 ,加 束 


度 变 为 负 的 ,因为 运动 方程 的 右边 一 是 负 的 ， 所 以 速度 是 


咸 小 的 。 由 方程 了 一 28(yo 一 y)， 我 们 立即 看 到 当 质点 到 达 和 宁 
始 位 置 4 有 同样 高 度 的 点 B 时 , 速度 的 值 变 为 零 ， 因为 加 速度 仍 
然 为 负 值 ,所 以 质点 在 这 个 点 必定 反 向 运动 ,使 得 质点 再 摆 回 到 原 
始 位 置 4。 这 个 动作 将 无 休止 地 重复 进行 下 去 (读者 会 想到 这 里 
已 经 忽略 了 阻力 )、 在 这 个 振动 运动 中 ,质点 从 B 返 回 到 4 的 时 间 
显然 必定 和 从 4 到 B 的 时 间 相 同 ,因为 在 相间 的 高 度 上 ,我 们 有 相 
同 的 1s| 值 。 如 果 我 们 以 了 表示 由 和 到 8B, 再 由 8 返回 到 4 的 全 部 
路 程 所 需要 的 时 间 , 那么 运动 显然 是 周期 为 了 的 周期 福 运 动 ， 如 
果 9 和 9, 分 别 为 对 应 于 点 4 和 8 的 参数 值 ,那么 半 忆 期 就 有 


TI | Ea 
2 V2g | yo—y 1 
1 $"(0) + $0) 1 
-去 | p00) 一 以 0) | (502 
如 果 ,是 相应 于 曲线 最 低 扣 的 参数 值 , 那么 质 后 由 4 下落 到 最 低 
所 的 时 间 是 
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人 
和 丈 yo™ Jy 
dL 普通 摆 


最 简单 的 例子 是 所 谓 的 单 摆 ， 演 里 所 考虑 的 曙 线 是 有 固定 
径 工 的 圆 : 


i = Lsin6, y= — Leos0, 


其 中 角 6 从 衣 止 的 位 置 以 正 指向 度量 由 一 过 芭 (50 上 
用 余弦 的 加 法 定理 我 们 马上 得 到 


r- E | : 

NV 2 了 四 
其 中 4 (0 一 6 一 <) 表示 间 提 泊 动 的 扩印 夺 点 从 时 刘 ， 1 一 0， 
速度 为 零 开 始 下 落 的 角 的 位 置 ， “由 代 换 


二 2 2) a 人 | 
sn(2) (2 
单 摆 报 动 的 周期 的 公式 变 为 i 


| /EP a 
;T=2 ee. 
| Ge ( in ) 


因此 我 们 用 禄 融 积 分 ( 见 第 319 页 ) 表 示 了 单 摆 振动 的 周期 
i 如 果 我 们 假定 振动 的 振幅 很 小 ， 使 得 我 们 可 以 充分 精确 地 把 
平方 根 下 的 第 二 个 因子 换 成 1， 孝 人 么 不 有 


Ce 


1) 这 里 我 们 已 经 假定 在 运动 过 程 中 的 某 一 时 刻 速度 变 为 零 ， 这 就 排除 了 单 摆 翻 
筋 斗 的 运动 , 即 9 不 是 周期 的 而 是 对 所 有 的 * 单调 地 变化 . 
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元 1 人 du 


外 

作为 振动 周期 的 近似 ， 我 们 可 以 使 用 第 280 页 积分 表 中 的 公式 13 
求 最 后 这 个 积分 的 值 ， 得 到 了 的 近似 值 2 对 于 这 一 级 的 
近似 、 周期 和 无 天, 也 号 是 和 探 振动 的 振幅 无 天， 显然 ,精确 有 的 
周期 是 比较 大 的 ,并 且 随 6 增加 而 增加 ， 因 为 在 积分 区 间 中 


1 之 1 一 风 jin? > | — sin? = cos? 多 ， 


2 
所 以 我 们 得 到 周期 的 估计 值 


g ( 生 ) g 
CDS 1 一 一 
， 2 . 


对 于 角 bm < 10%, 我 们 有 一 ~ < sec5° < 1.004， 因 此 周期 由 


cos 一 
2 


2) 人 给 出 ,其 相对 误差 小 于 0.5%， 关于 工 的 椭 贺 积分 的 更 好 
的 近似 可 参见 7.6 节 


e， 图 滚 搂 


普通 摆 振 动 的 局 期 并 不 是 严格 地 和 振动 的 振幅 无 关 的 。 这 一 
事实 引起 了 惠 更 斯 (Huygens) 在 制造 精确 钟 的 长 期 努力 中 寻求 一 
个 曲线 C, 对 于 这 个 曲线 ， 振 动 的 周期 与 C 上 振动 质点 开始 运动 
的 位 置 无 关 .> 韦 更 斯 发 现 皖 线 是 这 样 的 曲线 ， 

为 了 质点 实际 上 能 够 在 摆 线 上 振动 ， 摆 线 的 尖 点 必须 指向 重 
力 相反 的 方向 ; 即 我 们 必须 把 前 面 (第 353 页 ) 考 虚 的 捍 线 绕 x 轴 
转 过 来 (参见 第 353 页 图 4.2), 因 此 我 们 把 摆 线 方程 记 为 


1) 这 样 的 振动 称 为 等 时 的 . 
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O < 区 > 
/i\ /\ 
JOY 一 全 全 人 一 一 全 一 一 一 一 ~ 
PH” ~ 


图 4.40 贺 次 摆 描 给 的 路 线 


xz 一 4 十 zz 十 sin0), 
y= —a(ll+ cos0), 
其 中 包括 把 参数 :改变 为 86 十 x( 图 4.46)， 质 点 从 高 为 
yo=—a(llt cos) (0<0< zx) 
的 点 向 下 运动 到 最 低 点 ,再 向 上 到 高 yj 的 时 间 , 按 第 433 页 式 (50) 


是 
0 ;2 -2 
Ti| 人 
< < poy yo—y 


py cos( 
— 2 241" _ . \2/ yg 
| 一 cosbo 


使 用 和 单 探 周期 出 好 相同 的 替换 ,我 们 得 到 
了 2 | du 
2 Vl—w 一 给 


T= is 
& 
所 以 振动 的 周期 确实 与 振幅 无关。 一 个 用 绳子 约束 质点 使 之 在 
摊 线 上 运动 的 简单 方法 将 在 第 451 页 叙述 ， 
,436 ， 


因此 我 们 有 


Ai 


“4.8 引力 场 中 的 运动 


作为 无 约束 运动 的 一 个 例子 ， 我 们 芳 虑 在 一 个 吸引 物 周 国 的 
引力 场 中 运动 着 的 一 个 质点 。 


a， 和 牛顿 万 有 引力 定律 


基于 第 谷 * 布 拉 赫 《Tycho Brahe) 精密 的 观察 ， 开 普 勒 
(Kepler》 描述 了 行星 的 运动 。 这 就 导致 牛顿 发 现 了 任意 两 个 质点 
之 闻 万 有 引力 的 一 般 定 律 ， 设 Bo 一 (xo, yo) 和 P 一 (x, 7) 是 两 
个 质量 分 别 为 mo 和 加 的 质点 . 令 ?+ 一 V(x 一 xo7 十 (y 一 yo7 
是 质点 间 的 距离 。 那么 Po 作用 在 P 上 的 力 F 有 PP 的 方向 , 力 的 
大 小 |F| 一 Ymom/r?， 其 中 7 为 “万 有 引力 常数 ”因为 F 和 PP，。 


只 差 一 个 正 的 因子 , PPo 大 小 为 +, 所 以 我 们 必定 有 
F = ee PP _ (Zonea 一 x Ymom( yo 一 2) 


ri +3 


这 个 引力 定律 涉及 到 质点 ,也 就 是 涉及 到 那些 物体 ,它们 可 以 
看 成 集中 到 一 个 点 上 而 忽略 物体 的 实际 形体 (图 1.47)， 这 样 假定 
的 有 效 性 对 于 天 体 是 完全 讲 得 通 的 ， 因 为 它们 相互 的 距离 和 它们 
的 直径 相 比较 是 惊人 地 大 的 。 牛 顿 大 大 地 扩大 了 这 个 定律 的 应 用 
范围 ， 他 证 明了 同样 的 引力 定律 也 可 以 描述 具有 相当 大 体积 的 质 
量 为 mo 的 物体 作用 在 质量 为 mw 的 质点 上 的 引力 ,只 要 物体 是 一 个 
常 密度 的 球 , 或 者 更 一 般 地 , 物体 是 由 同心 的 常 密度 球 壳 构 成 的 
在 这 种 情况 下 ， 物 体 作用 在 位 于 它 外 边 一 个 质点 P 上 的 引力 很 象 
物体 整个 质量 mo 是 集中 在 它 的 中 心 P, 时 对 该 质点 的 引力 一 样 
(图 4.47)， 可 以 十 分 准确 地 认为 地 球 是 一 常 密度 的 同心 球 壳 . 因 
此 地 球 作用 在 它 表面 上 质量 为 m 的 质点 上 的 引力 指向 地 球 的 中 
心 Po《 即 对 观察 者 来 说 是 铝 直 向 下 的 ), 引力 的 大 小 为 Ymom/R?， 
其 中 是 地 球 的 半径 ,wo 为 地 球 的 质量 .这 时 我 们 可 以 令 Ymom/ 
R? 等 于 mg， 其 中 & 为 重力 加 速度 ( 见 第 422 页 )。 换 句 话说 ,我 
们 有 8 二 Ymo/R?, 
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Ynomn 


图 4.47 (a) 两 个 质点 的 牛顿 引力 ，(b) 地 球 的 重力 引力 


根据 牛顿 基本 定律 ,对 于 质量 为 wm 的 质点 P 在 位 于 Po 质量 为 
mo 的 引力 作用 下 的 运动 ,我 们 得 到 运动 方程 : 
= Ymo(xo — Xx) ， 7 一 Ymo( yo 一 》 


fr rr 


现在 我 们 进一步 做 简化 假设 : 7 比 起 要 大 很 多 ， 以 致 己 作用 
在 PB 上 的 引力 可 以 忽略 不 计 ,， Po 可 以 看 成 是 静止 的 ， 例 如, 这 融 
类 似 于 太阳 和 行星 或 地 球 和 它 表 面 上 的 物体 ， 我 们 把 坐标 原 挟 取 
在 点 ,那么 对 P= 二 (x,y) 就 有 运动 方程 


Y ， Y 
0 》 一 一 一， (51) 
六 


芭 二 一 
7 


其 中 += 二 Vr+y 
b。 绕 引力 中 心 的 圆周 运动 
我 们 并 不 试图 得 到 这 些微 分 方程 的 最 一 般 的 解 (众所周知 ,这 


% 38 & 


就 是 相应 于 沿 着 圆锥 曲线 形式 的 路 线 的 运动 。 而 这 个 圆锥 曲线 的 
一 个 焦点 位 于 引力 的 中 心 ); 我 们 只 考虑 适合 这 些 方程 的 最 简单 的 
运动 类 型 ， 就 是 绕 原 点 的 匀速 圆周 运动 和 沿 着 从 原点 出 发 的 一 个 
半径 的 运动 。 对 于 忆 沿 着 以 原点 为 中 心 ，s 为 半径 的 圆 的 匀速 贺 
周 运动 ,我 们 有 一 4 并 且 
X= dcoswt, Y= 4 sinwt, 

其 中 心 是 常数 ， 运 动 的 周期 了 ， 即 在 了 以 后 P 又 回 到 相同 位 置 的 
时 间 为 了 == 2z/o。 对 于 速度 分 量 我 们 有 


和 是 之 一 2000Ssinior y= 4wcosw!, 


所 以 了 在 它 的 轨道 上 的 速率 为 
一 V 宇 十 半 一 oo 一 (52) 
P 的 加 速度 分 量 是 


T= awcoswt = — wx, 一 一 bo sincol 一 一 cy 
显然 ,这 时 它们 是 满足 运动 方程 (51) 的 ;只 要 
i 20 


a 


或 


3 -了 10 ,70 TI 53 
wo! 4 (53) 


这 正 是 开 普 勒 第 三 定律 对 于 圆周 运动 的 特殊 情况 .按照 这 个 定律 ， 


| 


我 们 可 以 对 开 普 勒 定律 给 以 某 些 简单 的 例证 。 例如 , 吸引 的 
物体 是 地 球 , 它 的 质量 为 wo 半径 为 R， 福 意 到 这 里 Ymo = gR”， 
我 们 就 有 


4 z 
对 于 在 树 顶 高 度 绕 地 球 环行 的 卫星 (当然 要 忽略 空气 阻力 ), 我 们 
有 4 二 R ~ 3963 英里 ,根据 公式 ,对 于 卫星 的 周期 我 们 有 


T= 2 ~ 14 小 时 
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对 于 它 在 轨道 上 的 速度 , 则 有 
一 一 VRg ~ 27,000 英尺 / 秒 ， (54) 
我 们 可 以 把 绕 地 球 环行 的 卫星 的 周期 工 值 和 月 球 的 周期 27.32 天 


相 比 较 。 月 球 的 周期 就 是 月 球 回 到 它 相 对 于 星 群 中 原 有 位 置 的 时 
辣 (恒星 月 )， 根据 开 普 勒 定律 , 月 球 到 地 球 的 距离 a 与 地 球 半径 


之 比 为 它们 周期 之 比 的 二 次 方 。 我 们 得 到 从 地 球 中 心 到 月 亮 的 


距离 的 值 为 
(2 X 24 
1.4 


这 和 实际 距离 的 平均 值 完 全 一 致 ， 


273 
) R ~ 60R ~ 240,000 英里 ， 


c。 径 向 运动 一 一 逃逸 束 度 


我 们 要 考虑 的 第 二 种 类 型 的 运动 是 质点 由 引力 中 心 沿 着 一 条 
射线 , 璧 如 说 沿 * 轴 的 运动 。 这 里 ，》 一 0, * 一 + 因此 运动 方程 
成 为 


, Y mo 
计 二 一 : 
x 


按照 求解 方程 了 一 fs) 的 一 般 方 法 ,我 们 把 方程 两 边 乘 以 ,就 有 


X= 一 Ymo 五 
或 
A A 
dt \2 dt X 
由 此 可 见 


在 运动 中 皮 为 带 数 . 《以 后 我 们 将 知道 ,这 个 事实 是 能 量 守 人 恒定 律 
的 一 个 特例 , ) 如 果 把 * 代替 上 作为 自 变量 ,那么 就 有 
dt 1 1 
一 一 一 一 土 


| 
dx 区 V 2h + (27mo/x) 
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对 上 式 积分 可 得 
x | dt 
za 24 十 C27 mo EY 


借助 于 第 三 章 中 叙述 的 方法 , 我 们 可 以 容 易 地 求 出 这 个 积分 。 对 
于 在 时 刻 一 0， 在 距离 my 初速 度 为 零 出 发 的 质点 我 们 有 有 一 
一 Ymo/xo， 这 样 的 质点 落 在 吸引 的 质点 上 (x 一 OY 


=|" dad 
V2Ymol 1/€ 一 1/x0) 二 两 | 
根据 开 普 勒 定律 ,这 个 时 间 为 距 引 力 中 心 am 的 质点 绕 引 力 中 心 转 
一 图 所 需 时 间 的 4 倍 ( 见 第 439 页 式 (53)). 
当 我 们 研究 质点 能 够 逃逸 到 无 穷 远 的 情况 时 ,关系 式 


一 二 


有 一 个 有 趣 的 结果 ， 因 为 一 2 之 0， 了 以 对 于 x 一 00 我 们 看 
常数 4 必须 是 非 负 的 ,因此 在 整个 运动 期 间 工 Lym/r > 0. 

特别 是 质点 在 距离 x 一 a 处 以 速度 * ,出 发 要 逃 痢 到 无 穷 远 , 仅 当 
= v2 一 Ymo/a 关 0 了 时 才 有 可 能 ， 所 以 ,使 质点 能 逃逸 到 无 穷 远 的 
最 小 可 能 速度 ” 的 值 为 “一 V27ymo/a 。 这 就 是 逃逸 速度 w。 对 


于 从 地 球 表面 出 发 逃逸 到 无 穷 远 的 质 所 ， 即 过 脱 重力 吸引 的 质点 ， 
我 们 有 4 一人， Ymo 一 gR’, 所 


一 V2gR ~ 37,000 英尺 / 秒 . 


办 此 (参见 前 页 公式 (54)) 巡 光速 度 从 好 是 把 卫星 保持 在 接近 地 于 
的 圆 形 轨道 上 所 需 速 度 的 V 2 倍 . 如 果 我 们 忽略 空气 阻力 和 地 
球 在 它 的 轨道 上 的 运动 ， 那 么 流星 从 无 穷 远 落 到 地 球 二 擅 击 时 的 
速度 也 是 :vi 
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4.9 功 和 能 
&。 力 在 运动 中 所 作 的 功 


功 的 概念 使 得 前 一 节 的 讨论 以 及 力学 和 物理 学 中 的 许多 其 他 
间 题 更 加 清楚 了 . 

我 们 仍然 设 质点 在 沿 着 曲线 的 作用 力 的 影响 下 在 曲线 上 运 
动 ， 我 们 假定 由 初始 点 开始 度量 的 曲线 的 弧 长 :来 确定 质点 的 位 
置 ， 这 时 作用 在 运动 方向 上 的 力 本 身 通常 也 是 * 的 函数 ， 在 力 的 
方向 与 值 增加 的 方向 一 致 时 ,这 函数 的 值 是 正 的 ;在 力 的 方向 和 
* 值 增加 的 方向 相反 时 ,函数 的 值 是 负 的 。 

如 果 沿 路 径 力 的 大 小 是 常数 , 那么 我 们 用 力 与 经 过 的 距离 (4 
一 so) 的 乘积 来 表示 力 所 做 的 功 , s 表示 运动 的 终点 ,so 表示 起 点 . 
如 果 力 不 是 常数 , 我 们 就 使 用 极限 的 方法 来 定义 功 。 我 们 把 so 到 
的 区 间 分 成 # 个 相等 或 不 等 的 子 区 闻 ， 如 果 这 些 子 区 间 很 小 ， 
那么 每 一 个 子 区 间 上 的 力 接近 常数 ; 如 果 m 是 第 > 个子 区 间 中 任 
取 的 一 点 ,那么 在 这 一 整个 子 区 间 内 , 力 近似 地 为 Ko,)， 如 果 在 
整个 第 ” 个 子 区 间 上 的 力 刚好 为 Ka,), 那么 力 所 作 的 功 为 。 


> fo0,)As,, 


其 中 As, 照例 表示 第 2» 个 子 区 间 的 长 如 果 我 们 取 极 限 , 见 设 4 

无 限 增 加 , 同时 最 大 于 区 间 的 长 度 趋 于 雪 ， 于 么 根据 积分 的 定义， 

我 们 的 和 址 于 
W = | fCs as, 


我 们 自然 地 把 它 称 为 力 所 作 的 功 (work). 
如 果 力 的 方向 和 运动 的 方向 相同 ,那么 力 所 作 的 功 是 正 的 ;我 
们 就 说 力作 了 功 。 另 一 方面 , 力 的 方向 和 运动 的 方向 相反 , 力 所 作 


1) 这 里 要 注意 ,我 们 必须 廊 镇 地 描写 我 们 所 说 的 力 。 例 如 , 在 举重 物 的 过 程 中 , 由 
重力 所 作 的 功 是 负 的 。 换 句 话说 就 是 芭 抗 重力 作 了 功 . 然而 从 作 上 举动 作 的 
人 的 和 角度 看 来 所 作 的 功 是 正 的 ， 因 为 人 的 作用 力 必须 和 重力 相反 ， 
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如 果 我 们 把 位 置 的 坐标 * 看 成 时 间 上 的 函数 ,因此 力 fs)=p 
也 是 上 的 函数 ,那么 在 直角 坐标 * 和 的 平面 上 ,我们 就 可 以 把 坐 
标 为 * 一 5)，z 二 plz) 的 点 男 出 来 ， 这 种 点 所 岳 绘 的 曲线 ,， 叫 
做 运动 的 功 图 。 如 果 我 们 研究 在 任何 机 器 中 的 周期 运动 , 那么 在 
一 定时 间 T( 一 个 周期 ) 之 后 , 运动 着 的 点 (s(z)，p(z)) 必定 回 到 
原来 的 护 ; 即 功 图 将 是 闭 曲 线 。 在 这 种 情况 下 ,曲线 可 能 仅仅 由 同 
一 个 弧 组 成 , 开始 向 前 进行 , 后 来 向 后 进行 ， 例 如 , 发 生 在 弹性 振 
动 中 的 情况 就 是 这 样 ， 但 是 曲线 也 可 能 是 包围 一 个 面积 的 更 一 般 
的 闭 曲 线 ; 例 如 ,机 帮 的 活塞 在 前 进 的 冲程 中 受到 的 压力 和 后 退 的 
冲程 中 所 受 的 压力 是 不 一 样 的 。 那 么 ,在 一 个 循环 中 , 即 在 时 间 工 
内 所 作 的 功 就 由 功 图 的 负面 积 给 出 , 模 句 话说 由 积分 


sotT 
10 dt 


给 出 ,其 中 从 到 w 十 了 的 时 间 区 间 表 示 运 动 的 一 个 周期 ， 如 果 
沿 正方 向 经 过 面积 的 边界 ,那么 作 的 功 是 负 的 。 反 之 , 作 的 功 是 正 
的 ， 如 果 曲 线 是 由 几 个 回路 组 成 的 ,经 过 的 方向 有 些 是 让 的 ,有 些 
是 负 的 ， 那 么 所 作 的 功 就 由 每 一 个 有 符号 变化 的 回路 面积 之 和 给 

实际 上 ， 这 些 考虑 可 用 老式 的 茹 汽机 的 示 功 图 为 例 来 说 明 ， 
适当 地 设计 一 个 机 械 的 装置 使 得 铅笔 能 够 在 一 张 纸 上 移动 ;铅笔 
相对 于 纸 的 水 平 运动 与 从 活塞 的 极端 位 置 到 活塞 的 距离 * 成 正 
比 , 而 铅 直 地 运动 与 蒸汽 压力 成 正比 ,因而 与 蒸汽 对 于 活塞 的 全 部 
作用 力 p 成 正比 .所 以 活塞 在 已 知 的 标 度 下 描绘 了 燕 汽 机 的 功 图 . 
测量 这 个 图 形 的 面积 (通常 用 面积 计 ), 就 得 到 蒸汽 对 于 活塞 所 作 
的 功 .这 里 ,我 们 还 看 到 在 第 389 页 叙述 的 面积 有 符号 的 规定 确实 
有 实际 的 意义 ， 当 藻 汽 机 轻快 地 转动 时 ,常常 发 生 这 样 的 情况 ,在 
冲程 的 末端 高 度 膨胀 的 蒸汽 的 压力 比 返回 冲程 所 需要 放出 蒸汽 的 
压力 小 ;在 图 上 ,这 个 压力 以 正 向 通过 的 回路 表示 ;这 时 ,蒸汽 机 是 
从 飞轮 吸取 能 量 而 不 是 供给 能 量 ， 
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b. 功 和 动能 、 能 量 守恒 
运动 定律 
mi: = : 
可 以 导出 质点 治 曲线 运 动 时 速度 的 变化 和 运动 方 同 上 的 力 了 所 作 
功 之 间 的 基本 关系 。 我 们 使 用 前 面 例子 中 已 经 用 过 几 次 的 办 法 ， 
把 运动 方程 两 边 匀 以 六 
四 ms = f(s )s. 


现在 mr 过 一 2 (二 mm 一 局 mo2)， 其 中 v(z) 一 ， 为 质 


所 的 速度 。 将 方程 的 两 边 同 时 对 上 从 如 到 到 积分 ,我 们 有 
! 2 1 一 | ds 
于 mi 一 二 mi 人 一 | Da 


-站 Dum 


量 Tm 叫做 质点 的 动能 天 . 因此 ,质点 在 运动 中 其 动能 的 改变 


达 


量 / 雪 示 作用 在 过 动 方向 上 的 方 下 力 的 名 观 分 是 对 于 为 
F = (p, 0 )， 在 运动 方 同 上 的 力 是 


:=F. SR px dy 


十 G 一 
ds Fy ds ~ 


如 果 p 和 o 是 x 和 ?的 已 知 函 数 ,又 已 知 质点 沿 着 曲线 x 一 x(s)， 
y 一 Xs) 运动 , 那么 f 也 就 成 为 * 的 已 知 函 数 。 因此 ,为 计算 当 
质点 从 一 个 位 置 (x6o, yo) 移 到 另 一 个 位 置 (xi, y,) 时 的 功 
W = | f(s)as (55) 
_ 般 地 我 们 必须 知道 质点 运动 的 路 线 ， 
在 一 类 重 禄 情况 中 ， 纺 W 仅 依 闲 于 初始 和 最 终 的 位 置 ， 可 以 表 
不 为 
一 V(xo, y0) 一 Vx, yi)， (56) 
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决定 于 一 个 适当 的 函数 Y(z，y), 即 势能 那么 前 页 上 表达 动能 的 
改变 等 于 力 所 作 的 功 的 公式 也 可 以 记 为 


7 mvA1i) 十 V(r, y1) 一 于 mvt0) 十 V(ro, y0). (57) 


因此 量 K +- V， 动 能 和 势能 之 和 ,也 就 是 总 的 能 量 在 运动 过 程 中 
不 改变 。 这 就 是 能 量 守 恒 这 个 物理 学 普遍 定律 的 特例 |. 

在 前 面 讨论 过 的 某 些 运动 中 ， 我 们 可 以 容易 地 构造 势能 函数 
V， 例 如 ， | 于 受到 重力 作用 的 质点 ;我们 有 F 一 《0， 一 mg) 和 


/一 一 mg 。 所 以 当 质 点 从 位 置 (xu， yo) 移 到 位 置 (xi， yi1) 时 ， 
重力 所 作 的 功 是 


z dy ! z 
WW -| — mg ds -| — mgdy 一 mgyo — mgy, 
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我 们 看 到 W 和 初始 与 终止 位 置 之 间 高 度 的 改变 成 正比 ， 对 于 势能 
沪 数 了 ， 我 们 可 选择 7 一 mgy 《或 更 一 般 地 i c: 
c 为 任意 常数 )， 那 么 ,能 量 守恒 定律 说 , 量 


1 3 
-一 2 一 
2 By 


在 运动 中 是 常量 ， 在 质点 沿 昌 线 滑 下 的 运动 的 讨论 中 , 我 们 已 经 
注意 到 这 个 事实 (第 431 页 ). 


c. 两 个 质点 间 的 相互 引力 


我 们 可 以 把 势能 函数 V 和 力 联系 起 来 的 太一 个 例子 是 质量 
为 mo 的 质点 Po 一 (xo, yo) 作 用 在 质量 为 mw 的 质点 已 一 (*，y) 上 
的 重力 引力 下， 这 里 ， 
F 一 二 K(x 一 各 ) ly 一 ?| ， 


3 


其 中 二 Ymom， 一 V(xz 一 xj 十 (7 一 yo》,( 按 照 库仑 定律 ， 
同样 类 型 的 公式 可 以 给 出 两 个 电荷 的 相互 作用 .,) 
由 于 


。445 。 


1 
(x “人 xo ) 经 十 (y yo) 2 一 4 [(x -一 x0 十 (y 一 ?05] 


2 ds 
14 dd 
2 ds ds 


所 以 ,在 运动 方向 上 的 力 是 
(一 下 fr 4 dy 
{一 一 和 [Ge 一 志 玫 寺 Gy 一 ww) 


A 一 工 邯 . 


rads ds + 
因此 当 质 点 了 从 位 置 (x,, yi) 移 到 位 置 (x;,，y2) 时 5| 力 所 作 的 功 是 
W 一 全 £)a 一 一 一 一 一 V(x 11) — V(x2, 2)， 


其 中 Vx, y) 一 一 jp/r 二 一 jp/V(z 一 zo 十 《y 一 yo 是 势能 : 
如 果 我 们 把 质点 从 位 置 (xi， yi1) 移 到 无 穷 远 ( 对 应 于 +r; 二 %)， 
那么 引力 所 作 的 功 是 一 u/r:。 使 质点 移动 到 无 穷 远 的 反 向 力作 
的 功 应 是 数值 相同 而 符号 相反 。 因此 ，p/ri 二 一 V(xi, 1) 是 
为 了 把 质点 从 位 置 (x,, y) 移 到 无 穷 远 反 抗 引力 所 作 的 功 ， 这 个 
重要 的 表达 式 叫 做 两 个 质点 的 互 势 。 所 以 , 这 里 势 定 义 为 把 两 个 
相互 吸引 的 质点 完全 分 离开 所 需要 作 的 功 。 例如 , 为 了 把 电子 从 
它 的 原子 中 完全 分 离 所 需要 作 的 功 〈 电 离 电 势 ) 
如 果 把 吸引 的 质量 P 视 为 固定 的 , 那么 从 能 量 守恒 定律 就 可 
得 知 ， 被 吸引 的 质点 了 在 运动 过 程 中 使 量 
i J 0h 
2 7 
(每 单位 质量 mw 的 总 能 量 ) 保 持 常数 值 ， 我 们 已 经 对 单纯 是 径 向 运 
动 的 特殊 情况 推导 过 这 个 事实 ， 现 在 我 们 看 到 对 于 在 重力 引力 影 
响 下 的 任何 类 型 的 运动 , 它 也 是 成 立 的 。 我 们 可 以 再 次 作出 结论 : 
要 质点 逃逸 到 无 穷 远 必 须 A 宇 0; 它 的 轨道 这 时 是 无 界 的 (抛物 线 
或 双 曲 线 而 不 是 有 界 的 (椭圆 )， 相 当 于 h 二 0 的 逃逸 速度 


.446。 


2Ymo 
v= 
区 


是 使 质点 从 给 定 的 虐 离 + 逃逸 到 无 穷 远 的 最 小 速度 。 它 不 依赖 于 
质点 出 发 的 方向 ,而 仅 依赖 于 从 吸引 中 心 到 质点 的 距离 7. 


dd. 弹 壮 的 拉 促 


第 三 个 例子 是 拉 伸 弹簧 所 作 的 功 . 在 第 428 页 上 所 作 的 关于 
弹 赞 弹性 性 质 的 假定 下 ,作用 力 是 1 一 一 tx+， 其 中 二 是 常数. 为 
了 把 弹 筑 从 未 被 拉 的 位 置 x 一 0 拉 伸 到 最 后 位 置 x = x， 就 必须 
有 反抗 这 个 力 而 作 功 ， 因 此 ,这 个 功 由 下 面 的 积分 给 出 ; 


席 上 
Jr = Lr? 
| Rx 证 7 Rx1, 


*e.。 电容 器 充电 


在 物理 学 的 其 他 分 支 中 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 功 的 概念 ， 例 
如 我 们 考虑 电容 器 的 充电 ， 如 果 我 们 用 9 表示 电容 器 的 电量 ,用 
Cc 表 示 电 容 并 且 用 表示 电容 器 的 电势 差 (电压 )， 那 么 我 们 根据 
物理 学 知道 9 一 CV， 而且 在 移动 电荷 0 经 过 电势 差 V 所 作 的 功 
等 于 07Y。 因 为 在 电容 器 充电 时 ,电势 差 不 是 常数 ,而 是 随 着 2 而 
增加 ,所 以 我 们 可 以 完全 类 似 于 在 第 442 页 采用 的 取 极限 的 作法 ; 
作为 电容 器 充电 所 作 的 功 的 表达 式 ,我 们 有 

Jvao=+)" 90- tH- 1 oy,, 

0 Ch 2C 2 
其 中 9, 为 已 进入 到 电容 器 的 全 部 电量 ，V, 是 在 充电 过 程 结束 时 
电容 器 的 电势 差 ， 


附 有 


*A.l 法 包 线 的 性 质 
在 第 383 页 上 我 们 把 曲线 C 的 法 包 线 E 定 义 为 C 的 曲率 中 心 
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的 轨迹 . 如 果 C 表示 为 + 二 x(s), y 二 y(s)， 参 数 ， 是 曲线 的 弧 
长 ,那么 曲线 C 的 曲率 中 心 (58, 9 以 ， 为 参数 就 是 (参见 第 383 页 
(17a)) 


1 5 一 xx 一 py， ] 一 7 十 pt, (58) 


一 二 一 启 一 站 : 
D 


量 上 和 |o|j 分 别 为 C 的 曲率 和 曲率 半径 ， 
从 这 些 公式 可 以 推出 法 包 线 的 一 些 有 趣 的 几何 性 质 ， 
en 区 十 六 一 1 求 微 丙 得 到 x 十 3 二 0， 又 因为 


x 一 SE = =， 所 以 我 们 有 
p p 


将 等 式 (58) 对: 微 两 得 ， 
= 一 py = jy， j=) + p+ pr = fz, 
所 以 
Ez 十 7 = 0, 
为 二 法 二 方向 全 让 是 一 的 本 全 十 尖 全 线 下 


如果 我 们 进 一 步 用 o 东 从 任意 央 定 点 度量 抽 法 包 线 的 弧 


因为 妃 十 儿 一 1， 所 以 由 公式 (59) 得 到 

0 = 
如 果 我 们 用 适当 的 方法 选择 度量 o 的 方向 ,那么 只 要 6 关 0 就 可 
得 出 

0 一 ps 


积分 此 去 得 到 
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图 A.1 法 包 线 (E) 


~- O00= pl po, 

eee si 

这 个 最 后 的 条 件 不 是 多 余 的 ， 因为 如 果 6 改变 符号 , 那么 式 
0 二 6 表明 在 通过 法 包 线 的 对 应 点 上 弧 长 o 有 极 大 值 或 极 小 值 ; 
也 就 是 在 通过 的 这 个 点 上 我 们 不 能 一 直 继 续 向 前 计算 4， 而 是 我 
们 必须 把 度量 o 的 指向 颠倒 过 来 。 如 果 我 们 想 避 免 这 种 颠倒 , 我 
们 必须 在 经 过 的 这 一 点 上 把 前 面 公式 的 符号 改变 , 置 i 二 一 6. 

也 还 要 注意 ， 对 应 于 曲率 半径 为 极 大 或 极 小 的 曲率 中 心 是 法 
包 线 的 尖 点 (证 明 咯 去 )( 见 图 A.4，A.6)， 

用 万 外 的 方法 也 可 以 表达 刚才 得 到 的 几何 关系 :我 们 想像 一 
条 不 可 伸 弦 的 \ 可 弯曲 的 线 放 在 沿 法 包 线 EE 的 统 上 ,我 们 把 它 拉 直 
使 得 从 曲线 到 法 包 线 的 那 一 部 分 展开 时 总 是 和 法 包 线 相 切 。 如 
果 再 加 上 一 个 条 件 ， 即 让 这 条 线 的 端点 开始 是 在 原来 的 曲线 C 
上 , 那么 当 我 们 把 这 条 线 转 开 时 ，98 描绘 了 曲线 C。 这 就 是 渐 邮 
线 《 展 开 , 转 开 evolvere, to unwind)》 名 称 的 由 来 。 曲 线 C 叫做 
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渐 届 线 瑟 的 渐 伸 线 (involute)， 另 一 方面 ,我 们 也 可 以 从 任意 曲线 
E 着 手 用 这 个 展开 的 过 程 构造 出 它 的 渐 伸 线 C， 那 么 反 过 来 E 可 
看 成 c 的 渐 忆 线 (图 A.2). 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 考虑 曲线 E。 现在 它 是 由 £ = (0)， 
1 一 4(o) 给 定 的 曲线 ,其 中 用 5 和 ”表示 通用 直角 坐标 并 且 o 是 
E 的 弧 长 ， 如 图 A.3 所 示 , 把 线 拉 弯 与 曲线 下 重合 ; 当 线 完全 地 与 
渐 屈 线 瑟 重合 时 ， 它 的 端点 9 重合 于 下 上 一 点 4 而 对 应 于 某 一 红 
长 <。 如 果 把 线 转 开 , 直到 它 在 相应 的 弧 长 > a 的 P 点 和 浙 邮 
线 相 切 ,那么 线段 PO 的 长 是 a 一 a, 它 的 方向 余弦 是 一 和 一 ;， 
其 中 点 表示 对 o 微 商 ， 因 此 ,对 于 点 8 的 坐标 x, y 我 们 有 
x (0— a) y= — (oC— a);, (60) 


图 A.2 用 线 构造 曲线 E 的 渐 伸 
线 C*: pi 一 po 十 0 一 0o. 


公式 (60) 给 出 了 用 参数 o 表示 的 点 CQ 描绘 的 渐 伸 线 的 方程 。 把 它 
们 对 c 微 商 我 们 就 得 到 
= 5+ (a—o = (a—o), 
少 一 站 一 站 十 (ca 一 5 和 一 (ea 一 oii. 
因为 站 十 圾 二 0， 所 以 我 们 立即 有 
EX 十 9 一 10， 
这 就 证 明了 直线 PO 是 渐 伸 线 C 的 法 线 ， 因 此 我 们 可 以 说 曲线 C 
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(61) 


的 法 线 就 是 曲线 下 的 切线 ， 因 为 三 的 切线 的 方向 余弦 是 二 5， 所 
以 对 于 C 的 切线 的 方 回 余弦 我 们 有 
艺 ， > : 

= hy 一 二 一 一 一 一 5。 (62) 

Vx 十 E Mz 二 
将 关系 式 晤 十 落 一 0 对 o 微 商 , 然后 把 由 前 式 (61) (62) 得 到 
的 志 ， 7 y 5, 当 代入 就 有 了 

0 一 加 十 宗 十 斌 十 放 天 一 过 这 工分 十 -二 这 一 寺 
yo > 

因此 曲线 C 对 应 于 点 0 一 (x*，y) 的 曲率 半径 变 为 ( 见 第 380 页 
公式 (15)) 


这 也 就 是 从 P 一 〈#, 9) 到 点 9 的 距离 。 因 为 P 位 于 C 在 8 的 法 
线 上 ,所 以 P 为 C 对 应 于 点 8 的 曲率 中 心 。 因 此 ,每 一 个 曲线 是 
它 所 有 的 渐 伸 线 的 浙 届 线 . 


委 刘 和 旭 自 


+ 二 十 1 十 sin1， yy 一 一 一 cos: 
的 汤 屈 线 ， 根 据 式 17) 第 383 页 曲线 关于 任意 参数 + 的 曲率 中 
心 (&， 7] ) 是 


》 Fi | 六- ， 四 s 旭 | > 
2X) — yt XY? CO— YE 
由 | 简单 的 计 算得 到 摆 线 的 渐 屈 线 为 


Eo=x1+it— sint, n= 1 cosr, 
令 1 二 7 一 xz， 我 们 就 有 

: s+x=xrt+T+ stint, 1 一 2 一 一 1 一 cosz. 
这 些 方程 表明 , 渐 屈 线 本 身 就 是 一 条 类 似 于 原 曲线 的 摆 线 。 如 图 
A.4 所 示 可 以 把 原来 的 摆 线 平移 而 得 到 渐 屈 线 ， 

这 就 给 出 我 们 构造 圆 滚 摆 的 一 个 简单 方法 ( 见 第 435 页 ). 如 果 
用 一 条 长 为 4 的 线 把 质量 P 挫 在 浙 届 线 的 一 个 尖 点 上 ,那么 在 张 
力 之 下 , 线 的 一 部 分 与 渐 届 线 重 合 ,而 其 余部 分 位 于 渐 屈 线 的 切线 
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上 上， 这 时 质量 了 位 于 渐 伸 线 上 , 即 在 原来 的 摆 线 上 .在 重力 之 下 ， 
P 必定 描绘 了 在 摊 线 某 一 部 分 上 的 等 时 运动 ， 它 的 周期 与 P 开 始 
运动 的 位 置 无 关 。 (在 等 时 运动 中 ， 摆 线 的 参数 上 并 不 对 应 于 时 
闻 . ) 在 运动 过程 中 ， 这 种 类 型 的 扫 的 目 由 且 线 部 分 的 长 度 是 变 
化 的 ( 见 图 A.4). 

作为 进一步 的 例子 ， 我 们 推导 网 的 浙 伸 线 的 方程 我 们 从 图 
5 一 cosd 二 一 sing 开始 , 如 图 A.5 所 示 , 沿 切 线 方 同 把 图 转 
开 。 那 么 给 出 圆 的 渐 伸 线 为 

T= cosg + osings ?一 一 Si 十 cosI， 


(使 用 第 450 由 方程 0 而 a = 0). 


> 


图 A.4 圆 读 换 


最 后 我 们 确定 椭圆 * 一 acost，y 一 bsiny 的 渐 届 线 ， 我 们 
立即 有 | 
二 a 一 bP 


Ew=x—y -一 Cos3 1 
TP 一 YY a 
和 
2 __ 12 
一 》 十 过 -这 十 少 - 一 一 2 sin3， 
XY 一 yt pb 


作为 渐 屈 线 的 参数 表示 式 。 如 用 通常 的 方法 从 这 些 方程 中 消去 刀 
我 们 就 得 到 非 参 数 形 式 的 新 屈 线 的 方程 ; 


. 452 电 


Cas} 十 (bn (2 bY) 
这 个 曲线 叫做 星 形 线 (astroid)， 图 A.6 给 出 了 它 的 图 形 。 由 参数 
方程 使 我 们 容易 地 确信 ,对 应 于 林 贺 顶点 的 曲率 中 心 实际 上 是 星 
形 线 的 尖 扩 . 


*A.2 闭 曲 线 包围 的 面积 。 指数 


在 4.2 节 中 ,处 处 都 不 能 自己 相交 的 ( 即 所 谓 的 简单 的 ) 闭 曲线 
xz 一 xz，7》 一 yw< 委 :二 包围 的 有 向 面积 用 下 面 的 积分 
表示 ， 


及 
4 x 一 | y(z) x(¢) ad; 


所 得 到 的 值 是 正 还 是 仙 要 依据 找 绘 边界 的 指 同 是 反 时 和 针 还 是 顺 时 
针 而 定 。 如 果 我 们 允许 曲线 可 以 本 喘 相 交 , 那么 这 个 公式 作为 4 
的 定义 仍然 是 有 意义 的 。 疯 待 了 解 的 是 , 在 这 种 情况 下 4 如 何 与 
面积 相 联 系 。 假 定 曲线 C 的 方程 为 x 二 x(t)，y 一 Xi 并 且 在 
有 限 个 点 上 本 号 相交 ， 因 此 把 平面 分 成 有 限 个 部 分 R!,，R;，*……… 
进一步 假定 导数 连续 ， 除 了 或 许 有 限 个 跳跃 不 连续 点 而 外 ; 并 且 
必 十 访 冯 0， 最 后 假定 曲线 的 文 线 ( 即 x 二 常数 的 、 并 且 或 与 曲 
线 相 切 或 通过 曲线 自身 相交 的 点 的 竖 线 ) 的 数目 是 有 限 的 ， 
对 于 每 一 个 R;, 我 们 指定 由 下 面 方法 定义 的 一 个 整数 ， 即 指 
数 pe;; 我 们 在 Ri 中 选择 不 在 任何 支线 上 的 任意 一 点 0, 沿 正 ? 
轴 的 方 同 从 名 扩 引 同上 延伸 的 半 直 线 . 我 们 计算 + 增加 指向 的 
曲线 从 右 到 左 通 过 半 和 直线 的 次 数 ， 然 后 减 去 曲线 C 从 左 到 右 通过 
半 直 线 的 次 数 ;这 个 差 就 是 指数 jp;。 例如 第 366 页 图 4.17 中 所 示 
的 曲线 内 部 有 指数 & 一 十 1; 在 图 A.7 中 区 域 R，R2………， Rs 的 
指数 为 向 一 一 1 应 一 一 2，ha 一 一 1 一 0， 必 一 1 和 
6 一 0， 实际 上 , 这 个 数 y; 只 依赖 于 区 域 Ri, 而 不 依赖 于 R; 中 
选择 的 特殊 的 点 8, 按 下 述 方式 容易 看 到 这 一 点 。 我们 在 Ri 中选 
择 另 外 一 个 不 在 支线 上 的 点 0 ， 用 完全 在 区 域 R; 中 的 折线 把 2 
和 0" 连 起 来 (图 A.8)。 当 我 们 沿 着 这 条 折线 从 8 前 进 到 909” 时 ， 
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从 右 到 左 通过 的 次 数 减 去 从 左 到 右 通 过 的 次 数 是 常数 ; 因为 在 两 
根 文 线 之 间 每 一 种 类 型 通过 的 数 是 不 变 的 ， 而 在 越过 支线 时 两 种 
类 型 的 通过 数 或 保持 相同 ,或 两 种 数 同 时 加 1, 或 两 种 数 同 时 减 1， 
在 每 一 种 情况 下 , 差 数 都 是 不 变 的 。 这 里 ,我 们 令 文 线 与 曲线 相交 
于 几 个 不 同 的 点 ;比如 说 ，4，B,"…, 昌 。 如 果 下 竖 直 地 在 所 有 的 
A4，B,，… ,号 扣 之 下 ,那么 我 们 可 以 把 FA, FB,，., FH 看 成 
几 条 不 同 的 文 线 。 我 们 表面 的 论述 可 应 用 于 每 一 条 这 样 的 线 ， 因 
此 在 确定 zs 时 不 论 是 用 2 还 是 0 数 上 都 有 相同 的 值 . 


中 


图 A.” 有 向 闭 曲 线 构成 的 域 Ri 的 指数 4 


特别 ,如 果 我 们 的 曲线 本 身 不 相交 ,那么 曲线 的 内 部 由 一 单个 

的 区 域 组 成 , 它 的 指数 是 十 1 还 是 一 1 要 视 描 绘 边界 的 指向 是 反 

时 针 还 是 顺 时 针 而 定 。 为 看 清 这 一 点 ,我 们 引 任 意 一 条 竖 线 (不 是 

支线 ) 与 曲线 相交 。 在 这 条 线 上 我 们 找到 与 曲线 相交 的 最 高 点 P， 

在 R 内 P 点 以 下 接近 P 选择 一 点 2 使 得 在 P 和 0 之 间 没 有 任何 

交点 ， 那 么 在 8 之 上 曲线 有 一 次 通过 ， 如 果 有 曲线 以 反 时 针 指 向 通 
e455 


沉 


图 A.8 


过 , 那 必须 是 从 右 到 左 通过 , 因 之 4 二 十 1; 反之 ;4 一 一 1 正 
如 我 们 已 经 看 到 的 ,对 于 RR 的 每 一 个 其 他 的 点 保持 有 相同 的 4 值 ， 
对 于 这 样 的 曲线 ， 事 实 上 对 于 所 有 的 闭 曲线 有 一 个 区 域 ， 即 曲线 
的 “外 边 ”, 它 在 所 有 的 方向 上 无 界 地 伸展 ;我 们 立即 看 到 这 个 区 域 
的 指数 是 零 , 下 面 的 论述 中 我 们 不 考虑 它 ， 那 么 积分 4 和 区 域 R， 
的 面积 之 问 的 关系 由 下 面 的 定理 给 出 : 


一 和 yzdi 一 可 | 面积 Ri |. 


证 明 ， 证 明 是 简单 的 ， 我 们 假定 (我 们 有 权 这 样 假定 ) 全 部 则 

线 位 于 x 轴 的 上 面 (对 7 加 一 个 常数 不 改变 闭 曲 线 的 积分 4 的 

值 )， 支 线 把 Ri 分 成 有 限 个 部 分 ; 令 > 为 这 些 部 分 之 一 ， 那 么 ,对 

于 函数 y 一 y(x) 每 一 个 单 值 的 分 核 取 积 分 一 | yzd1 一 一 |ydz， 

并 且 把 它 解释 为 曲线 和 x 轴 之 间 的 面积 ， 我 们 发 现 , 对 于 在 + 上 

边 的 每 一 个 从 右 到 左 的 分 枝 要 计算 + 1 次 7 的 绝对 面积 , 而 在 7 
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上 边 的 每 一 个 从 左 到 右 的 分 枝 要 计算 一 1 次 ; 因此 ，? 的 绝对 面 
积 总 共 要 计算 pw 次 。 这 对 于 R,; 的 每 一 个 其 他 的 部 分 同样 是 正确 
的 因此,R; 要 计算 4 次 。 这样, 围绕 全 部 曲线 的 积分 值 像 所 说 
的 那样 是 2 yy] 面积 R;| (参见 图 A.7)。 这 个 公式 和 我 们 对 于 简 
” 单 闭 曲线 得 到 的 公式 是 一 致 的 。 从 我 们 对 曲线 & 值 的 讨论 中 就 可 
看 出 这 一 点 . 
”我 们 对 指数 mw 的 定义 有 一 个 缺点 ,就 是 它 是 用 特殊 的 坐标 系 
叙述 的 ， 然 而 , 事实 上 可 以 证 明 对 于 区 域 R; 定义 的 值 只 依赖 
于 曲线 而 和 坐标 系 无 关 ， 令 曲线 C 上 一 点 治 着 上 增加 的 方向 从 
到 8 绕 着 Ri 中 任意 固定 点 9; 以 反 时 针 转 的 总 次 数 ( 即 C 缠绕 9， 
的 次 数 ) 为 Yi, 如 我 们 能 验 明 Hi 和 和 Di 相等 就 证 明了 Ai 与 坐标 系 
是 无 关 的 。 下面 我 们 就 证 明 p; 和 vw; 相等 。 

令 曲 线 C 的 参数 表示 为 x 一 x( 门 。》 一 7 六， 其 中 we 和 :二 
6p. 设 0 一 (人 ,3) 为 不 在 C 的 支线 上 的 一 点 。 我 们 把 8 取 作 极 
坐标 系 +, 6 的 原点 。 在 这 个 坐标 系 中 、 

r= V(x— £7+(y— 1), 
cosO0= 一 人 ， sinb 一 -二 一 了 

极 角 确定 到 只 差 2x 的 整数 倍 。 然 而 , 如 果 我 们 要 求 9 = 96(z) 党 
着 曲线 C 对 于 : 连续 地 变化 ,由 + 二 a 有 6 值 那么 6 作为 上 的 函 
数 就 唯一 地 被 确定 了 . 在 := 8， 角 9 的 值 是 8(8) = 十 2vx， 
其 中 > 是 整数 . 数 


1 1 12 08 1 : 
i i 27 jc 


表示 有 向 曲线 C 缠绕 2 的 次 数 ， 
曲线 C 经 过 从 @ 开始 的 铝 王 半 直 线 是 在 二 |6CD) 一 三 | 的 信 

为 整数 4 的 那些 : 值 。 我 们 对 于 固定 的 考虑 参数 区 间 上 的 4 

值 , 对 于 这 些 + 值 姜 (9 一世 ) 一 *。 令 mm 和 mm 为 分 别 有 
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>0 和 < 这 样 的 * 值 的 数 ， 显 然 , 在 点 2 的 指数 是 


Ci 
男 一 方面 ;05 一 Ts, 只 可 以 取 1,0, 一 1 中 的 一 个 值 ， 因 为 在 9,4 
平面 上 9(z) 的 图 形 与 直线 9 一 = 十 2nx 是 从 上 面 或 从 下 面 交 和 营 


各 


地 相交 的 。 实际 上 ,如 果 了 十 2pr 位 于 9(c) 和 60p8) 之 间 , 我 们 
就 有 m 一 mm 一 sign [9(8) 一 8a)]， 否则 co 一 mm 一 0. 
因此 ,等 于 在 6(s) 和 6(p) 之 间 出 现 8 值 为 二 十 ?px (z 

为 整数 ) 的 数目 按 sign [6(8) 一 6(a)] 计算 的 次 数 ， 即 # 等 于 数 
27。 
因为 8 一 arctan[(7 一 1)/(x 一 6)]， 所 以 我 们 有 

46 外 xz 一 号 一 雯 一 9 

dt (x— 87 + (yn) L 
由 此 得 到 有 向 闭 曲线 C 关 于 点 (#, 7) 的 指数 上 的 积分 表示 式 
1 | Nx) 一 六 一 人) 7 
2x le (x— E+ (yn) 
这 可 以 不 直接 指明 参数 * 而 简单 地 写成 ( 见 第 391 页 ) 
工 | (+ — §)dy — () — n)dx 
?rc 《rz 一 二 十 (一 人 
这 些 结果 的 值得 注意 的 特点 在 于 ,我 们 可 以 由 C 的 参数 表示 用 求 
积分 的 办 法 来 解析 地 确定 描述 点 8 和 曲线 C 之 间 的 拓 村 关系 的 整 
数值 2 和 > 


1 一 


9 题 
4.1c 节 第 352 页 
1. 简略 地 画 出 * = 4 的 内 摆 线 ( 星 形 线 ) 并 求 它 的 非 参 数 方程 . 


2. 证 明 : 如 果 一 是 有 理 数 ， 那么 在 动 圆 演 了 整数 次 以 后 一 般 的 内 摆 线 
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是 闭 的 , 而 如 果 二 是 无 理 数 , 那么 曲线 与 固定 圆 的 圆周 有 无 穷 多 个 交点 ;而 
不 是 闭 的 、 

3. 导出 次 摆 线 的 参数 表示 

X= at— bsint, y=a— bcosi. 

次 探 线 就 是 缚 在 半径 为 。 的 贺 盘 子 上 面 一 点 P 在 圆 盘 治 直 线 滚动 时 的 路 线 ， 
贺 盘 中 心 到 的 距离 为 ( 见 图 4.7). 

4. 求 曲线 x + w 一 3ary 的 参数 方程 ( 笛 卡 儿 叶 形 线 )， 选 由 原点 到 点 
(x, y) 的 射线 和 * 轴 夹 角 的 正切 作为 参数 
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. 在 交点 上 两 曲线 之 间 的 夹 角 « 定义 为 在 该 点 它们 的 切线 之 间 的 夹 
角 . 必用 车 线 的 参数 表示 求 cosa 的 公式 ， 


5. 用 对 :的 导数 表示 的 公 


2. 设 x = 
式 ， 

3. 求 极 坐 标 中 两 条 曲线 + = 1(0) 和 + = g(9) 之 间 的 夹 角 的 公式 

4. 求 处 处 与 过 原点 的 直线 有 相同 交角 a 的 曲线 的 方程 。 

5 . 证 明 : 如 果 x = 1(1:) 和 y = g(t) 在 闭 区 间 [e, 5] 上 连续 ,在 开 区 
闻 (a，5) 内 可 微 , 且 > 十 >0， 那 么 在 开 弧 zx = f(t), y= g(t), (a < 
: < 5) 上 至 少 有 一 点 使 得 该 点 的 切线 与 连接 端点 的 弦 平 行 ， 

6. 设 P 为 加 上 的 一 点 。 当 圆 沿 给 定 的 直线 滚动 时 ，P 画 出 摆 线 。 设 8 
是 圆 与 该 直线 的 切 点 。 证 明 , 摆 线 在 点 处 的 法 线 在 任意 时 刻 都 经 过 8 点 ， 
对 于 P 的 切线 有 什么 类 似 的 人 性质? 

7 . 证 明星 形 线 x = 4c cos ?9，y = 4csin39 的 切线 被 坐标 轴 切 断 的 那 部 
分 的 长 是 常数 . 

*8 . 证 明 两 族 椭 贺 和 双 曲 线 (0 < a < 6) 


+ yy 
i 


二 1, 0<A< 4, 


-i y? 
a — TT’ T 8 一 工 : Tl, <r<? 


是 共 焦 的 ( 即 有 共同 的 焦点 ), 并 且 相 交 成 直角 . / 
9. (a) 证 明 对 于 椭 贺 由 两 个 焦点 到 曲线 的 一 点 所 引 的 两 射线 之 间 的 角 
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被 该 点 的 法 线 平分 。 
(b) 证 明 对 于 双 曲 线 上 述 的 交角 由 切线 平分 。 


4.1f 节 第 371 页 
1. 证 明 由 


定义 的 曲线 有 有 限 长 ， 而 由 
[i 0<yYsL 
yy 二 
0， 


y 一 小 
定义 的 连续 曲线 是 不 可 求 长 的 . 
2. 证 明 , 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a， 8] 上 有 定义 并 且 单 调 , 那么 由 y = 
f(x)，(a 筷 x 记 4) 定义 的 弧 是 可 求 长 的 . 


4.1g 节 第 376 页 
1. 第 二 种 椭 贺 积分 形 为 


| VTS a. 

(a) 证 明 可 以 使 用 第 二 种 椭 贺 积分 表示 椭圆 * = acos 6，y = bsin0 的 
弧 长 。 
(b) 证 明 次 摆 线 x = ot 一 5sint，y 二 4 一 5cost 的 弧 长 也 可 用 椭 贺 积 
分 表示 。 

*(c) 证 明 可 以 使 用 第 一 种 和 第 二 种 椭圆 积分 表示 双 曲 线 的 驱 长 。 
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1. 设 P 为 生成 摆 线 的 滚动 区 上 的 一 点 ， 设 9 为 该 贺 在 任意 给 定时 刻 的 
最 低 点 .证 明 , 9 平分 连结 P 到 操 线 在 2 点 的 密切 圆 中 心 的 线段 

2. 求 在 x 二 0 时 ,y 二 x: 的 曲率 中 心 ， 确 定 曲线 在 x* 二 0 和 *=s 
时 的 法 线 与 曲线 的 交点 。 计算 曲率 中 心 到 交点 的 距离 。 给 出 另 一 个 曲率 中 
心 的 定义 ,并 证 明 这 个 定义 和 本 书 给 出 的 定义 是 等 价 的 ， 

3. 郑 虑 密切 圆 在 切 点 会 不 会 越过 曲线 的 问题 ， 
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4 证 明 曲 线 c 在 P 点 的 曲率 贺 为 过 三 点 ‘3 P,P, 的 圆 , 当 P, 趋 于 P， 
P: 趋 于 P 时 的 极限 ， 
5. 设 ?= 1(9) 是 极 坐标 中 上 曲 线 的 方程 证 明了 曲率 由 下 去 给 se 


2r” —rr 二 rr 
其 中 
2 
py af ， 六 一 df 
ag do: " 


56. 如 果 曲 线 的 切线 被 著 点 和 y 轴 之 间 截 取 的 长 总 是 等 于 1, 那么 曲线 称 
为 虑 物 线 ， 试 求 它 的 方程 。 证 明 曲线 每 一 点 的 曲率 半径 和 井 线 上 该 点 与 ? 
加之 间 截 取 的 法 线 长 成 反比 ， 计算 点 物 线 的 弧 长 并 且 求 出 它 的 用 弧 长 表示 
的 参数 方程 . | 
”7. 设 x*=x(1)， y=y(?) 为 一 闭 曲 线 。 沿 曲线 的 法 线 测 出 一 国定 的 长 p， 
那么 由 这 个 线段 的 终点 描绘 的 曲线 叫做 原来 曲线 的 平行 晶 线 ， 试 求 平行 曲 
线 的 面积 , 弧 长 和 曲率 半径 ， 


8. 证 明 曲率 为 固定 的 常数 的 曲线 只 能 是 半径 为 一 < 的 部 . 


“9 . 如 果 z 平面 上 邮 线 的 贡 率 是 对 长 的 间 调 汪 数 ， 证 明 曲 线 不 是 六 的 
并 且 没 有 任何 二 重 反 。 
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证明 曲 线 x 一 x(2)，y = y(?) 的 曲率 表达 式 经 过 坐标 轴 的 旋转 是 
不 变 的 ， 并 且 用 := 9(r) (其 中 w(r)>0) 来 改变 参数 时 曲率 也 是 不 变 
的 : . / 
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1. 证 明 如 果 加 速度 总 是 得 直 于 速度 , 则 速率 是 常数 ， 
2 . 把 速度 向 量 视 为 位 置 向 量 而 描绘 的 曲线 称 为 速 端 线 ， 说 明 小 闭 曲线 
运动 的 质点 是 否 可 能 有 一 条 直线 作为 它 的 速 端 曲线 。 
”3. 假定 一 个 深 动 圆 以 常 速率 运动 ， 试 求 在 这 运动 中 生成 摆 线 的 点 的 
速度 和 加 速度 . 国 
4. 设 4 是 平面 上 的 一 个 定点 , 并且 假设 一 个 动 点 P 的 加 速度 向 重 总 是 
指向 4 而 且 正 比 于 1/14P|*。 证 明 带 端 线 是 一 个 贺 周 (参考 问题 2)。 
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5. 设 4 是 一 个 圆周 上 的 固定 点 ， 设 是 此 圆周 上 一 个 动 点 ， 其 加 速度 
问 量 指 闸 4， 证 明 加 速度 正比 于 142| 一 ， 
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1. 沿 直线 运动 的 质点 受到 产生 减速 度 ko 的 阻力 , 其 中 «为 速度 ,为 
常数 。 试用 到 初始 位 置 的 距离 * 和 初速 度 m 求 出 速度 (*) 和 时 间 (1) 的 表 
达 式 . 

2. 设 一 单位 质量 的 质点 沿 x 轴 运 动 ,并 受到 力 1(*) = 一 sinx 的 作用 . 

(a) 如 果 在 时 刻 上 二 0， 质 点 在 * = 0， 速 度 为 2， 试 确定 该 质点 的 运 
动 。 证 明 当 :一 oo 时 质点 趋 于 极限 位 置 。 试 求 这 个 极限 位 置 ， 

(b) 如 果 除 wm 可 以 有 任意 值 之 外 其 他 条 件 都 相同 , 试 证 如 zw > 2、 那 么 
当 上 -~ oo 时 质点 运动 到 无 穷 远 ; 如 果 wm < 2， 那 么 质点 在 原点 左右 振动 。 

“3. 选 定 原点 在 地 球 的 中 心 的 坐标 轴 , 我 们 用 表示 地 球 的 半径 。 按 牛顿 
万 有 引力 定律 地 球 有 一 EM/y* 的 力 吸 引 一 个 在 》 轴 上 的 单位 质量 的 质点 ， 
其 中 上 为 “万 有 引力 常数 ”,M 为 地 球 的 质量 。 

(a) 计算 质点 在 点 yo( > R) 处 放出 以 后 的 运动 ; 即 在 时 刻 + = 0 时 质 
点 位 于 点 y = y。 且 有 速度 m = 0 这 一 条 件 下 的 运动 ， 

(b) 试 求 在 (2) 中 的 质点 击 中 地 球 时 的 速度 . 

(c) 利用 (b) 的 结果 ,计算 质点 从 无 穷 远 落 到 地 球 时 的 速度 "…。 

*4. 受到 轻微 扰动 的 一 质点 在 重力 影响 下 从 男 的 顶点 的 静止 位 置 滑 下 
来 ， 这 质点 在 哪 一 点 不 受 约束 地 飞 离 这 个 圆 ? 


号 . 质量 为 的 质点 沿 本 图 + 一 一 一- 运动 ， 在 质点 上 指向 原点 


一 ecos 昌 
的 力 为 cm/r*。 描述 这 个 质点 的 运动 , 求 出 它 的 局 期 并 且 证 明 质 点 的 向 径 在 
相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 ， 
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1. 证 明 外 摆 线 (第 354 页 例 ) 的 渐 屈 线 是 和 第 一 个 外 摆 线 类 似 的 外 摊 
线 , 它 可 以 从 第 一 个 外 摆 线 经 过 旋转 和 收缩 而 得 到 . 

2. 证 明 内 摆 线 (第 355 页 例 ) 的 渐 届 线 是 另 一 个 内 摆 线 ， 它 可 以 从 第 
一 个 内 摆 线 经 过 旋转 和 展开 而 得 到 ， 


ae 


1) 这 与 发 射 一 个 抛射 体 使 它 离 开 地 球 , 而 不 再 返回 所 必须 的 最 小 速度 相同 ， 
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第 五 章 泰勒 展开 式 


3.1 引言 ， 天 级 数 


在 散 积 分 发 展 的 早期 ， 获 得 了 一 项 巨大 的 成 就 ， 就 是 由 牛顿 
和 其 他 科学 家 发 现 了 许多 已 知 函 数 能 够 表示 成 “无 穷 次 多 项 式 ”或 
人数 系数 是 由 一 些 极其 优美 而 简明 的 规律 形成 的 。 例如 


二 7 或 可 二) 在 开 区 间 |z| < !1 里 成 立 的 几何 级 数 


LI (1) 


1l—x 
I 。 
li+ x 
就 是 它们 的 典型 (参看 第 一 章 第 70 页 )， 
对 许多 其 他 的 函数 , 带 有 数值 系数 4, 的 类 似 的 展开 式 ， 
1(x) 一 00 十 07 十。 十 ex 十 。， 


一 ] 一 x 二 xi xt， “+ (—1)x 2n 十 … (1a) 


一 DS) qvx’, 
Vv 三 0 / 
将 在 这 一 章 里 导出 ， 
下 面 是 一 些 值得 往 意 的 例 本 : 
和 x 
ex 十 一 十 袜 十 十 十 
21 31 1 
3 5 _ .224 十 并 
siny = 一 ye 。。。。 
31 51 2n 十 1)! 
2 二 1 2 
cosry 一 1 一 二 -十 二 - .二 人 1 )"x 十 。。， 
21 41 (27 ) 


这 些 级 数 展开 式 对 所 有 的 * 都 成 立 , 
牛顿 的 一 般 二 项 式 定理 ， 展 开 式 
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Qt lt 
| | 


伺 
二 二 > ( ald 
v= 二 0 » 


对 |x| 二 1 和 任何 指数 & 都 是 正确 的 
”为 了 说 明 这 种 展开 式 的 确切 意义 ,我 们 考虑 由 级 数 的 前 十 1 
项 的 和 所 形成 的 nn 阶 多 项 式 , 即 第 个 “部 分 和 ” 


,= 3 dyx”, 
公式 和 
(四 = ax ( 式 中 lx| < 
的 意义 就 是 当 4 -> co 时 ,在 区 间 |x| 二 a 里 ,序列 8 在 每 一 点 
* 处 都 趋向 于 函数 f(x) 的 值 ， 这 时 ， 就 说 这 个 无 穷 级 数 在 区 间 
|Ix| 二 a 里 收敛 到 f(x). 差 
z Rk (xX) == f(x) 一 (x) 
称 为 级 数 的 余 项 , 它 度量 出 在 < 这 一 点 处 以 多 项 式 5,(x) 来 逼近 
f(x) 的 精确 程度 . 例如 ， 


一 一 1 十 xz 十 妇 十 十 加 十 Re)， (1b) 
— x 


其 中 余 项 Ru(z) 一 x"+1/(1 一 x), 对 |x| 二 1, 当 +# 增加 时 趋 寺 
雪 、 这样 就 得 到 了 无 穷 几 何 级 数 2 一 (lx). 要 寻找 在 
特殊 情形 下 R， 的 简单 的 容易 处 理 的 估计 量 ， 不 论 在 理论 上 还 是 
在 实际 上 都 是 一 个 重要 的 任务 , ” 

在 这 一 童 里 我 们 考虑 广泛 的 一 类 遂 数 的 展开 式 ， 其 中 包括 全 
部 “初等 超越 函数 。 在 这 些 超越 函数 的 展开 式 里 , 一 个 很 引 人 注 
意 的 事实 是 ,系数 是 整数 的 优美 的 表达 式 . 这 些 展开 式 是 通过 泰勒 
定理 得 到 的 ;以 后 在 第 七 章 ， 我 们 还 符 通 过 对 每 级 数 的 直接 研究 的 
另 一 途径 来 讨论 它们 . 
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应 该 强调 指出 的 是 ， 正 如 对 于 《1a) 的 几何 级 数 一 样 ,无穷 展 
开 式 对 于 x 在 某 个 区 间 以 外 的 值 是 不 成 立 的 《在 儿 何 级 数 的 傅 况 
下 这 个 区 间 是 xw? 过 1)，, 即 使 由 这 个 级 数 所 表示 的 图 数 在 这 个 区 间 
以 外 有 明确 的 定义 ,也 还 是 这 样 . 


5.2 对 数 和 反正 切 的 展开 式 
a&。 对 数 泥 数 
作为 简单 的 例子 ， 我 们 首先 从 具有 余 式 yx 人 (一刀 人 一 2) 
的 几何 级 数 


lt+t+ 十 于) 
—1 


出 发 ,用 积分 来 推导 对 数 和 反正 切 函 数 的 展开 式 ， 
我 们 把 这 个 和 代入 公式 


一 log(1 一 o= 上 -一 


中 的 被 积 图 数 ,并 且 逐 项 积分 , 则 对 x 二 1 得 到 


2 3 信 
一 kg(I 一 六 一 x 十 -十 -十 十 二 -十 Ri(Cx)， 
7 


其 中 余 项 


R,(x%) = | ;dt = | 一 dz 


因此 对 任何 正 整数 ,函数 一 log(1 一 *) 都 由 = 次 多 项 式 


2 3 部 
x 二 -十 一 -十 1: 
2 3 nn 


近似 地 表示 出 来 了 ,而 余 项 Rs 指出 了 这 个 近似 式 的 “误差 ， 

为 了 评价 这 个 近似 式 的 精确 度 , 我 们 来 估计 余 项 R。。 如 林 我 
们 首先 假定 一 1! 委 * 委 0， 那 么 被 积 函 数 r"/(1 一 1) 的 绝对 值 
在 整个 积分 区 | 间 里 到 处 都 不 会 超过 |z| 一 《一 1 于 是 
1 i"di) 一 过 
因此 对 * 在 闭 区 间 一 1 <* 过 0 里 的 每 一 个 值 ,包括 x 一 一 1， 
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|R,| 二 


侈 择 足 人 能 大 的 2， 就 能 使 这 个 余 项 变 得 像 我 们 所 希望 的 那样 小 ( 参 
看 第 68 页 )。 对 于 x > 0， 必 须 排 除 端 点 x 一 1; 我 们 不 得 不 把 
* 限制 在 半 开 区 间 0 志 x 二 1 里 ;被 积 畏 数 不 会 改变 符号 ,并 且 
它 的 绝对 值 不 会 超过 m/ 人 (1 一 已 ; 于 是 对 0 委 x 过 1 我 们 得 到 佑 
订 式 
1 x ， 和 二 
Rj < ot (1 —x)(nt 1) 
因此 我 们 又 有 , 若 令 x 轩 定 , 则 当 充分 大 时 , 余 项 就 可 以 任意 小 . 
当然 这 个 估计 对 x 二 1 是 没有 意义 的 . z 
综 上 所 述 , 只 要 * 位 于 半 开 区 间 一 1 和 zx<1 里 ,都 有 


log (1 一 x) 一 一 人 一 把 一 Rs， (2) 
其 中 余 项 R, 当 # 增 大 时 ,都 趋 于 零 ， 


事实 上 ,这 个 推理 建立 了 余 项 的 一 个 “一 致 ”的 估计 , 即 这 一 佑 
计 与 * 无 关 ， 对 于 x 在 区 间 一 1 和 x* 声 1 一 h 里 所 有 的 值 都 成 
YY， 其 中 为 适合 于 0 二 hh 万 1 的 任意 数 ， 也 就 是 ，|R,| 扫 
1/{[(n 十 1)41. 

余 式 R, 在 半 开 区 间 一 1 过 x 二 1 里 趋 于 零 这 个 事实 , 就 可 
说 成 在 这 个 区 间 里 对 数 溺 数 可 用 一 个 无 穷 级 数 ? 


log (1 一 站) 一 一 * 一 王 一 二 一 二 一 3) 


给 出 ， 如 果 我 们 在 这 个 级 数 中 代入 特殊 值 + = 一 1， 就 得 到 值得 
注意 的 公式 
1 _ 1 工 _ 1, .,.. 
log2 一 1 十 本 一 村 十 , (4) 
这 个 关系 式 的 发 现 曾 给 微 积分 的 早期 开拓 者 以 深刻 的 印象 . 
”对 于 开 区 间 一 1 二 x 二 1， 我 们 仅 需 把 (2) 里 的 4 换 成 一 *， 


1》 我 们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 练习 ,事实 上 对 jx| > 1 的 所 有 zx 值 , 余 项 不 仅 不 
能 趋 于 零 ,而 且 当 站 增加 时 | Ra| 趋向 无 穿 大 ,所 以 对 这 种 < 的 值 ,(2) 中 的 多 项 
式 就 不 是 这 个 对 数 函 数 的 好 的 近似 式 , 而 且 当 二 增加 时 反而 变 得 更 坏 ， 
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就 得 到 
lg (1 十 六 一 z 一 二 二 二 一 于 二 一 十 (一 1 二 一 R 《2a) 
其 中 
, 四 
RD = | 一 (一 Dr- 
取 # 为 偶数 ,由 (2a) 减 去 (2), 就 有 


1 1+x\ 
Tlog( ) 一 ax tanh x 
2 1 —x 


-01—z 

给 出 ,这 里 的 ar tanhx 依 第 247 页 上 的 定义 。 

注意 到 1/(1 一 ?) 三 1/(1 一刀)， 由 这 个 积分 的 一 个 基本 估 
计 式 ,我 们 得 到 
| 1 

1 十 1 lx’ 

所 以 , 当 # 增加 时 余 项 R。 趋 于 零 ， 这 里 我 们 又 得 到 一 个 展 成 无 穷 
级 数 的 例子 : 


Tlog( TE )—ar tanhx =x 十 一 + 王 5 -十 - (5) 


对 |x| 二 1 的 所 有 + 的 值 都 成 立 。 顺便 说 明 一 下 ,此 结果 也 能 由 
直接 积分 1/(1 一 x?) 的 几何 级 数 而 得 到 。 这 个 公式 的 一 个 优点 
是 , 当 x 从 一 1 到 +1 变化 时 , 表达 式 《1 十 x)/(1 一 x) 随 之 而 
取 遍 全 部 正 数 ， 因 此 ,如 果 把 x 选 得 适当 ,我 们 就 可 以 通过 这 个 级 
数 去 计算 任何 正 数 的 对 数值 ,其 误差 不 会 超过 以 上 的 估计 量 元 .. 


|R,| 扫 


b. 反正 切 函 数 
我 们 能 够 用 和 对 数 图 数 有 蔡 类 做 的 方法 ,从 公式 
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1 


== |] 一 1- 十 。。。 小 -一 | 2 一 1723 一 4 十 ， 
二 (—1)"-1 f 


出 发 来 处 理 反 正切 函数 ,其 中 x, 一 (一 1) 一 
通过 积分 (参看 第 228 页 ), 我 们 得 到 


3 .5 : 2n—1 
arc tanx 二 x 一 一 十 一 一 十 … 十 (一 1 -一 一 一 十 kK,, 
3 9 2n— |] 
ft 
Re "| 
我 们 立即 看 到 余 项 R; 在 闭 区 间 一 1 志 x 志 1 里 随 * 的 增加 而 
趋 于 零 , 因 为 


IR,| 扫 | prdi 一 x 
J0 2n++ |] 
从 余 项 的 公式 ,我 们 也 能 很 容易 地 证 明 , 在 |x| >1 时 , 余 项 的 绝 
对 值 随 = 的 增加 而 无 限 增 大 . 
因此 ,我 们 就 推导 出 无 穷 级 数 
妇 La 
arc tanzy 一 一 本 十 二 十 二 (一 1) 7 Tt > 


(6) 
对 区 间 jz| < 1 成 立 ， 因 为 对 * 一 1 有 arc tan1 一 二， 我 们 得 
到 莱 布 尼 楷 -格雷 戈 里 级 数 (Leibnitz-Gregory ): 


邢 1 1 。 ' 
4 3 5 7) 


这 个 表达 式 和 前 面 建立 的 log 2 的 表达 式 一 样 值 得 注意 . 


5.3 泰勒 定理 


“和 牛顿 的 弟子 泰勒 (Tayler) 注意 到 多 项 式 的 初等 展开 可 以 广泛 
地 推广 到 非 多 项 式 函数 ， 只 要 这 些 函 数 充分 可 微 ， 而 区 域 又 受到 
适当 的 限制 
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a. 多 项 式 的 泰勒 表示 


关于 * 的 一 个 二 次 多 项 式 , 艾 如 说 
f(%) 二 ao 二 ax 十 qx 十， 十 a4,X*， 
其 泰勒 表示 完全 是 一 个 初等 的 代数 式 ， 
假如 我 们 把 x 换 成 a 十 4 一 4， 并 按 4 的 寡 展 开 每 一 项 ， 就 
马上 得 到 一 个 形式 为 


f(a++h)=codt echt cori. 十 cp (8) 
的 表达 式 。 泰勒 公式 实质 上 就 是 关于 这 些 系 数 的 关系 式 
‘» =— fa), (8a) 


1D 


系数 c, 由 了 和 上 了 的 各 阶 导数 在 x 二 a 的 值 来 表示 .为 了 证 明 这 
个 事实 ,我 们 把 量 4 二 5 一 a 看 作 自 变量 ,并 应 用 锁链 法 则 ;根据 
这 个 法 则 关于 % 求 导 和 关于 6b 二 a 十 h 求 导 结 果 是 一 样 的 。 因 此 
在 公式 (8) 里 关于 逐次 求 导 ,在 每 次 求 导 之 后 以 4 二 0 代 人 ,就 
依次 地 得 到 如 下 的 结果 : 
co= fa), A=f(a),, plc, = f(a), 
因而 的 确 得 到 了 多 项 式 的 泰勒 公式 : 
p: 


Kath) fa) th a) +t fa) + ee + fla), (9) 


内 为 4 次 多 顺 式 的 w 十 1 次 导数 是 零 ,所 以 公式 (9) 就 自然 而 然 
地 结束 了 . 

如 上 所 述 ， 公 云 〈9) 不 过 是 把 一 个 关于 a 十 h 才 的 多 项 式 ， 
经 初等 代数 整理 而 化 为 关于 4 罕 的 一 个 多 项 式 . 


b. 非 多 项 式 函 数 的 泰勒 公式 


和 牛顿 和 他 最 亲近 的 弟子 勇敢 地 把 公式 (9) 用 到 了 非 多 项 式 函 
数 。 对 这 种 非 多 项 式 消 数 来 说 ,展开 式 并 不 自动 地 在 第 项 结束 ; 
电 们 简单 地 代 之 以 允许 + 趋向 于 无 穷 ， 以 后 将 验证 这 种 处 理 办 法 
对 许多 重要 的 特殊 水 数 是 合理 的 ， 


。 469。 


假设 函数 f 在 包含 a 和 4 十 有 的 一 个 区 间 里 至 少 7 次 可 微 ， 
我 们 当然 不 能 再 把 f(a 十 h) 写成 象 公式 (9) 那 样 用 的 有 穷 次 窜 
构成 的 表达 式 , 而 必须 通过 一 个 附加 的 “ 余 项 ”R; 进行 修正 ， 我 们 
暂且 弃 探 狂 地 把 它 写 成 
1(2)= fa + h) 


= f(a) + h(a) + .+ f(a) + R,; (10) 


事实 上 ,(10) 只 不 过 是 校正 式 余 项 R, 的 一 个 定义 ,并且 指出 当 
n 一 00 有 时 ,希望 R。 变 小 而 趋 于 零 ，。 如 果 这 个 余 项 确实 趋 于 零 , 那 
么 公式 (10) 在 2 一 o 时 的 极限 就 导出 了 (x) 的 一 个 表 成 4 的 
无 穷 帮 级 数 的 展开 式 


fath) = fe) +t ha) + e+ fa) + “(11) 


于 是 关键 性 的 问题 在 于 寻求 余 项 R， 的 估计 式 ,以 便 能 够 严格 
地 揭示 出 关于 4 的 二 阶 有 限 泰 勒 多 项 式 


T,(h) = > i hr (12) 


作为 厅 勒 表示 的 精确 度 ,以 及 当 n 一 % 可 极限 的 合理 性 这 个 
问题 的 难度 远 远 超 过 了 在 5.3a 这 一 节 里 代数 处 理 的 难度 ， 泰 勤 多 
项 式 T,(4) 是 从 a 十 4) 在 这 样 意义 下 的 一 个 近似 式 , 即 在 == 0 
处 不 但 况 数 7T, 和 了 寺 而 且 它 们 的 直到 二 阶 的 导数 都 相 重 合 ,使 得 差 
R, 一 了 一 T， 连同 它们 的 前 # 阶 导数 在 x 一 4 一 起 变 为 零 , 
3.4 ” 余 项 的 表示 式 及 其 估计 

&， 柯 西 和 拉 格 朗 日 余 项 

余 项 R, 的 一 个 直接 的 表示 ， 使 得 我 们 有 可 能 对 它 的 绝对 值 
1R.| 作出 估计 ,这 是 泰勒 定理 的 核心 。 这些 结果 容易 根据 微分 中 
什 定 理 而 得 到 ， 此 外 它们 还 与 用 微分 作 函 数 的 线性 近似 有 关 ( 参 
看 第 190 页 ). 

首先 让 我 们 再 一 次 考察 一 下 这 个 近似 式 ， 
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在 点 a 处 的 导数 的 定义 仅仅 是 说 万 e 士 加 一 万 ez) 十 hf (a) 
+ he， 这 里 当 4 一 0 时 s 一 0。 只 要 假定 不 仅 了 而 且 产 在 区 
间 J 里 存在 并 且 是 连续 的 ,我 们 就 能 够 肯定 s 确实 至 少 和 如 同 阶 ， 
从 而 得 到 稍微 精确 一 些 的 近似 表达 式 ， 如 采 我 们 再 一 次 记 a 十 
有 一， 由 
1(2) = fa)+(b—a)f(a)+R (13) 
引信 一 个 余 项 R， 我 们 就 可 以 得 到 上 述 关 于 的 估计 ， 现 在 把 2 
看 成 是 固定 的 ,把 初始 点 4 看 成 是 变量 ;方程 (13) 在 了 中 把 尺 定 义 
为 = 的 函数 ,对 上 式 两 边 取 < 的 导数 ,因为 左边 的 K2) 是 常量 , 故 
导数 为 零 ,对 右边 应 用 两 个 函数 乘积 的 微分 法 则 ,就 证 明了 
0= f(a)— fa) + (bo— oF (a) + Rla), 
从 而 得 到 
—R(a)= (6 — ao)f (a). (14) 
现在 ,对 “一 我 们 显然 有 R(6)==0。 由 微 商 中 值 定理 [R(a) 一 
R(5)]/(5b 一 4a) 一 一 R(#)， 其 中 5 是 未 被 指明 的 介 于 a 和 &。 
中 间 的 一 个 值 ;由 于 RC5) = 0, 我 们 由 此 断定 R(a) 一 一 (2 一 4) 
XR'(E) 一 一 hR(#)， 现 在 由 (14) 有 R(8) 一 一 (b 一 5)f (8$)， 
而 由 于 15 一 5 志 h,， 所 以 |R58)| 过 #5)|， 因 为 18)1 
在 围绕 a 的 一 个 区 间 里 是 有 界 的 ,最 后 我 们 得 到 一 个 估计 式 , 它 指 
朋 余 项 或 “误差 R, 关于 4 至 少 是 二 阶 无 穷 小 : 
| RCa)! < BRIE)). (15) 
我 们 现在 从 ”一 1 的 特殊 情形 转向 任意 阶 7 的 情形 ， 可 直接 
用 与 x 二 1 的 情形 相同 的 方法 来 摘 述 余 项 KR,。 假定 < 和 b= 
a 十 h 是 区 间 J 里 的 点 ,在 这 个 区 间 中 f(x) 有 定义 并 直到 十 1 
阶 连续 可 微 ， 把 。 看 作 自 变 量 ,而 终点 5 保持 固定 ,在 第 470 页 定 
义 Ra(4) 的 公式 (10) 里 ,我 们 用 5b 一 a 来 代替 hh， 求 导数 ,并 考 
虑 到 f5) 是 常数 , 根据 乘积 的 微分 规则 我 们 就 发 现 , 几乎 所 有 的 
项 都 抵消 了 , 剩 下 的 只 是 公式 : 
0 fa) + Ra， (10) 
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时 


对 区 则 里 的 每 个 值 a 者 成 六， 因为 对 于 a 一 6, 余 项 R, 是 零 , 所 
以 这 个 把 R, 的 导数 直接 表 为 a 的 函数 的 表达 式 完 全 刻 划 了 R，: 


把 它 表 成 了 积分 | Raz 一 一 | Rs(1) dt， 也 就 是 
Ri) 一 | fern ds. (17) 
这 是 全 项 的 一 个 精确 的 积分 表示 式 ， 


会 项 丸 的 一 个 类 似 于 上 述 二 1 时 所 得 到 的 估计 ,可 以 对 
通过 公式 (16) 应 用 微分 中 值 定 理 而 直接 得 到 
R,(a) Rb) 一 R,(4) 二 = 一 RR (&) 一 (2 — §)° forDCE) 
pb a p—a " | 
或 


Ra) 一 (Se porn), (18) 


其 中 去 是 介 于 za 和 2 之 间 而 未 被 指明 的 一 个 适当 的 中 间 值 . 对 
表达 式 (17) 应 用 积分 中 值 定理 ， 也 能 得 到 相同 的 估计 式 ( 第 二 章 
第 151 页 ). 

余 项 的 柯 西 (Cauchy) 形式 。 如 果 我 们 定义 5 二 a 十 6h 二 a 十 


者 者 一 丰 电 


8(56 一 a), 就 得 到 泰勒 公式 (10) 里 的 余 项 的 柯 西 形式 
R,(a) = “一 (1 一 6jrfo+bCa 十 90)， (19) 


其 中 0 是 0 和 1 之 间 的 一 个 未 指明 的 量 , 
对 余 项 R。 的 积分 形式 《17), 我 们 也 能 用 积分 学 的 推广 了 的 
中 值 定理 ( 见 第 152 页 ), 取 表达 式 p() 一 (6 一 1)” 作 为 “ 权 函 数 ” 
演 个 了 数 在 整个 积分 区 间 上 部 不 变 号 .这 检 就 有 
= lint /pn (一 2) 一 如 ) nty) 
R 一 二 | Gs), C20) 
余 项 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 形式 、 再 次 令 一 “十 6 就 得 


| 


1》 对 于 p(z) 为 正 的 情形 广义 中 值 定 理 已 证 明了 , 而 当 pC2) 在 整个 积分 区 间 是 负 
的 时 候 , 它 也 完全 同样 适用 ， 
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到 余 项 的 拉 格 朗 日 形式 
人 《7 十 1 1 
R,(4a) = CT f‘*+ DC + 04), (21) 
其 中 9 是 满足 0 委 9 委 1 的 一 个 适当 的 数 。 拉 格 朗 日 形式 特别 具 
有 启发 性 ,因而 更 经 党 地 被 应 用 ,因为 它 使 得 公式 


Ka + = Hot f+ F(a) + 
+ 如 fo(a) 十 Re 一 Pi) 十 R。 (22) 


的 余 了 项 R,， 看 起 来 很 像 是 在 展开 式 (22) 里 以 更 高 一 阶 出 现 的 项 
pf Ge) 人 an 十 1)!1， 只 是 自 变量 a 被 中 间 值 a 十 94 代替 罢 
J 了 . 

若 函 数 了 的 2 十 1 阶 导数 太 在 包含 点 4 的 一 个 闭 区 间 里 
是 连续 的 , 则 量 |fo+5(E)| 就 有 一 个 固定 的 界 M。 于 是 因为 

ph 

a+ 1 yr 
所 以 对 于 固定 的 » 泰勒 多 项 式 P,(%) 给 出 了 函数 Ka 十 h) 的 一 
个 近似 式 , 其 误差 天 于 下 的 阶 至 少 是 十 1 

我 们 的 兴趣 主要 将 入 对 这 样 的 问题 , 当 w 增加 时 余 项 R 是 否 
艳 于 零 3 如 果 趋 向 于 零 ， Rn 


fa+h)=f(a )+ fC) + fC) 


|R,s| < 


+ (a) + . (23) 


特别 是 ,车 先 令 a 一 0， 而 后 把 4 改写 成 < 我 们 就 得 到 “ 笃 级 数 ” 
/Co = 0) + EF) + 0) + 
! 21 
我 们 将 在 第 5.5 节 里 讨论 一 些 例子 . 


这 个 对 于 固定 的 # 的 ,有 限 的 ,并 带 有 余 项 的 泰勒 展开 式 (22)， 
在 应 用 上 同样 是 重 机 的 。 在 这 个 公式 里 ,如 果 我 们 令 % 趋 于 起 ,并 
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用 第 三 常常 268 由 上 的 术语 ;我们 融 可 以 说 ,级 数 的 各 项 就 都 以 关 
于 4 的 不 同 的 阶 趋 于 零 . 在 泰勒 级 数 里 ,表达 式 fa) 表示 零 阶 的 项 ， 
表达 式 好 (a) 表示 第 一 阶 的 项 , 表达 式 如 f(a)/2! 表 示 二 阶 的 项 ， 
等 等 ， 我 们 从 余 项 的 形式 看 到 ,在 展开 一 个 函数 直到 第 = 阶 项 时 ， 
就 形成 一 个 误差 ,当天 趋 于 零 时 ,这 个 误差 赵 于 寒 的 阶 数 为 2 十 1. 
点 4 十 上 越 接 近 于 点 a, 函数 从 a 十 4) 用 近似 多 项 式 Ph) 来 
表示 就 越 好 ; 在 一 些 最 重要 的 情况 下 , 在 x 的 一 个 邻 域 里 , 这 个 近 
似 表 达 式 能 够 由 增 大 7 值 而 得 到 改进 . / 


b. 泰勒 公式 的 另 一 种 推导 法 
泰勒 定理 中 余 项 R, 的 积分 表示 式 (17) 是 以 R4 的 公式 (16) 
为 基础 的 。 由 于 这 个 定理 的 重要 性 , 我 们 在 这 里 从 另 一 角度 再 给 
出 一 种 推导 法 : 由 公式 
A6) — fe) 一 | FO) a (24) 
岂 发 ,经 反复 运用 分 部 积分 法 而 直接 导出 余 项 R, 的 表达 式 . 


为 了 通过 逐次 分 部 积分 来 变换 《24)， 我 们 按照 关系 式 
polt) 一 1， $,(#) 一 py,-1(t) 《25 ) 


pb)=0 (v2 1) (26) 


和 条 件 


来 5| 进 溺 数 
DE 


其 中 6 作为 国定 的 参数 。 很 清楚 , 条 件 (25) 和 (26) 逐步 地 确定 
了 所 有 的 $,(:)， 容 易 直接 地 验证 , $,(z) 刚好 是 多 项 式 : 
$l) 一 外 一 2 
21 

我 们 顺便 注意 一 下 ， 函 数 由 是 通过 反复 积分 逐个 产生 的 ， 积 分 常数 留 
下 待定 ;所 以 定义 条 件 (25) 也 能 够 被 用 满足 另外 一 组 边 条 件 (26) 的 沼 数 所 
满足 ( 见 第 199 页 ). 

因为 $,(a) = 二 (一 1)(6 一 a)/v! 而 $,(6) = 0, 我 们 得 到 


KAO) Ka) da | Bam fl — | bpd 
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对 最 后 一 项 再 次 进行 分 部 积分 ,就 得 到 
Kb) 一 Ko) =— 6— af) — | pa 
bf + Ta) + | fade 
把 这 个 过 程 反复 进行 ”次 就 有 : 
Kb) — fe) Cb Fa) + ea) + ee 


DAO 


CG— AF) + Ee) + 
十 性 一 2 fo) 十 R,， 


其 中 按照 $, 的 定义 ， 
Rs = [forme) (ea. 


这 样 我 们 就 再 一 次 证 明了 : 
泰勒 定理 . OR 1() 在 包含 尽 4 和 5 的 一 个 团 区 间 


入 


(6) Ha) + C6 — fC) + et $4 foca) + R,, 


其 中 余 式 R， 依赖 于 >，a 和 2， 并 由 表达 式 


Gm 0 
给 出 ， 
把 记号 改 一 改 ， 我 们 就 得 到 徐 勒 公式 的 男 一 个 稍 做 不 同 的 表 
达 式 ， 把 a 换 成 +,2 换 成 x 十 h， 下 


f(x 二 + Ah)= (7) 二 有 好 (Xx) 十 。。 十 四 六 (2 ) 十 R,, (27a) 
1 
其 中 
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一 1 “Th _ 441(n 二 1) 
R, | (x + Ami) a 
) x 


或 用 ! 二 x 十 7， 
R, = | (hf 十 dr (27b) 
1 


如 果 我 们 令 x 二 0 有 改写 成 x， 我 们 部 得 到 
Ke) 一 区 0) 十 开 一 一 ~ fC0) + 大 《0) 十 。 


十 joc 十 尺 ， (27c) 


其 中 余 式 为 
R, = | (x CO— "ft dr, 


对 这 个 积分 应 用 积分 学 中 值 定理 或 它 的 推广 的 形式 ， 就 分 别 导 出 
余 项 的 柯 西 公式 
R = (1—0) x"+lf(r+ d(C Ox) 


n! 


和 拉 格 朗 日 公式 


R, = x (nt NCO 
(zn 十 村 《6z)， 


同 以 前 (第 472 页 ) 证 明了 的 一 样 . 

这 里 9 是 一 个 满足 0 三 6 过 1 的 适当 的 未 指明 的 数 (两 个 公 
式 中 的 6 并 不 相同 ). 

作为 一 个 练习 ， 读者 应 自己 构造 $8,, 使 它 满足 (25 ), 而 边 条 
件 (26) 将 代 以 关系 式 


| $A 一 0 (v1) 
〈 见 第 八 章 , 附 录 4). 


Le ee 


1) 定理 的 这 个 特殊 情形 有 时 称 为 马 殉 劳 林 (Maclaurin) 定理 是 不 符合 历史 的 ; 奉 
勒 的 一 般 定理 在 1715 年 已 公开 发 表 ; 而 蕊 克 劳 林 的 特殊 结果 却 在 1742 年 ， 
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3.5 ”初等 函数 的 展开 式 
前 面 所 得 的 一 般 结论 容许 我 们 将 简单 的 初等 函数 展开 成 泰勒 
级 数 . 其 他 涌 数 的 展开 式 将 在 第 七 章 中 讨论 ， 
a. 指数 函数 


首先 我 们 展开 指数 函数 (x) 一 ce*， 在 这 个 情形 下 ,所 有 的 导 
数 都 和 f(x) 相同 ,并 且 对 x 一 0 其 值 都 是 1。 根 据 拉 格 天 日 的 余 
项 形式 (第 473 页 ,等 式 (21)), 世 即 得 到 公式 : 


之 3 类 全 十 1 
cx 一 1 二 二 十 二 十 二 十 .。。 十 二 -十 cex ， 
1 2 31 nl} (z+ 1)! 
0 天 0 一 1 


如 果 我 们 现在 令 # 无 限 增 大 , 那 末 对 于 任何 一 个 固定 的 * 值 , 余 式 
R, 都 趋 于 零 。 为 了 证 明 这 一 点 我 们 首先 注意 到 。“ 委 。 ” 《因为 
e* 是 单调 增加 的 函数 ). 令 mw 是 大 于 2jx| 的 任 一 整数 . 则 对 所 有 的 


宇 m 都 有 x1/ < = 因而 


x" | x") jx) .jx 
(n+ 1)! m! m+l1 n+tl 
lx™|. 本 — |2x}" ._1. 
m1 Jnt lm m1 ph ” 
所 以 
IR,| < |2r)” . clrl 、 了 
71 2” 


因为 右边 的 前 两 个 因子 与 # 无 关 , 而 当 n 一 co 时 1/2” 一 0, 我 们 
的 命题 就 被 证 有 明了. 
于 是 函数 不 可 以 表 成 一 个 无 穷 级 数 : 
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这 个 展开 式 对 所 有 的 * 都 正确 ， 特 别 是 对 x = 1 我 们 又 得 到 第 一 
佛 里 用 以 定义 数 。 的 那个 无 穷 级 数 (参看 第 81 页 )， 

当然 ， 对 于 数值 计算 , 我 们 必须 用 带 有 余 项 的 泰勒 定理 ; 例如 
以 x 二 1 作为 例子 (与 第 82 页 上 的 相似 的 计算 比较 ) 我 们 有 

1 1 1 er 

如 果 我 们 想 要 计算 。 而 要 求 误差 至 多 为 1/10,000， 我 们 仅 需 安 苑 
择 足 够 大 的 x， 使 得 余 项 小 于 1/10,000， 因 为 这 个 余 项 必定 小 于 
3/(zn 十 1)13?, 选 择 n 二 7 就 够 了 ,因为 8 一 30,000。 这 样 我 们 不 
得 到 。 的 近似 值 。 一 2.71825， 其 误差 小 于 0.0001. 


b， sinx，cosx，sinh x，cosh x 的 展开 式 
对 于 通 数 sinx，cosx，sinh xz，cosh x 我们 得 到 以 下 的 公式 : 


1(x) = sinx COSX sinh x cosh x ， 
f(x) = cosxr — sinx cosh x sinh x ， 
f (x) =— sinx 一 cosx sinh x cosh x， 
f(x) 一 一 cosx sinx cosh x sinh xy， 
jx) = sinx .. cosx sinh x cosh x. 


可 见 ; 对 sinx 和 sinhx 的 关于 x 的 近似 多 项 式 ，zx 的 偶 次 医 的 系 
数 为 零 ,而 对 cos x* 和 cosh +,* 的 奇 次 军 的 系数 为 零 . 

当 我 们 用 余 项 的 拉 格 朗 日 形式 (21) 时 (第 473 页 )， 上 述 函 数 
的 泰勒 级 数 取 以 下 的 形式 : 


3 5 _ 好 ,27 十 1 
int 一 + 一 -< 十 富 ei D2 
31 51 (2n + 1)! 
(一 1)*+lx2z+acos(Bx ) 
(2n 十 37)1 


1) 这 里 我 们 利用 了 = < 3 这 个 事实 ， 这 可 以 从 e 的 级 邦人 得 出 (参看 第 81 页 )， 因 
为 1 /mi 委 :T/27 一 总 是 正确 的 ,所 以 
l 


ccl+1+ 寺 二 十 填 .二 1 十 
2 4 1 _ 


。 478。 


— | 192 
cosy 一 一 一 -十 二 -一 .十 …. 十 ( 1 "x 
1 4 (2n)1 
十 《一 1 一 <" “cos(gz ) 
(27 十 2)1 
3 5 27+1 
sinhx 二 + 十 一 -十 一 -十 -.… 十 一 “一 
31 ?1 《22 十 1)1 
Xx cosh (Ox) 


(2n + 3)1 
又 4 pe 
coshx 二 1] 十 一 -十 一 -十 .… 十 -2 
21 41 (2n)1 
xi"t2 cosh (Ox) z 
(2n + 2)1 


当然 ,在 四 个 公式 里 的 每 一 个 当中 ,9 表示 区 间 0 专 0 < 1 上 不 同 
的 数 ， 此 外 9 还 依赖 于 ”和 *。 因为 在 这 些 公式 中 的 每 一 个 里 当 
2 增 大 时 余 项 都 趋 于 委 , 这 人 恰恰 和 。* 所 看 到 的 情形 完全 相同 ， 所 
以 我 们 就 能 够 使 近似 可 怎样 精确 就 可 以 起 样 精确 。 这 样 我 们 又 得 
到 四 个 无 穷 级 数 ,它们 对 所 有 的 * 都 成 立 : 


x x” ui (— 1)’x2*t! 
SIN 二 OC 一 二 一 一 一 “一 

31 7! 之 (2> 十 1)1 

~ 1 Np 2y 
cosy 二 1 一 十 下 -一 (一 下) 

“! 4 1! 几 二 (2»)! 


sn “** -人 2 hr 
后 两 个 也 可 以 根据 双 曲 项 数 的 定义 4 苑 第 245 页 ) 从 e* 的 级 数 展 开 
式 得 到 . 


x2 
cosh yx 二 ] 十 -一 十 
2 1 


c。 二 项 式 级 数 
我 们 不 讨论 已 经 在 第 5.2 下 直接 推导 过 的 国 数 log(1 十 *) 和 
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atc tanx 的 泰勒 级 数 了 ; 但 是 我 们 将 着 手 处 理 任意 指数 的 广义 的 
二 项 式 定 理 , 这 是 牛顿 的 数学 发 现 中 最 引 人 注 意 的 一 个 。 我 们 短 
望 展开 函数 f(x) 一 (1 十 x+) 成 泰勒 级 数 , 其 中 xx> 一 1， 而 c 
是 一 个 任意 的 数 , 正 的 或 负 的 , 有 理 的 或 无 理 的 .。 我 们 选择 细 数 
(1 十 x》 以 代替 x”", 因为 对 后 者 来 说 在 x 二 0 并 非 所 有 的 导数 都 
是 连续 的 ,除非 “为 正 整数 值 的 这 种 明显 的 情形 。 首先 我 们 计算 
1(x) 的 导数 ,得 到 

f(x) = a(l+t x+), 

f (%) =— ala— (ll+ x),, 

fx) = aa Oo 1 — yt 1 + rT, 
特别 是 ,对 x 一 0 我 们 有 

1(0)=a, 三 0) 一 aa 一 1 

户 (0) 一 ca 一 Ia 一 2 十 1 
于 是 泰勒 定理 就 与 成 为 


Qt lt 
! 


+ a(a—l1)(a—2)...(a—nt+1) x? 十 RR, 


ni1 
收 生性 
我 们 还 必须 讨论 余 项 。 这 个 问题 并 不 很 困难 , 但 也 并 不 象 前 
面 已 探讨 过 的 那样 简单 。 我 们 一 方面 将 直接 得 到 余 项 的 一 个 估 
计 ， 另 方面 也 将 作为 A.4 市 里 一 般 结 傈 的 特殊 情形 。 这 将 允许 我 
们 源 定 |x| 二 1 时 二 项 展开 式 的 余 项 R。 趋 于 雪 。 因 此 表达 式 
(1 十 x)” 可 以 展 成 一 个 无 穷 级 数 


(C141l+ r+ Dt..。 
] | 21 
o 
-> )* 
2 2 


其 中 为 了 简洁 ,我 们 引进 了 广义 二 项 系数 
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(5)= = + (» > 0) 


(= 


* 六 了 直接 证 明 在 一 1 二 x 二 1 的 情形 下 当 nn 一 0 吕 时 余 项 
R,。 一 0， 我 们 选用 余 项 的 柯 西 形式 (19 儿 第 472 页 ); 
R, 一 《1 一 0) ro+ljot+DKCgBx ) 


1 


一 人 1 一 6) xla 一 Ta 一 2)。。 


7 1 
。。 (ca 一 一 n)x"ti( 1 十 Ox )°™""! 

(0 志 9 志 1). 因为 jzl< 1, 我 们 有 0 和 (1 一 6) 人 1 十 bz) 委 1， 

所 以 


IR,| < C+ Ory axl (1 一 二); 


| 
存在 一 个 数 4 满足 jx*| 二 4g 二 1， 那么 显然 也 满足 
(2)* 
只 村 mw 足够 大 , 壁 如 说 六 全 N. 这样; 对 么 盖 和 N 就 有 
IR,| (1 + Ox) lal(l + loal)Va™™, 

其 中 因子 (1 十 xz) 是 有 界 的 (如 果 a 之 1， 以 2”!' 为 界 ; 如 果 
g 二 1， 以 (1 一 g)》! 为 界 ), 甩 以 R, 一 0. 

对 表达 式 《a 十 6》 可 给 出 一 个 稍微 广泛 些 的 公式 。 我 们 只 
要 提出 因子 a* 并 且 对 x 二 b/a 应 用 二 项 展开 式 , 则 对 ae 之 0 和 
51 二 a 得 到 


Ca +6) = ar(1+ 2) 
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人 


oe a*~lib 十 ola 一 oa—1) zc 一 2 十 sae 
1 1] .2 


3.6 几何 应 用 


一 个 淆 数 f(x) 在 x 二 a 的 一 个 邻 域 里 的 性 状 ,或 者 说 给 定 的 
曲线 在 它 的 一 个 点 的 铝 域 里 的 性 状 ， 可 以 借助 于 泰勒 定理 详细 地 
加 以 刻 划 ,因为 这 个 定理 允 计 我们 对 邻近 的 后 x 一 a 十 4 把 东 数 
的 增 量 分 解 成 4 的 一 阶 ,二 阶 等 量 的 和 |. 


&. 曲线 的 接触 


高 阶 接触 

如 果 在 x 一 a 点 ,两 条 曲线 y 一 f(x) 和 y 一 g(x) 相交 且 
有 公共 的 切线 ， 我 们 就 说 这 两 条 曲线 相互 接触 或 有 第 一 阶 接触 . 
在 这 种 情形 下 , 函数 f(a 十 h) 和 g(a 十 h) 的 泰勒 展开 式 关 于 4 
具有 相同 的 零 阶 项 和 一 阶 项 ， 若 f(x) 和 g(x) 的 二 阶 导 数 在 *= 4 
点 也 彼此 相等 ,我 们 说 这 两 条 曲线 有 二 阶 接触 .这 时 , f 和 & 的 秦 
勒 展开 式 二 阶 的 项 也 将 一 致 。 如 果 我 们 假定 两 函数 至 少 三 阶 可 
微 ,那么 差 

D(x) — f(x) — g(x) 
能 够 表示 成 以 下 的 形式 : 
D(a++ hk)=fat+h)— g(a+t 4h) 


局 nn 
一 本 (a 十 07 ) 一 一 F(h), 
i 


其 中 表达 式 F(%) 当 % 趋向 于 零 时 趋 于 f(a) 一 2，“(a)， 因 此 ， 
差 D(a 十 h) 趋 于 零 关 于 % 至 少 是 三 阶 的 ， 

我 们 能 够 用 这 种 方法 来 讨论 一 般 的 情形 ， 这 时 f(x) 和 g(x) 
的 泰勒 级 数 直 到 第 w 阶 项 都 一 致 ; 即 ， 

f(a) = g(a), fla) = ge), ,f(a) = g(a), 
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我 们 假定 第 ”十 工 阶 导 数 是 连续 的 ， 在 这 些 条 件 下 ,由 我 们 的 两 
个 函数 定义 的 曲线 就 说 是 在 x = 一 ea 点 有 7 阶 接触 ， 这 时 这 两 个 涵 
数 的 差 有 以 下 的 形式 : 

D(a bh)= fat+h) ~ gat h) 


pt 
-rT +0) 
1 用 


A 

(7 二 1)1 

其 中 因为 0 和 6 过 1,， 量 F(4) 一 D”+D(4 十 04) 当 趋 于 零 时 

趋 于 fa 一 gc)， 从 这 个 公式 我 们 看 到 , 在 此 接触 点 上 
差 f(x) 一 g(x*) 趋 于 零 至 少 是 请 十 1 阶 , 


F(h), 


2.1 < 的 密切 抛物 线 
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由 等 式 
Pr) fa) +t 一 fa) +t et + A ee fa) 


定义 的 泰勒 多 项 式 在 几何 上 由 这 样 一 个 # 阶 抛物 线 : ' 来 刻 划 ， 它 
在 给 定 的 点 上 对 给 定 函 数 的 图 形 具 有 最 大 可 能 的 接触 .因此 这 些 
抛物 线 有 时 称 为 密切 (osculating) 抛物 线 ( 仅 当 n 一 2 时 这 些 曲线 
才 是 普通 意义 下 的 抛物 线 ). 

图 5.1 显示 出 函数 y = 二。* 在 x 二 0 点 的 最 初 三 条 密切 抛物 

在 * 二 a 点 有 2 阶 接触 的 两 条 曲线 y 一 f(x) 和 9y == g(x)， 
也 可 能 有 更 高 阶 的 接触 , 也 就 是 说 , 等 式 fo+D(e) 一 go+D(a) 可 
能 也 是 正确 的 。 如 果 不 是 这 种 情形 , 若 je+D(e) 六 ge+D(e)， 我 
们 就 说 接触 的 阶 恰好 是 1， 
侦 阶 接触 或 奇 阶 接 角 

由 公式 同样 也 由 于 直观 ,我 们 指出 一 个 值得 注意 的 事实 , 它 常 
常 不 为 初学 者 所 注意 ， 设 两 条 曲线 的 接触 恰好 是 偶 阶 ; 也 就 是 说 ， 
所 讨论 的 两 个 函数 的 开头 的 某 7 个 (偶数 ) 导 数 都 在 所 考虑 的 点 上 
具有 相同 的 值 ， 而 第 ” 十 1 阶 导 数 则 不 同 。 那 末 对 于 % 的 小 的 正 
值 和 人 负 值 , 上 述 公式 表明 f(a 十 h) 一 g(a 十 h) 这 个 差 有 不 同 的 
符号 ， 于 是 这 两 条 曲线 在 接触 点 上 相交 叉 。 例 如 ， 若 第 三 阶 导数 
有 不 同 的 值 , 则 二 阶 接触 就 出 现 这 种 情况 。 与 此 相反 的 是 ,接触 的 
阶 恰好 是 奇 次 的 , 例如, 一 个 通常 的 一 阶 接触 , 就 意味 着 对 所 有 用 
较 小 的 数 表 示 的 4 值 ,不管 正 的 或 者 负 的 ，f(a 十 4) 一 g(a 十) 
这 个 差 都 具有 相同 的 符号 ; 因此 两 条 曲线 在 接触 点 的 一 个 邻 域内 
不 相交 叉 ， 最 简单 的 例子 是 一 条 曲线 和 它 的 切线 的 接触 。 仅 在 接 
触 至 少 是 二 阶 的 一 些 点 上 切线 才能 与 曲线 交叉 ; 而 当 接 触 的 阶 是 
偶数 时 它 就 真正 穿 过 巾 线 ， 例 如 ,一 个 通常 的 拐点 ,那里 f(x)==0 
但 f(x) 关 0， 在 接触 的 阶 是 奇数 的 点 上 ,切线 不 会 和 曲线 交叉 ， 


1) 两 条 曲线 的 接触 的 阶 是 一 个 真正 的 几何 关系 、 它 是 不 受 轴 的 转动 的 影响 的 , 这 
一 事实 很 容易 用 转轴 公 却 来 证 实 ( 参 看 第 四 章 第 385 页 )。 


。484 。 


作为 一 个 例子 , 在 一 个 二 阶 导 数 不 为 零 的 曲线 通常 的 点 上 , 例如， 
曲线 y 二 x 在 原 氮 处 束 是 这 样 . 

我 们 从 第 四 章 的 第 384 页 里 知道 ,对 于 由 函数 y 一 g(x) 在 
x 二 a 的 一 个 令 域 里 给 定 的 在 点 x 三 a 处 的 曲率 圆 ， 我 们 不 仅 有 
g(a) 二 人 4e) 和 g(a) 二 了 (a), 而 旦 也 有 g (a) 二 f(a).。 因此 
曲率 圆 同 时 也 是 在 所 讨论 的 曲线 的 一 点 处 的 密切 加 ;就 是 说 :在 那 
个 点 处 和 曲线 有 二 阶 接触 的 一 个 圆 , 就 抛 扣 的 极限 情形 向 论 , 或 一 
般 说 来 ,在 这 个 点 曲率 是 零 而 曲率 半径 是 无 穷 大 时 ,曲率 贺 就 退化 
成 切线 .就 正常 情形 说 来 , 当 可 讨论 后 处 的 接触 不 是 高 于 二 阶 时 ， 
则 曲率 圆 不 仅仅 与 曲线 接触 ,而 且 与 它 交 叉 ( 参 看 第 382 页 图 4.23). 

最 后 要 提 一 提 , 接 触 的 阶 恰 恰 是 rw 可 以 这 样 描述 :两 条 曲线 有 
m 十 1 个 无 限 接 近 的 公共 点 ; 自然 这 样 陈 述 的 精确 意义 显然 要 涉 
及 到 极限 过 程 。 事实 上 如 果 这 些 曲 线 共 有 mm 十 1 个 共同 点 P， 
Pl,*** ;Pn, 令 所 有 的 所 已; 趋同 于 7， 必要 时 可 以 仅 更 改 曲 线 中 的 
一 个 ， 那 末 极 限 状 态 必然 如 所 期 望 的 ， 就 是 两 条 曲线 具有 台阶 按 
触 ， 例 如 ,如 果 我 们 在 曲线 C 上 画 一 个 圆通 过 三 个 点 P, P,P;, 向 
后 令 Pl 和 P, 趋向 于 P, 就 能 看 到 这 圆 趋向 于 C 上 PP 点 处 的 曲率 
圆 (参看 第 461 页 上 的 问题 4)， 


b， 关 于 相对 极 大 值 和 相对 极 小 值 的 理论 


我 们 在 第 三 章 第 258 页 已 经 看 到 ,一 个 在 x 二 a 点 一 阶 导数 为 
零 的 函数 Kx) ,如 果 产 (a) 是 负 的 , 则 在 这 个 点 有 一 个 相对 的 极 大 
值 ;如 果 f(a》 是 正 的 , 则 有 一 个 相对 的 极 小 值 。， 因 此 , 这 些 条 件 
是 发 生 极 大 值 或 极 小 值 的 充分 条 件 。 它们 决 不 是 必要 的 ; 因为 当 
f”(a) 二 0 时 有 三 种 可 能 ， 在 所 讨论 的 点 上 函数 可 以 有 极 大 值 或 
极 小 值 或 二 者 都 没有 ， 在 点 x 一 0 处 函数 y 一 一 局，》 一 34， 
和 y = 3 给 出 了 这 三 种 可 能 的 例子 .泰勒 定 理 立 即使 我 们 能 够 对 
极 大 值 或 极 小 值 的 充分 条 件 作 一 个 一 般 的 陈述 ， 我 们 只 须 展 开阔 
数 f(a 十 hb) 成 大 的 早 , 这 时 ,问题 的 关键 是 看 第 一 个 非 坟 项 是 4 
的 偶 次 赛 还 是 奇 次 赛 ， 在 第 一 种 情形 下 我 们 有 一 个 极 大 值 或 一 个 


" 485 。 


极 小 值 , 随 % 的 系数 是 正 的 或 者 是 负 的 而 定 ; 在 第 二 种 情形 下 我 们 
有 一 个 水 平 的 扭转 切线 。 因而 , 既 没 有 极 大 值 也 没有 极 小 值 ， 用 
余 项 的 公式 读者 可 是 行 完成 论证 ”. 


附 录 1: 


A.LL 不 能 展 成 泰勒 级 数 的 函数 的 例 


通过 一 个 具有 + 十 1 阶 余 项 的 泰勒 级 数 来 表示 一 个 函数 的 
可 能 性 本 质 上 依赖 干 这 函数 在 所 讨论 的 点 处 的 连续 性 和 可 微 性 . 
鉴于 这 个 道理 ,log x 不 能 用 x 的 竺 表示 成 一 个 泰勒 级 数 ,而 函数 x3 
也 一 样 , 因 为 它 的 导数 在 x 一 0 点 是 无 穷 的 . 

若 要 一 个 函数 可 能 展 成 一 个 无 穷 的 泰勒 级 数 ， 它 的 所 有 阶 导 
数 都 必须 在 所 讨论 的 点 处 存在 ;然而 ,这 个 条 件 决 不 是 充分 的 。 一 
个 函数 的 所 有 导数 在 整个 区 间 存 在 并 且 连 续 ， 仍 旧 不 一 定 能 展 成 
一 个 泰勒 级 数 ; 也 就 是 说 , 不 管 我 们 所 要 展开 函数 的 区 间 如 何 小 ， 
泰勒 定理 的 余 项 R。 未 必 随 ”增加 而 趋 于 零 ， 

这 个 现象 的 一 个 重要 而 又 简单 的 例子 是 函数 

y 一 fs) 一 cr 对 xz0, KH0)= 0. 

这 在 第 三 章 第 272 页 的 附录 中 我 们 已 经 考虑 过 。 这 个 函数 和 它 的 
所 有 导数 在 每 个 区 间 甚 至 在 x 一 0 点 都 是 连续 的 ,并 且 显 而 易 见 ， 
在 这 个 点 所 有 导数 都 为 零 , 即 对 > 的 每 一 个 值 fj2X(0) 一 0.( 几 何 上 


和 和 


此 在 和 泰勒 展开 式 
用 0) 十 fC0) 十 10) 4 


里 ,不论 =* 取 什 么 值 , 近 似 多 项 式 P,(x) 的 全 部 系数 部 是 专 。 因 此 


1》 然 而 , 以 前 给 出 的 必要 和 充分 条 件 ( 第 2357 页 ) 在 应 用 上 更 一 般 ,更 便利 只 要 一 
阶 导 数 fC+) 仅 在 有 限 个 点 上 为 零 , 在 这 些 点 中 的 一 个 发 生 极 大 值 或 极 小 值 的 
充分 和 必要 条 件 是 , 当 曲 线 通过 此 点 时 ,一 阶 导数 六 (x*) 变 号 . 
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余 项 始终 等 同 于 函数 本 身 ; 而 因为 函数 对 除 + 一 0 外 的 每 一 个 其 
他 * 值 是 正 的 ,所 以 当 * 增加 时 余 项 R, 不 可 能 趋 于 零 . 
顺便 说 明 一 下 ,这 个 溺 数 对 于 构造 这 样 的 消 数 是 有 用 途 的 ,它们 显示 了 
在 直观 上 人 们 所 意 想不到 的 现象 ， 例 如 
g(x) 一 < sin(1/x), 
补充 上 g(0) = 0， 是 一 个 在 * 二 0 后 所 有 阶 导数 都 为 零 的 函数 ;在 x* 二 0 
邻近 ，y = 一 ge(*) 的 图 和 象 与 * 轴 交 叉 无 穷 多 次 ,并 且 振 动 巨 穷 多 次 ， 


全 .12 函数 的 零点 和 无 限 点 
a. 了 阶 零 点 


一 个 国 数 f(x) 的 泰勒 展开 式 使 我 们 能 够 刻 划 一 个 国 数 在 一 
点 zx 一 4 处 消失 的 阶 的 特征 ， 若 fs) 一 0， 太 a) 一 0， (a) 一 

a) 一 0, 而 六 (aa) 关 0， 我 们 就 说 这 个 函数 (x) 在 
x 一 4 怡 有 + 重 的 零点 ， 或 者 说 它 在 x 一 a 为 零 的 阶 恰好 是 ”， 
我 们 明确 地 假设 , 在 这 个 点 的 邻 域 里 项 数 至 少 ” 阶 连续 可 微 。 按 
照 我 们 的 定义 ， 就 意味 着 函 数 的 泰勒 级 数 在 这 点 的 一 个 邻 域 里 能 
| 


(Ce 十 太一 一 (人 一 2 fa + 04), 0<0<1, (28) 


当 hh 一 0 时 因子 Fa 二 z1fa 十 4)/h” 趋向 于 一 个 不 为 零 的 
极限 f"Xa)， 因 此 Ka 十 4) 当 h 一 0 时 与 各 具有 同样 的 阶 数 ， 
或 如 第 三 章 第 268 页 定义 的 意义 下 ,以 阶 数 # 趋 于 零 . 
同样 地 ， 由 具有 拉 格 县 日 形式 的 余 项 的 泰勒 定理 展开 导数 
1 (x)，f (x),，……, f(x)， 我 们 就 得 到 一 系列 表达 式 


, 、 n—l ni 
Nat e+ 60), 
(29) 


po ro 
人 二 F,(h )— rt \(a + 9h), 
其 中 所 有 因子 9 可 以 是 不 同 的 ,而 因子 Fi, Fi,……,F, 当 hh 一 0 


时 连续 地 趋向 于 fa)， 因 此 了 变 为 零 的 阶 数 为 一 1， f° 为 
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fa 十 四) 一 


7 一 了 ,等 等 . 
当然 ,在 这 些 公 式 里 ,假定 了 f(%) 亚 为 堆 的 除数 是 和 之 2 


b. >” 阶 无 限 


如 果 一 个 函数 p(x), 除了 x 二 a 本 身 以 外 ,在 其 邻 域 里 所 有 
的 点 上 有 定义 ， 并 且 若 p(x) 二 f(x)/g(x)， 其 中 在 后 x 二 a 分 
子 不 为 零 , 但 是 分 母 具有 一 个 2 重 堆 点， 我 们 就 说 孜 数 p(x) 在 
x 一 4 点 变 成 无 穷 的 阶 数 为 >。 如 果 在 点 x 一 4 分 子 有 一 个 上 重 
零点 且 若 4 二 >， 国 数 就 在 那里 有 一 个 (AP 一 2) 重 堆 点; 如 果 
4 一 2， 打数 就 在 这 个 点 上 有 一 个 (v 一 &) 重 无 限 点 . 

这 些 定义 与 已 经 叙述 过 的 (参看 第 3.7 节 ) 关于 函数 的 特性 的 
约定 相符 合 . 


A.1L3 不 定式 


我 们 现在 更 精确 地 来 讨论 形 如 $Cx) 一 f(x)/g(x) 的 “不 定 
式 ”， 其 中 f(x) 和 g(x) 在 同一 点 x 一 a 都 变 为 零 ， 例 如 函数 
(sinx)/x 在 x 一 0 时 的 情况 ， 我 们 将 始终 指定 这 样 的 函数 在 
* 一 a 的 值 为 : 


bla) = lim pla + h), (30) 


只 要 这 个 极限 存在 . 

我 们 假设 ,出现 的 了 和 8 的 所 有 阶 导 数 在 包含 点 zx 一 4 的 一 
个 区 间 里 都 是 溃 续 的 。 此 外 我 们 假设 ,在 点 一 4 分 母 g(x) 变 
为 雪 的 阶 数 ”不 高 于 分 于 Hx*) 变 为 零 的 阶 数 , 从 而 函数 B(x) 在 
扩 *+ 二 4 处 不 全 于 变 为 无 穷 。 这 时 极限 值 就 能 用 一 个 简单 的 法 则 
有 确定 ,这 了 就 是 通 首 所 遍 的 洛 必 达 法 则 。 这 个 法 则 可 以 这 样 叙 述 : 


| 和 和 和 和 志 


$a) = -万 Ca) (31) 


g(a) ” 
控 照 连续 性 的 定义 ,图 数 $8(x) 刺 人 在 x+ = 一 a 是 连续 的 ,并 且 
在 其 他 g(x) 过 0 的 地 方 也 是 连续 的 ,所 以 由 就 在 关于 < 附近 的 
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一 个 区 间 里 都 是 连续 的 . 

由 A.2 市 的 结果 立即 得 到 以 下 的 证 明 : 对 上 和 8 应 用 等 式 

(28), 我 们 看 到 函数 由 在 “ 的 一 个 邻 域 里 由 关系 式 
a 二 上 wa 0h 

Pa + h) = 二 分 人 二 
给 出 ,于 是 由 于 分 子 和 分 母 都 是 连续 的 ,并 且 ga) 不 是 零 , 就 得 
到 公式 (31)。 我 们 可 以 用 以 下 的 方法 来 表示 最 后 这 几 个 等 式 的 意 
义 : 如 果 函 数 由 (x) 一 Hz)/g(z) 的 分 子 和 分 母 在 点 x 一 4 一 起 
变 为 零 ,就 可 以 对 分 子 和 分 母 求 导 相 同 的 次 数 ,直到 导数 至 少 有 一 
个 在 这 点 不 为 零 ,我 们 就 能 确定 当 x 一 a 时 的 极限 值 ， 如 果 我 们 
在 分 母 里 遇 到 一 个 出 现在 分 子 前 面 不 为 零 的 导数 , 则 分 式 趋 于 零 . 
如 果 我 们 在 分 子 里 遇 到 一 个 出 现在 分 母 前 面 不 为 零 的 导数 ， 则 分 
式 的 绝对 值 趋 于 无 穷 大 . 

我 们 于 是 得 到 了 所 谓 “ 不 定型 ”0/0 的 求 值 方法 , 即 ,用 来 确定 
当 分 子 和 分 母 趋 于 零 时 商 的 极限 值 的 方法 . / 

我 们 还 可 以 用 稍微 不 同 的 方法 得 到 上 述 的 结果 、 即 不 以 泰勒 
定理 为 依据 ， 而 以 广义 中 值 定理 (参看 第 236 页 ) 的 证 明 为 基础 . 
因此 ,假定 在 a 的 一 个 邻 域 里 g (x) < 0， 我们 有 

fath) fe) .flat O08) 
gl(at+h)— g(a) g(a 0h) 
其 中 分 子 和 分 母 中 的 9 是 相同 的 。 特 别 是 ， 当 Ja) = g(a)=0 
时 ， 
f(at+h) _ flat 64) 
g(a 二 hh) g(at Oa) 
其 中 9 是 在 区 间 0 二 90 < 1 里 的 一 个 值 ， 因 而 令 == 64， 就 得 
到 | 
lim fa th) 十 4) 一 lim f(a tk) 请) , 
hr0 glath) ko gla) 
只 要 后 一 个 极限 存在 . 
如 果 f(a) = 0 二 g(a)， 用 前 面 同 样 的 方法 进行 , 直到 第 一 
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次 遇 到 这 样 的 w, 不 再 同时 成 立 je) 一 0 一 go)， 于 是 
| ath) 1 Ga 十 站 OoCa) 
so glat+h) trogo(z 二 1) go(e) 
两 边 是 无 穷 大 时 的 情形 也 包括 在 这 个 式 子 里 . 
例 。 下 列 各 个 意义 很 显明 的 例子 ,都 是 洛 必 达 法 则 的 应 用 . 


。 sim 区 coOSs0 
lim 一 -一 一 一 一 1: 
XX > 1 
. 1 一 cosx sin 0 
jim 一 一 2 一 -一 0; 
0 和 1 
ce2x 一 1 2 ex 


准 
3 


im 一 一- 一 ln 一 一 
二- log (1+x) X 一 0 1/(1+x) 


。 | 一 cosx sinx COSX 1 
lim 一 一 一 一 一 一 一 


一 lim 一 limn -一 一 
X -站 rx Et 2x 车 2 2 


其 它 不 定式 。 我 们 进一步 注意 到 其 它 所 谓 的 不 定式 也 能 化 成 
我 们 所 考虑 过 的 情形 ， 例 如 ， 
1 
当 x -> 0 时 的 极限 ,就 是 趋 于 无 穷 的 两 个 表达 式 的 差 的 极限 ,或 说 
是 “不 定式 ”co 一 co。 由 于 变换 


Pd 


了 
x 


i 


sinx x x sin x 


我 们 立即 得 出 一 个 表达 式 , 当 * 一 0 时 , 它 的 极限 可 以 由 我 们 的 法 
则 确定 : 


1 一 eosx Sin x 


im -一 -一 一 nm -一 一 一 一 一 一 一 0 
x*=0 XCOSX 十 sin x 0 2COSX CO— XSInx 
不 定式 的 导数 


如 果 f 和 & 有 足够 高 阶 的 连续 导数 ， 按 照 上 述 靶 则 在 + 一 a 
处 给 表达 式 $8(x) 一 (x)/g《(x) 以 定义 , 则 它 不 仅 连 续 , 而 且 连 续 
可 微 ， 

要 建立 这 一 事实 ， 我 们 只 和 需要 考虑 8 在 a 点 有 一 阶 零 点 的 悄 
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二 < 


况 就 够 了 , 即 只 要 考虑 g(a) 一 0，8g(e)s0 的 情况 . 对 * 关 4 
go) fg Ce) Za 
= Cy) N(x) ? 
在 这 里 分 子 和 分 母 又 一 次 在 x 一 ”同时 为 零 ,因此 应 用 我 们 的 法 
则 就 能 得 到 极限 便 ， 
m 一 jim ZC) 
lin p' x) lim No 


显然 
d(N(%))/dx = 2g(x)g (x), 
d(Z(x))/dx =— g(x)f (x) — f(x)g (x), 
二 者 在 x 一 a 又 一 次 为 零 . 因 
_ Z (xz) 
lim 中 Cx) 一 lim 0 
再 一 -次 应 用 洛 必 达 法 则 ， 并 且 注 意 到 N (x) 二 2g(x)g” (*) 十 
2(g (x)》 在 x 一 a 不 为 零 ,我 们 就 得 到 
_ gaf a) flag (Coe) 
Em bs) 2 0) 
而 这 个 极限 确实 是 $$ (x) 在 x 一 “的 导数 (参看 第 三 章 第 216 页 ) 。 
”同样 ,这 个 准则 对 -x 一 0 有 时 的 不 定式 也 成 这 ， 辟 如 令 jx) 
和 g(x) 是 两 个 函数 ,对 于 这 两 个 函数 lim f(x) 一 lim g(x) 一 0， 
而 lim f(x) 和 lim g(x) 存在 且 和 0， 则 
Ta 人 
zx]) lim g (x) 


证 明 仍 可 由 微 商 中 值 定理 推出 . 


*A.14 各 阶 导 数 都 不 为 负 的 函数 的 泰勒 级 数 的 收 全 性 


我 们 补 上 一 个 二 般 的 定理 研究 关于 所 有 导数 都 不 为 负 的 函 
数 f(x) 的 泰勒 展开 的 收效 性 . 
和 落 囊 一 类 全 数 f(x), 在 团 区 间 a 所 x 志 6 上 任意 阶 可 导 ， 
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在 这 区 间 上 它 的 各 阶 导 数 不 为 负 , 即 
f”(*) 守 0，»p 二 1,2,*。.. 
我 们 将 证 明 : 对 每 一 个 这 样 的 沙 数 ， 对 应 的 fx 十 4) 关于 6 的 
军 的 泰勒 展开 式 收 合 ,并 且 当 x 和 二 x 十 h 位 于 开 区 间 (a, 2) 
内 ,而 14| 二 5 一 x 时 ,级 数 就 表示 所 x 二 4) 的 值 . 
为 了 证 明 , 我 们 首先 注意 到 假设 f(x) 之 0， 因 而 


0 < fH 一 Ka) 一 | f(s 


二 | 75D45 = Hs) — fa) —M. 
其 次 , 当 * 和 8 一 x + 位 于 a 到 4 的 区 间 内 时 ,我 们 可 以 写成 
(x + I H+ RR, 


首先 假设 4 > 0, 或 者 <8< bp.， 这 样 右边 所 有 的 项 就 者 不 是 
人 负 的 了 ?, 所 以 每 一 项 都 不 大 于 左边 的 值 ,或 不 大 于 M ; 于 是 
oI MM 
当 二 一 和 时 由 此 得 出 
fx) -一 M 
2 < Tr (32) 

现在 ,对 余 项 应 用 栖 西 公式 (第 472 页 (19)) 我 们 知道 在 区 间 0 一 
6 二 1 内 存在 某 个 6, 使 得 

0 < 二 R, 一 QO hrtlfenth( 十 9A ) 

hr (zz 十 1 人 1 一 DO)"M 

< (b—x— Ot 

因为 = 二 x 二 hh 二 5， 我 们 可 以 选择 一 个 正 数 上 使 得 


0 二 4 1 或 5 一 x 一 0% 之 hl++p—0). 


1) 对 于 Rs 而 言 ,这 可 从 柯 西 或 拉 格 朗 日 公式 和 假设 大 "+ 之 0 立即 得 出 ， 
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-ee 


* 村 


于 是 我 们 有 
0 R, < Mn + 1)(1 — 06) 


或 ， 
rl 1—0+p 
< 一 M(rn+ 1) 1 
p (1 2p) 
因为 


110 1 < 之 了 
1 一 日 十 bp 1 -pp/(1—0) lp 
我 们 知道 《第 一 章 第 73 页 ) 当 # 增 大 时 (wn 十 1)/(1+p》 趋 于 零 ， 
所 以 当 0 志和 <5 一 x 有 时，R。 随 ”的 增加 而 趋 于 零 ， 于 是 对 于 
hh > 0 泰勒 级 数 趋 于 这 个 国 数 
对 于 负 的 刀 尺 。 随 大 二 增加 而 趋 于 零 这 个 事实 ,可 用 R; 的 拉 
格 明 日 形式 (第 473 页 (21)) 推 出 : 


[ 2 十 1 xz 十 1 _ 
RD [fx 一 日 有 7 


现在 f**3 是 非 负 的 , 因此 f+ 是 单调 减 小 的 。 于 是 应 用 上 述 的 
估计 式 (32) 就 得 出 


fx 6) Do oo MM 
Cn + 1)! (nt l)! (Gx) 
、 1 7 十 1 
所 以 R < (0) M, 


从 而 当 0 二 一 上 二 5 一 x 时 ，R,。 随 2” 增 大 而 趋 于 零 . 

于 十 对 于 4 委 *< 和 2 的 任意 点 x, 一 旦 1%| 二 2 一 x 和 
hh> 一 (x 一 a)， 则 fa 十 4) 的 依 4 的 宕 而 展开 的 泰勒 级 数 中 
的 R, 低 趋 于 零 . 

我 们 指出 ,如 归 我 们 假设 不 等 式 f(x) 宇 0 仅 对 所 有 足够 大 
的 vz, 党 如 > 字 N (NM 是 某 整 数 ) 成 并 ,而 当 2 三 入 时 f(x) 的 
符号 可 以 是 任意 的 , 那 末 我 们 的 结果 仍 是 正确 的 。 为 了 证 明 这 个 
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事实 ,我 们 仅 需 用 冰 数 
g(x) =f1x) 十 MGxz 一 4 十 1 

来 代 兰 证 明 中 的 1{， 其 中 M 是 某 个 正 的 常数 ， 这 样 对 于 bz 宝 有 
g(x) 二 f(x) 宇 0， 而 对 > 委 N 有 g(x) 一 f(x) 十 
MN(N— 11) Noy 1)r—adt 1)N™? 守 fx) 十 村 ， 如 
果 M 选择 得 足够 大 则 对 所 有 的 ?都 有 g(x) 宇 0。 这 就 证 明了 
g(x*) 能 被 展 成 x 的 罕 , 而 对 于 和 8 仅 差 一 个 多 项 式 的 国 数 了 当然 
也 有 同样 的 结果 ， 

二 项 式 级 数 的 定理 (第 480 页 ) 是 这 个 结果 的 一 个 直接 的 推论 : 
我 们 稍 第 改变 一 下 符号 ,代替 (1 十 x 站 我们 首先 考虑 消 数 $b(x) 一 
(1 一 +》， 那 么 由 的 各 阶 导数 由 


po) = (— 1 ) (1 — ax) 


给 出 ， 因 为 这 个 二 项 系数 
( ee 一 1 Ca 一 > 十 |) 
3 vp! 
一 旦 到 了 a 一 > 是 负 的 时 候 就 开始 交替 变 号 ,这 时 我 们 就 看 到 ;或 
者 函数 6b(x) 或 者 一 p(x) 属于 这 类 函数 , 当 我 们 限定 取 x 二 1 的 
* 值 时 ,从 某 一 阶 开始 就 具有 非 负 的 导数 ， 这样， 对 于 a= 二 一 1， 
b= 二 1, x 二 0， 和 [4 二 6 一 x 一 1， 我 们 的 一 般 的 定理 证 明了 


Qh) = D1 ) 


如 果 在 这 里 我 们 把 一 写成 x, 我 们 就 得 到 对 任意 指数 & 和 绝对 
值 小 于 1( 一 1 二 z 二 1) 的 任意 * 的 二 项 展开 式 
(1 二 + x 二 >,(° =- 1 十 ax 十 en 


+ De 
1.2.3 
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附录 JI 插值 法 


"A. 了 I.1 插值 问题 ， 唯 一 性 


索 勒 多 项 式 P,(x) 是 以 这 样 一 种 方式 逼近 于 项 数 故 s) 的 : 即 
1(x) 和 P,(x) 的 图 象 在 点 4 有 7 阶 接 触 , 或 者 是 这 样 的 方式 , f(x) 
和 P,(x) 在 “无 限 接近 点 4 处 有 4 十 1 操 重 合 。 我 们 可 以 把 这 
个 具有 横 坐 标 4 的 上 "分解 成 为 具有 横 坐 标 xzo， xl …，xr 的 不 
同 的 * 十 1 个 点 ,并 且 寻 求 一 个 在 这 些 点 上 与 (x) 重合 的 近似 于 
fx) 的 # 次 多 项 式 $(x)}， 这 个 多 项 式 原 来 是 按照 一 个 线性 方程 
组 唯一 地 确定 的 ， 对 于 所 有 的 i 取 极 限 x; >x+， 我们 就 回 到 了 这 
个 泰勒 多 项 式 . 但 是 , “插值 法 "( 即 这 个 按照 在 不 同 的 点 上 与 1(x) 
相 重 合 所 得 到 的 近似 多 项 式 ) 在 许多 应 用 上 是 特别 重要 的 。 以 下 
的 讨论 将 给 出 插值 理论 的 一 个 简短 的 说 明 ， 

我 们 考虑 以 下 的 问题 ， 决 定 一 个 # 识 多 项 式 g(x), 使 得 它 在 
给 定 的 # 十 1 个 不 同 的 点 xo, xi， Xx。 上 取得 wn 十 1 个 给 定 
的 值 fo, 五 ;…*,f,， 即 

pxo) = fo, 由 xi) = brs) = f, 

如 果 数 f; 是 函数 (可 能 不 是 初等 的 ) f(x) 在 点 x; 所 取 的 值 f; = 
帮 x;)， 那么 多 项 式 B(x) 束 称 为 图 数 1(x) 在 xos xz，xz。 扩 的 
“次 哲人 多 而 式 

这 样 的 # 次 多 项 式 至 多 只 能 有 一 个 ， 因 为 如 果 有 两 个 不 同 的 
这 样 的 多 项 式 $6(x) 和 由 (x), 那么 它们 的 差 D(w) 二 p(x) 一 上 (%) 
将 是 一 个 mw 次 多 项 式 ,其 中 0 二 m 夺 n, 它 有 wn 十 1 个 不 同 的 根 ， 
根据 切 等 代数 这 是 不 可 能 的 ? 


er 


1) 因为 否则 我 们 会 有 
DX) = Cox — KNX Co Tt) xt),， co 二 0， 
因为 x ， xm 是 D(x) 的 零点 ;但 另 一 方面 ,由 于 D(xo) 一 0， 
Colxo 一 txzo 一 X21) Ko — rm) = 0, 
与 Xo xi "9 xXxm 者 是 不 同 的 根 相 了 予 慎 ， 
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我 们 也 能 用 另 一 方法 证 明 插值 多 项 式 的 唯一 性 ， 这 个 方法 
建立 在 广义 罗 尔 定理 的 基础 上 . 
广义 罗 尔 定理 如 时 人 人 区 同时 看 开 。 队 


党 有 和 
| 


0. 

证 明 : 这 个 一 般 的 定理 很 容 允 从 2 一 工 的 特殊 情形 得 到 ,这 
个 特殊 情形 就 是 在 第 186 页 上 已 经 证 明 过 的 罗 尔 定理 。 设 这 些 数 
ro X19 "**， Xa 是 按 逐 个 增 大 的 顺序 排列 的 , 那么 由 中 值 定理 (或 
罗 尔 定理 )， 一 阶 导数 F (x) 在 这 也 个 子 区 间 (xi Xi+1) 的 每 一 个 
内 部 至 少 一 次 为 委 。 应 用 同样 的 敌 虑 到 F(x)，F (x) 的 零点 组 
成 的 区 间 告 诉 我 们 F (x) 在 一 工 个 点 上 为 零 ; 反 复 运 用 这 个 论 
证 ,断言 就 锌 证 明了 . 

现在 回 到 前 面 考虑 的 问题 ， 我 们 对 差 

F(x) = D(X) = $x) 一 VC wa dox” 十 dx 十。 十 ad 
应 用 这 个 定理 ,假设 这 个 差 在 ”十 1 个 点 上 变 为 零 ， 我 们 得 到 
一 点 志 ， 在 这 个 点 差 的 4 阶 导 数 为 零 ，D"X#) 一 0， 然而 这 就 是 
n1do， 所 以 do 一 0 而 差 是 一 个 至 多 4 一 1 次 的 多 项 式 , 在 n 十 1 
个 点 上 为 零 。 再 一 次 应 用 罗 尔 定理 ,就 得 到 4 二 0、 等 等 ,正如 我 
们 所 断言 的 D(x) 恒 为 0. 

这 些 考虑 能 扩充 到 x; 不 是 全 部 相 异 的 情形 ,也 许 > 个 zx 的 值 
相同 ; 即 ,z 二 xi 二 …* 一 x,-1。， 这 样 对 x 一 xo 来 说 ,在 插值 和 ml 题 
里 我 们 将 要 求 p(x) 以 及 导数 $9 (x),…,$"” n(x) 在 x 一 xo 取 
预先 给 定 的 值 ,而 对 于 其 他 的 点 x, 也 取 相 应 的 值 ， 于 是 这 个 多 项 
式 DC%) 的 形式 是 c(x 一 zo》(x 一 *)…， 广 义 罗 尔 定理 和 唯一 
性 定理 以 及 它们 的 证 明 在 这 种 情形 下 一 律 保持 不 变 . 


A.1.2 解 的 构造 ， 牛 顿 播 值 公式 


现在 我 们 将 构造 一 个 了 次 插值 多 项 式 p(x), 使 得 p(x0) 一 
fxs) 一 4 为 了 分 层次 去 构造 它 ,我 们 将 从 一 个 消 数 fo 
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开始 ,这 是 一 个 零 次 多 项 式 polx), 它 对 所 有 * (其 中 也 对 x 一 zxo) 
取 值 46 == fo。 对 于 它 我 们 加 上 一 个 在 x = xo 时 变 为 零 的 一 次 多 
项 式 4x 一 xo); 由 此 我 们 确定 41, 舍得 和 数 当 x 一 时 恰 取 
值 有 hh， 所 得 到 的 一 次 多 项 式 称 为 p(x)， 现 在 我 们 对 p(x) 加 上 
一 个 当 x 二 xo 和 > 一 2 时 变 为 零 的 二 次 多 项 式 , 因 而 其 形式 为 
AXx 一 xoXx 一 x1)， 这 样 的 加 法 不 会 改变 在 这 两 个 点 的 性 质 ;其 
中 因子 4; 这 样 来 确定 ,使 得 所 得 到 的 二 次 多 项 式 $2(x) 在 x 一 x， 
取 给 定 的 数值 ,这 就 是 f;:， 把 这 个 手续 继续 下 去 , 直到 所 有 的 扩 都 
馈 达 到 为 止 ,我 们 就 得 到 多 项 式 
p(x) = px) = Ao Ax CO— xro) t+ AXx — xo)(x — x1) + 
Ar 一 xz) 一 (33 ) 

我 们 得 出 这 个 表达 式 p(x) 里 的 系数 4; 的 方法 只 要 恢 次 代入 
x 一 xx 一 xi xz 一 xz 驶 可 以 清楚 地 看 出 来 、 于 是 就 得 到 
这 样 一 组 n + 1 个 方程 : 

fo =: A 

fi = Ao Al(x — x0) (34) 


j == Ao A(xs x0)+ *** + A(xs CO— x0) 
X (xa XI) Xs — Xa1). 
很 清楚 ,我 们 可 以 相继 地 确定 出 这 些 系 数 Ao0， A1,，-……，A,，、 使 之 
满足 这 些 方程 。 因 此 插值 多 项 式 可 以 用 这 样 的 方法 构造 出 来 , 
当 值 x, 是 等 耻 x, = x,-, 十 四 了 时， 结果 就 能 明白 写成 更 漂 完 的 方式 ， 

关于 4 的 方程 现在 变 成 

jo = 4 

jf, = A, + h4, 

j; = Ao + 244, + 21h°4, 

fs = A + 3hA, 十 3.27242 十 3 了 15 4A, (35) 


是 号 是 


这 些 解 可 以 很 容易 地 表示 成 i 的 逐次 差分 : 给 定 任意 项 的 序列 (有 穷 的 
或 无 穷 的 ) fo, 有 ,1,，，，， 我们 称 这 些 表达 式 
A 太 三 太一 廊 ， Af=f—j Af=, ~ fy. 
为 及 的 一 次 差分 ， 对 A 的 序列 再 一 次 应 用 差分 的 手续 ,我 们 就 得 到 表达 式 
Afo = A Co— Afo, A = hj — Af, A, = Aj — Af *, 
即 ， 
人 :一 户 一 2 十 太太 一 方 一 2 六 十 大， 
称 为 及 的 二 次 差分 。*# 次 差分 4” 递归 地 定义 为 At 一 A"!'j; 荐 要 
直接 用 和 青 示 , 便 由 公式 


处 a 
会" 大 = frrn 一 ( ) fare 十 (L ) fs— 十 ,十 (一 1 (36) 


给 出 。 此 式 的 一 个 简单 的 归纳 证 明 留 给 读者 。 借 助 这 一 术语 ， 系 数 4, 可 以 
写成 如 下 的 形式 ” 


4, = Lh A (37) 
| 


这 可 以 用 归纳 法 验证 . 
牛顿 插值 公式 。 令 二 《x 一;)/#， 我 们 有 《x 一 *;) 一 4 一 v)， 


这 时 表达 式 (rz 一 xz0)(x 一 x )…(x 一 *,) 取 这 样 的 形式 : 5(# 一 1)，… 
(§ 一 2)p?t!。 由 (33) 和 (37) 我 们 就 得 到 多 项 式 $B(*) 的 牛顿 插值 公式 一 : 


1) 我 们 还 必须 验证 ,由 (37) 给 定 的 值 4, 满足 方程 C35); 即 对 任意 的 序列 fo, 为， 
f,， ” 等 式 


1 :一 四 二 (”) Ajo 十 (>) 和: 十 …' 中 (4) 

恒 被 满足 。 假设 这 对 于 一 个 确定 的 是 正确 的 ,我 们 必须 证 明 

fd 一 f+ (°) 人 Af, 十 (°) A + 

= (jo + 人 fo) 十 (") (万 + 人 A) 十 (2 ) Ca 十 Ao) tn 
=p+(*! ) p+ (7 ) a+ ,.， 

这 就 是 恒等式 对 于 & 二 1 的 情形 ， 

2》 如同 第 481 页 ,这 里 我 们 对 一般 的 专 和正 整 数 人 把 二 项 系数 《) 定义 为 
(2) = §(§ — 1)...:(§ ~ + LK 
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Px) 一 由 (mo 十 部 ) = + 人) + (2 ) a 二 二 人) Am 


如 果 fo， 1.， fi19*** 是 一 个 图 数 f(x) 在 点 Tos XI R29"?* 的 值 ,其 中 1 育 到 
n 阶 可 连续 求 导 , 则 人 fo/h* 是 导数 Kxo) 的 一 个 近似 ; 我 们 将 在 第 501 
页 上 证 明 


lim 1 Arf, = f(x,). 
jh-0 A 


义 因 为 
lim A (1) = 0) 


on 本 
我 们 看 到 ,在 这 种 情形 下 , 当 4 一 0 时 g(x*) 趋向 于 泰勒 多 项 式 Re(z)。 

我 们 指出 ,对 于 给 定 的 函数 f, 如果 前 7? 个 值 xoyx1,**… ,x,-1 相 
重合 ,并 且 对 应 值 fo,fo,*… ,fr 是 预先 指定 给 以 xzo)， 由 (xzo) 
em(xzo) 的 , 它 与 大 xzo)， 帮 xzo)， 六 (xzo) 的 值 相 一 致 , 那 末 
用 同样 的 方式 构造 这 个 插值 多 项 式 也 是 可 能 的 。 对 于 p(x) 我 们 
写成 

p(x) = Aot A(x— x0) + AKx — xo) 

十 .… :十 4 人 (xz 一 xzo7 十 LHC CO— Xo (x 一 2r) 十 。 :; 

然后 依据 下 列 方程 我 们 可 以 顺序 确定 4，,: 
hoo= 4。 fo= A fo — 24; 
f=(r— 1)4Am 
f= Avt+ Ailxs — xo) + + Ax — ro) 
n= ot Alxrr — x0) + 
+ Axiti O— Ko + Ari Krtt — Xo xrsi — Xr) 


和 让 


A.UI3 余 项 的 估计 


对 于 以 上 考虑 的 插值 多 项 式 ,根本 不 涉及 加, 九 ,…* ,f。 这 些 什 
原来 是 怎样 给 定 的 。 例 如 , 若 这 些 值 是 从 物理 观测 中 得 到 的 ,构造 
插值 多 项 式 的 问题 仍然 能 完全 解决 ,通过 (x) 给 于 我 们 一 个 简单 
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而 光滑 的 浮 数 , 它 对 所 有 的 x 有 定义 ,并 在 给 定点 上 取 观 测 到 的 值 ， 
它 可 以 用 来 “预言 f(x) 在 其 他 点 上 的 近似 值 。 然 而 ,如果 在 给 定 
的 2 十 1 个 点 x: 上 取 给 定 的 值 f 的 国 数 f(x) 对 中 间 值 * 也 被 定 
义 了 ， 那 么 我 们 就 面临 着 一 个 估计 插值 的 误差 R(x) 二 1(x) 一 
p(x) 的 新 闻 题 。 最初 我 们 只 知道 RCx0) 一 R(X1) 二 R(X) 二，…: 
一 R(x,) 二 0， 为 了 能 够 说 得 更 多 些 , 我 们 必须 给 影响 余 项 R(x) 
的 函数 f(x) 的 性 状 以 更 多 的 假设 。， 因此 我 们 假定 在 所 考虑 的 区 
闻 中 f(x) 至 少 有 ”十 1 阶 连续 导数 . 

首先 我 们 注意 到 ,对 任意 选择 的 常数 c, 函数 

K(x) = R(x) 一 cx 一 xoz 一 2) xz 一 xn) 
在 这 nn 十 1 个 点 zx，x。 上 都 为 零 。 现在 选择 一 个 不 同 于 
xoy X19" “xa 的 任意 值 y， 这 时 ,我 们 能够 确定 “ 使 得 玉 (y) 一 0， 
RB， 
A R(y) 
(yO— xOCy CO— yom +t) 
那么 就 有 = 十 2 个 点 ,在 这 些 点 上 K(x) 为 零 、 对 K(x) 我 们 用 
前 面 用 过 的 广义 罗 尔 定理 ,所 此 ,我 们 知道 ,在 xo, xi ,xan，》 
的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 存 在 一 个 值 x 一 5， 使 得 天) 一 0， 
因为 R(x) = 二 f(x) 一 p(x)， 而 作为 一 个 4 次 多 项 式 , 它 的 xn 十 1 
阶 导 数 等 于 堆 , 我 们 有 
六 ME) 一 c(2 十 1) 一 10. 
这 里 (wx 二 1)! 是 (xz 一 xzo) xz 一 zx) 的 2 十 1 阶 导 数 。 这 
样 我 们 就 得 到 c 的 第 二 个 表达 式 cc 二 1 了 5)/(n 十 1)!1， 它 
包含 5， 且 以 某 种 方式 依赖 于 y。 我 们 现在 利用 方程 K(y) 一 0， 
在 这 个 方程 里 > 完全 是 任意 的 ;因而 可 用 x* 替换 ,从 而 得 到 表达 式 
RD 

其 中 是 位 于 xy，xoy Xi1，…*， Xx。 这 些 点 的 最 大 值 和 最 小 值 之 加 
的 某 个 值 . 

这 样 , 对 于 一 个 给 定 的 图 数 f(x)， 一 般 的 播 值 问题 就 完全 地 
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解决 了 ， 对 于 函数 j(x), 我 们 有 表达 式 
f(x) 一 4 如 十 4 一 xz) 十 Ar 一 xz 一 2) 十 … 
十 4s(x 一 xo)(x — XxX1)- “(x Xn—1) 十 天 (39) 
其 中 系数 4o, 41,"*…，4， 能够 从 了 在 xo, xi ,x， 的 值 按 照 
第 497 页 上 的 递归 公式 (34) 依 次 求 出 来 ,而 余 项 R, 的 形式 为 
== (x — xo)(r x “(x 一 xn) f "+ &), (40) 


(n+ 1)! 

其 中 上 是 在 x, xo, x1，,*“* ,xs。 这 些 值 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 的 一 
个 适当 的 数 . 

如 果 我 们 对 f(x) 取 相 应 的 公式 (39), 把 7 换 成 xn 一 1， 生 后 
相 减 ,我 们 就 得 到 

Aix— ro ox) (rox) + Rs — Ra = 0. 
对 于 x 一 x*， 我 们 有 Rs 二 0， 因 此 系数 4; (应 用 (40), 把 # 换 
成 n 一 1) 表 示 为 

A, = f°*5), 
1 

其 中 了 位 于 xo, x1，………*，x。 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 .。 对 A,-i， 
4,-:，"“*，Ao 存在 着 同样 的 表示 方法 。 这 样 我 们 认识 到 、 右 后 
xo xx 同时 趋向 于 同一 个 点 《也 许 束 是 原点 )， 那 么 我 们 
的 插值 公式 (39) 就 能 一 项 一 项 地 变 成 为 具有 拉 格 朗 日 形式 余 项 
[第 473 页 (21)] 的 泰勒 公式 [第 475 页 (27a)]， 这样 秦 勒 公式 可 
视 为 牛顿 插值 公式 的 极限 情形 . 

这 个 公式 使 我 们 能 够 对 通常 用 于 几何 中 的 一 个 表达 式 给 出 一 
个 确切 的 含 头 。 在 一 点 和 一 条 给 定 的 曲线 相 接 触 的 7 阶 密切 抛物 
线 ， 称 为 在 这 点 和 这 条 给 定 的 曲线 有 ”w 十 1 个 依次 相 邻 的 共同 
点 。 实 际 上 ,如 果 我 们 找到 一 条 抛物 线 和 该 曲线 有 zz” 十 1 个 共同 
点 ,然后 使 这 些 点 收缩 到 一 起 ,我 们 惑 得 到 这 条 密切 抛物 线 。 用 解 
析 语 言说 , 这 正好 相当 于 从 内 所 多 项 去 转变 到 泰勒 多 项 式 。 用 这 
同样 的 方式 ,我 们 就 能 够 刻 划 任意 曲线 的 密切 。 例 如 ,曲率 贺 是 一 
个 与 给 定 的 曲线 有 三 个 相 邻 共同 点 的 冉 . 


ea 5 人 1 。 


设 一 函数 在 某 些 确定 点 的 值 是 已 知 的 ， 由 插值 多 项 式 可 以 期 
望 给 出 这 个 函数 的 其 他 值 ， 并 使 在 这 些 确定 点 之 间 的 值 具 有 较 高 
的 精确 度 (这 时 不 但 |f**0(8)| 而 且 |x 一 zi| 都 是 有 界 的 )， 若 > 
值 位 于 点 xz, ri .…，x， 的 所 有 区 间 以 外 ,我 们 就 称 之 为 外 插 法 ， 
按照 这 样 的 一 个 外 插 法 ,只 要 点 * 充分 地 靠近 给 定 的 这 些 点 ,我 们 
将 会 得 到 较 好 的 符合 。 在 某 种 意义 上 , 泰勒 公式 相当 于 一 个 完 4 
的 外 插 潜 ; 一般 说 来 , 它 仅 在 一 点 的 邻 域 里 适用 . 


A.l.4 拉 格 朗 日 播 值 公式 


作为 结束 ， 我 们 用 一 个 稍 做 不 同 的 属于 拉 格 天 日 的 公 \ 武 来 
决 插值 问题 ,这 个 公式 不 同 于 牛顿 插值 公式 ,因为 这 里 每 一 个 单项 
仅 包 含 一 个 给 定 的 函数 值 。 并且 这 个 公式 很 明显 地 给 出 了 p(x)， 
并 不 需要 求解 任何 递归 公式 .为 了 简单 起 见 , 相 应 于 给 定 的 诺 反 x+， 
我 们 引进 w 十 1 次 多 项 式 
px) = (x — xe)(x CO— xi)**(x — x,), 
按照 乘法 规则 求 导数 ,然后 逐次 以 值 xo, Xi1，… ,x。 代 x, 我们 就 
得 到 关系 式 
pb (x0) 一 (xz — x Nxo 一 2X2 思 (ze 一 %n0)， 


雪 时 和 


pb (x,) (Cx,s— xo Xs— x (Xs— Xo ): ” (x,— x ), 

pb (xn) = (xn Xo xn x1)* ~ (x, ~ Xp 一 1 小 
我 们 注意 到 

p(x) (zx 一 zo)…， (一 一 Yo-1) 儿 z 一 Xyt1)* (人 -(x 一 一 Xp) 
(x—x,)b (x,) (x, —xo)*: (一 zx 一 xi 4 “(XT— Xn ) 
是 一 个 次 多 项 式 , 在 x 二 x, 处 其 值 为 1 ,而 在 其 余 的 点 x; 处 其 
值 为 0; 于 是 立即 可 见 , 表 达 式 
$(x) = 由 (zx 


fo 和 
es re rp Pre te tyes)!) 
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就 是 所 要 求 的 插值 多 项 式 ， 这 就 是 拉 格 朗 日 插值 公式 


上 9 题 
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1， 用 数学 归纳 法 给 出 第 475 页 余 式 (27) 的 一 个 完全 的 正式 的 推导 。 

2.《 索 勒 定理 的 一 个 不 同 的 证 明 ) 

(a) 如 果 s(4) 对 0 亏 4 志 4 直到 + 1 阶 连续 可 微 ,并 且 

g(0) = 8(0) = 8g":(0) 一 0， 

而 在 [0, 4] 上 |ege+95( 人 | 和 WM，M 是 常数 ,求证 对 这 区 间 里 所 有 的 大 都 有 
(| SS Mh, | 8 下 | SE ME/21, oo Jaw (| S MA «+e 
上 CA) 委 Mh jn!. 

(b) 设 Hz) 在 sa 委 x 近 5 上 上 是 一 个 充分 可 微 的 国 数 ，7a(2) 是 1(x) 在 
x 二 4 点 的 泰勒 多 项 式 。 试 对 于 函数 gp) = R= f(a 十 4) 一 Ta(4) 应 用 
(a) 的 结果 去 得 到 对 余 项 带 有 粗略 估计 的 泰勒 公式 . 

3. 设 1(x) 在 区 间 sx*<6 连续 可 微 , 并 设 对 每 一 个 * 的 值 1 (x) 之 0. 
如 果 睛 是 区 间 内 的 任意 点 ， 那 么 ， 曲 线 无 论 什 么 地 方 都 不 会 落 在 = 一己 
y 二 J(§) 点 的 切线 的 下 面 ， 


4. 对 J(x 二 从 一 1x) = | re + rz)dr 应 用 分 部 积分 公式 来 推演 余 式 


Rn。 的 积分 公式 .， 
5. 对 公式 


3 


上 , 
R, = | (ho— TT)"f"t (x + Tart 
天 台 


进行 分 部 积分 ,从 而 得 到 
Rs = f(x + hb) fr) — Hf) — (x), 


*6 假设 用 某 方法 对 少数 f(x) 得 到 了 级 数 , 即 
f(x) =a+ er 二 ax? 十 :十 dxx" 十 R(x), 
其 中 my a，，… 0 是 常数 ，R,(*) 是 = 次 连续 可 微 的 ;并且 当 x* 一 0 时 ， 
R(x*)/x"” 0， 证 明 a% = 《AC0)/R1) (4 二 0,，…,w)， 妈 ,证明 这 个 级 数 是 
一 个 泰勒 级 数 ， 
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1， 对 王 列 范 数 在 * = 0 的 令 域 里 求 泰 勒 级 数 的 不 为 者 的 前 四 项 


* 5303* 


《a) x cot x, (d) c 


~ (p) Vnx, (ec)  ， 
Ey 
(cj secr, 《ft) logsinx 一 logx, 


2. 对 arc sinx 在 xY=0 的 邻 域 颗 用 
* edi 
arc siny 一 | 
求 泰 勒 级 数 ， 与 3.2 节 习 题 2 比较 . 
*3 对 sin? x 在 * 二 0 的 名 域 里 ,用 sinzx 的 级 数 乘 它 上 月 己 来 求 泰勒 级 数 
的 不 为 零 的 前 三 项 。 证 明 这 种 求法 是 合理 的 。 
*4， 对 tan* 在 x 一 0 的 邻 域 里 ,利用 关系 tnx = 一 一 求 泰勒 级 数 的 
不 为 零 的 前 三 项 ，。 证 明 这 种 求法 是 合理 的 . 
*5， 对 V cos* 在 x 一 0 的 邻 域 里 ,对 cos* 应 用 二 项 式 定理 ,证 明 这 种 
求法 是 合理 的 
*6， 求 (arcsinx)? 的 泰勒 级 数 ， 与 3.2 节 问 题 2 比较 ， 
7 .对 下 列 函 数 在 = 0 的 邻 域 里 求 泰勒 级 数 : 
(2) sinh™! x, (b) | ea (c) | dit, 
*8， 佑 计 问 题 7 里 使 用 级 数 的 前 ”项 所 产生 的 误差 ， 
9, 在 3.14a 节 里 椭圆 函数 :(w) 定义 为 椭圆 积分 
! dx 
u(s) = 一 一 -一 一 一 一 -一 
的 反 时 数 . 求 :tw) 的 泰勒 展开 式 到 5 次 项 . 
10. 计算 下 列 极限 : 


G2) sim x (1 +) -|; Gd) im (EE)”,， 
@) 全 se 人 + 一 (EE) 
*(c) limz Qa + 1) — clos (1 + 上 |， 


*11. 求 [1 + (1/z)]* 依 二 的 宕 展开 的 泰勒 级 数 的 前 三 项 . 
*12 两 颗 异 性 的 带电 粒子 +“， 一 <， 当 其 间距 离 4 很 小 时 形成 一 个 电 候 


* 3[] 4 * 


极 子 ,其 偶 极 矩 M = cd4， 试 证 明 

(a) 在 位 于 偶 极 子 轴 上 ,而 与 偶 极 上 的 中 心 上 距离 为 > 的 一 点 处 的 电位 能 
是 〈M/m)(1 二 6)， 其 中 8 近似 等 于 4d2/4r， 

(b) 在 位 于 偶 极 子 的 中 垂 线 上 的 一 点 处 电位 能 是 零 ， 

(ce) 在 一 个 相对 于 侦 极 子 的 中 心 和 轴 的 电位 能 是 {Mcos (9/r*)][1+s]， 
其 中 。 近似 等 于 (4?/8r*)(5 cos* 6 一 3). 

(单个 的 点 电荷 9 在 距 这 个 电荷 的 距离 为 的 点 处 的 电位 能 是 9/r; 几 
个 电荷 的 电位 能 是 单个 电荷 的 电位 能 的 和 )， 
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1. 若 f(a)==0 而 f(x) 在 xz 一 2 点 有 足够 多 次 的 导数 ， 证 明 1(x》*” 和 
* 轴 至 少 有 《2 一 1) 阶 接触 . 

2， 设 曲线 y = 作 x*) 经 过 原点 0， 并 在 原点 与 * 轴 相 切 。 证 明 在 原点 
处 曲线 的 曲率 半径 为 


0 = hm = 
XxX—*0 2y 


"3.， 设 K 是 一 个 圆 , 这 个 贺 在 一 点 P 处 和 一 条 给 定 的 曲线 相 切 ， 并 通过 
曲线 上 一 -个 相 邻 的 点 9. 证 明 : 当 8 一 2 时 加 KK 的 极限 就 是 这 条 曲线 在 P 
点 的 曲率 圆 . 

4. 证明: 在 曲率 半径 的 极 大 值 或 极 小 值 处 ,一 曲线 与 其 密切 轿 的 接触 
的 阶 数 至 少 是 三 . 

"5. 证明; 在 曲率 半径 的 极 大 值 或 极 小 值 处 ， 密 切 圆 和 曲线 不 会 交叉 ， 
除非 接触 高 于 三 阶 . 

“6. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 

(a) cosx cosh x, (b) xx 十 cosx, 


*7 ， 试 求 函数 y = 。 万 的 最 大 值 和 最 小 值 (参看 第 272 页 ) 
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1. 共 了 在 区 间 [0, 1 上 连续 ,证 明 


jinn x | {20 = 1(0)., 


| 本 


2 证明 : 通 数 ”= (x3)",，y(0)= 二 1 在 *=0 点 连续 , 


e SO 


第 六 章 数值 方法 


解 一 个 分 析 问 题 总 是 不 能 至于 完善 。 虽 然 说 解 的 存在 性 及 某 
些 基本 性 质 的 证 明 通 常 能 令 人 满意 ,但 是 仍 有 有 关 的 问题 留 下 来 
待 回答 。 壁 如 说 ,这 解 是 用 一 个 极限 过 程 定义 的 ,例如 是 用 一 个 定 
积分 定义 的 ， 于 是 实际 地 寻求 这 个 极限 的 近似 值 并 估计 这 些 近 做 
值 的 准确 度 的 问题 就 提出 来 了 ， 如 果 我 们 希望 把 分 析 方 法 应 用 于 
自然 现象 的 描述 和 控制 ， 而 原则 上 它们 又 只 能 用 近似 的 方式 去 描 
述 , 上 述 那样 的 问题 就 不 仅 在 理论 上 带 有 根本 的 重要 性 ,而 且 也 是 
不 可 过 避 的 . 

因此 ,能 给 出 解 的 数值 解答 并 估计 出 它们 所 达到 的 准确 度 ,这 
是 一 项 很 艰巨 的 任务 . 

近来 , 随 着 高 速 自动 计算 机 的 出 现 , “数值 分 析 ” 在 理论 上 和 实 
践 上 都 受到 极 大 的 推动 。 它们 出 现 于 各 种 教科 书 里 ,? 尽 管 如 此 ， 
几 百 年 来 ,许多 大 数学 家 ,如 牛顿 , 欧 拉 , 特别 是 高 斯 ,都 对 数值 方 
法 做 出 了 很 大 的 贡献 . 

在 这 一 卷 里 ， 虽 然 我 们 不 能 对 数值 分 析 给 予 广泛 的 介绍 ， 但 
是 ,至 少将 讨论 某 些 简单 的 经 典 结果 . 


6.1 积分 的 计算 


按照 第 二 章 的 理论 ， 虽 然 一 个 连续 函数 的 积分 的 存在 性 是 毫 
无 疑义 的 了 , 但 除 少数 情况 外 , 这 样 一 个 积分 的 求 值 或 “ 求 面积 *? 


CE 


1) 例如 ,Hildebrand, Introduction to Numerical Analysis, McGraw-Hill Book 
Co., 1956; Householder, Principles of Numerical Analysis， McGraw-Hill 
Rook Co., 1953; 和 Whittaker and Robinson, The Calculus of Observations, 
Blackie and Sons, Litd., 1929. 

2)7“ 求 面积 ”一 词 指出 了 求 积 步骤 , 也 就 是 ,通过 寻找 一 个 与 之 等 积 的 正方 形 以 测 
量 由 线 内 的 面积 的 步骤 (例如 化 圆 为 方 > 问 题 ). 


本 Sne6 二 


并 不 能 通过 初等 函数 来 实现 ， 因此 , 我 们 必须 寻求 数值 积分 以 及 
佑 计数 值 近似 准确 度 的 方法 . 
为 了 近似 地 计算 积分 


= | Ce)ax, (1) 
其 中 a 二 5， 我 们 用 nn 十 1 个 后 
ti 一 0 十 2 一 0 一 4 (vo=0,1,....n) (2 ) 


将 区 间 es 委 *< 委 8 分 成 4 等 分 ,每 分 长 为 hh = 二 (6 一 a)/n， 
则 1 

J 一 > J,, 
其 中 


1 =| fd; G3) 
这 样 ， 计 算 积分 7 的 问题 就 归结 为 求 面积 几 的 好 的 近似 值 的 问 
题 , 而 J 就 是 了 所 代表 的 整个 面积 被 我 们 切割 而 成 的 宽 为 4 的 诸 
带 形 ， 
a， 知 形 近 似 公 式 
来 源 于 定 积分 的 原始 定义 的 最 直接 的 近似 公式 给 出 关系 式 
/= S js h(f 二 及 十 一 * 十 f,)， 


其 中 为 了 简便 ,我 们 让 
f» = f(x,). 
这 里 (以 及 整 章 ) 符 号 心 表示 近似 相等 ， 
为 了 估计 这 个 近似 式 的 准确 度 或 者 误差 ,我 们 假设 f(x) 在 
区 间 a 志 * 所 5 上 连续 , 且 导 数 一 臻 有 界 : |f (x)| 和 Mi。 那 末 ， 
就 容易 证 明 ( 见 第 534 页 , 6.1 市 问题 4) 


1 一 < (4) 


办 而 


。 S07 +» 


， 
7 4D fh < MG 一 4 (5) 
vy 三 1 


于 是 ,用 有 限 和 作 定 积分 的 近似 的 准确 度 , 用 第 三 章 第 268 页 的 术 
语 来 说 ,是 “网 格 宽度 ”h 阶 的 ， 


b. 改进 的 近似 式 一 一 六 上 生 法 则 

如 朱 我 们 不 是 用 起 形 带 而 是 用 细 长 的 梯形 来 近似 面积 Jj,， 如 
图 6.1a 所 示 , 那 就 不 用 费 多 少 力 气 , 而 得 到 一 个 较 好 的 近似 式 ， 这 
近 亿 公式 《梯形 公式 ) 就 是 


J ~ 到 4(j 十 和 十 二 人 十 四 十 …， 十 Aft + 1,) 


一 双方 十 万 十 十 大) 十 (ht fo) (6) 


因为 在 前 式 中 , 除 利 末 两 项 外 每 个 函数 值 出 现 二 次 . 
一 般 比 梯形 公式 稍微 准确 的 近似 式 是 , 以 子 区 间 r+,-!1 肆 + 志 


x+y 的 中 点 rz 十 = 处 的 曲线 的 切线 为 上 边界 的 梯形 去 近似 第 > 


个 带 形 而 得 的 近似 式 。 这 个 梯形 的 面积 简单 就 是 
五 
hf, 一 一 ht \ pl 十 2 )， 


因而 相 加 就 得 到 切线 公式 

了 一 Af fa tt + fon_1y2). (7) 
正如 我 们 将 在 第 512 页 上 看 到 的 , 当 二 的 二 阶 导数 在 区 间 s 委 zx 委 2 
上 连续 ,并 存在 茶 一 个 常数 者 村,，|f"(x)|] 志 M;， 那 末 这 个 近似 
式 的 准确 度 是 刀 阶 的 . 

最 后 ,我 们 叙述 著名 的 辛 卜 生 (Simpson) 近似 式 ,， 它 不 用 费 多 
大 幼 ， 就 给 出 一 个 准确 得 多 的 近似 式 ， 只 要 f 的 四 阶 导 数 存 在 并 
在 区 间 内 一 致 有 界 , 妈 有 一 个 常数 M4 使 得 

|x) | < Mi 
对 wn 二 2m， 六 焉 生 公式 绒 是 
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3O Xvy—l ~X! Yn-l] Xn 


XO Ny Ap Xn-l 基 林 
fb) 
6.1 (a) 梯形 公式 。 (b) 切线 公式 


J ~ 4 (有 十 二 十 情 二 :十 fom-t) 


十 和 (fz 十 二 fo 二 f2—2) 十 全 (fo 十 fom ). (8) 
这 公式 容易 求 得 , 只 需 用 一 个 宽 为 24 的 带 , 它 的 上 界 是 在 三 个 模 


′ 204。 


坐标 为 光一 1 ry Xlth, 和 T+ ”光一 十 24 的 点 上 与 / 重合 
的 抛物 线 去 近似 第 > 个 及 第 2 十 1 个 带 所 组 成 的 区 域 ( 见 图 6.2). 
牛顿 插值 公式 (第 498) 给 出 了 这 个 抛物 线 的 方程 : 


4 一 | 十 (x 和 zo) he 


十 (x 可 xy_1 Nx 一 《uv 一 L h) ， forl 本 2 十 fo-1 。 


2 h? 
因此 ,我 们 有 近似 式 
Tutl Xu—1t24 
1.+ jn ~ | ydx | dr 
8 


一 2hf,-1 十 26( 7， 一 f,-1) 十 一 一 一 (fri 一 21, 十 f»-1) 


(fi 十 4f, 十 fs+1). 


现在 ,对 2 一 1，3，5: 2712 一 上 ， 把 所 有 这 些 近 似 值 相 加 或 所 
有 诸 " 带 形 对 ”的 面积 相 加 ,就 得 到 关于 偶数 ”一 2m 的 上 述 公 式 . 


J 
AN 
0 Xpy=l1 Xp xXy1 2 
图 6.2 辛 下 生 法 则 


准确 上 
要 估计 我 们 的 各 近似 公式 的 准确 度 并 不 难 ， 因 为 求 积 的 每 一 
“3510. 


步 都 是 用 一 个 容易 积分 的 函数 B(x) 〈 一 个 多 项 式 ) 来 通 近 该 区 
间 上 的 函数 j(x) 的 。 因 此, 积分 公式 的 误差 估计 能 够 通过 估计 
f(x) 一 pCx)| 得 到 . 

在 切线 公式 里 (第 508 页 ) ,我 们 在 区 间 [xi xy] 上 用 中 点 
x, 一 (6/2) 处 1(x) 的 切线 代替 f(x), 就 是 说 ,用 


$0) 一 人 ;一 生 ) 二 (x 一 圳 二 各)f (一 和 | 
代替 f(x)。 根据 拉 格 朗 日 余 项 形式 的 泰勒 定理 
fx) 一 $Y) 十 去 (z 一 xy 十 全) 广 (7 


其 中 5 位 于 * 与 * 一 一 2 之 间 . 因此 ,对 应 于 一 条 带 形 的 误差 由 
下 式 信 计 : 
| /7， hf,—1 


| UC) — p(x) Jax 
<\” 1 -$0 la 


*) 之 
<M,| 二 (xz 一 加 十 二) dz 


了 年， 对 于 切线 公式 里 各 区 间 及 产生 的 总 误差 ,我 们 求 得 上 罕 为 
了 2 M 一 和 MX ~ a )。 


作为 估计 误差 的 一 个 范例 ， 我 们 把 这 个 推导 应 用 于 其 他 求 积 
公式 ， 在 梯形 法 则 (6 中 ,我 们 在 区 间 [ts x 上 用 线性 内 插 多 
项 式 


be) = f+ ro x)F he 


1) 这 是 使 用 近似 公式 固有 的 误差 ,叫做 蕉 断 痊 差 ;实际 上 ,因为 计算 中 的 使 人 会 产 
生 附 加 误差 。 随 着 所 取 步 数 的 增 大 (也 就 是 的 缩小 ), 合 入 误差 的 总 效果 很 可 
能 会 增 大 ,而 截断 误差 则 在 威 小 . 


“S51 。 


表 近 1(x). 由 ”一 1 时 的 插值 公式 余 项 的 误差 估计 式 [ 见 第 501 
页 等 式 (40)] ,我 们 得 到 


1(x) 和 pr) 本 6 TT xy1 (x— zx, )f (8), 


其 中 位 于 zi 与 + 之 因 . 因此 ,计算 J, 时 误差 的 绝对 值 至 多 是 
yy 1 ha 
M, | 人 (x 一 zz-1 (x 一 x») dx 一 12 Mi 


因而 ,总 的 误差 至 多 是 这 个 景 的 7 倍 : 
h2 
17 MI 人 Z 一 a )。 


同样 的 技巧 可 用 于 辛 卜 生 法 则 (8); 把 g(x) 取 为 一 个 在 zt 
Xs9 XYytl 二 点 处 与 f 一致 的 二 次 多 硕 式 ,就 在 几 十 7 内 引出 一 
个 阶 为 如 的 误差 .而 实际 上 ,误差 估计 还 可 以 改进 一 个 数量 级 ,只 
要 取 一 个 三 次 多 项 式 $8(x) ,使 它 在 区 间 [xz -x+ 上 给 出 一 个 比 
二 次 多 项 式 更 好 地 近似 于 f 的 近似 式 , 而 且 仍 有 相同 的 积分 ,就 引 
导 到 关于 积分 7 的 同一 个 近似 公式 (8). 我 们 简单 地 用 x, x,， 
xi 三 点 上 与 fx) 重合 的 内 插 多 项 式 , 使 之 满足 (x,) 一 了 (x,): 
它 的 形式 为 

Px) = Aot Ax— 4) + Ax x N(x — x,) 
十 Aax ty—1 (x ~ Xx 一 Xy+1). 

此 处 , 前 三 项 代表 在 三 点 x+,-1， Xx， x+ 上 与 了 重合 的 二 次 插值 多 
项 式 . 常数 4; 必须 由 条 件 由 (zx) 一 了 (x,) 来 决定 ， 

末 项 

AAx — XxX, hr x, (xo— rx,—h) 
一 As(r — 7x) — I(r — x,) 

显然 是 x 一 x, 的 一 个 再 纯 数 ,因此 ,从 x, 一 hk 到 zx, 十 4 的 积 
分 为 零 。 所 以 , 对 于 f 的 近似 式 的 误差 , 我 们 有 估计 [参看 第 501 
页 (40)，7? 一 3， 而 在 x, 点 有 二 个 重合 的 内 插 氮 ]: 


f 一 由 一 (2 — xx x Px rn) E). 


+ S12. 


这 就 给 出 了 ,在 计算 / + 7 时 的 误差 估计 , 它 是 


p” 
—— Mf 
90 | 
因此 ,总 误差 估计 是 
17 ph’ ht 
— -MS= (ba)M, 
2 90 “ 1 a OM, 


自然 地 ,在 每 个 带 形 内 用 一 个 更 高 阶 的 多 项 式 逼近 函数 jz)， 
我 们 就 可 以 获得 更 高 的 准确 度 ， 
例 。 我 们 用 这 些 方法 计算 


2 
log, 2 -| dx 
-1 


将 区 间 1 入 过 2 分 成 长 度 为 4 一 的 十 段 ， 并 且 用 梯形 法 
则 (6), 我 们 就 得 到 ， 


= 1.1 fi = 0.90909 
x = 1.2 f; = 0.83333 
x; = 1.3 f = 0.76923 
xi, 一 14 / 一 0.71429 
xs 一 .5 fs = 0.66667 
xs 一 1.6 fs = 0.62500 
x7 = 1.7 fr = 0.58824 
Xxs 一 1.8 fs = 0.355556 
xy = 1.9 f. = 0.52632 
不 6.18773 
x = 1.0 0 
xio = 2.0 fo 一 0.25 


6.93773 . 上 
1 


slL3e 


log. 2 2 0.69377., 


因为 被 积 水 数 的 图 形 的 凸 的 一 边 向 着 * 轴 , 所 以 这 个 值 太 大 了 . 
用 切线 法 则 (7), 我 们 有 


x 十 = hh = 1.05 fi = 0.95238 
x 十 二 一 1].15 fa — 0.86957 
z 十 一 1.25 fs = 0.80000 
x 十 =h 一 1.35 fo = 0.74074 
x 十 = 一 1.45 fy = 0.68966 
x; 十 到 一 1.55 1 一 0.64516 
十 一 1.65 fy, 一 0.60606 
7 十 = = 1.75 fz — 0.57143 
x 十 二 ho= 1.85 fi — 0.54054 
xy 十 pb 一 1.95 一 0.51282 


6.92863。 工 
10 


log. 2 ~ 0.69284. 


由 于 曲线 的 西 性 , 它 又 太 小 了 ， 
对 于 同一 个 分 割 ,用 辛 下 生 法 则 (8), 就 得 到 一 个 准确 得 多 的 
结果 ,我 们 有 : 
xl 一 | 方 一 0.90909 


。514，。 


x7 = 1.7 jy = 0.58824 
xy = 1.9 fo = 0.352632 
和 ”3.45955 . 4 
13.83820 
+7 = 1.2 f; = 0.83333 
YX4 一 1.4 fa = 0.71429 
xX6 = 1.6 fs = 0.62300 
xs 一 .8 fs = 0.55556 
和 2.72818 . 2? 
5.45636 
13.33820 
xn == 1.0 fo = 1.0 
Xi0 = 2.0 fw = 0.) 


20.79456 。 上 
30 


log, 2 2 0.69315., 
事实 上 
tog .2 一 0.693147-，。 
6.2 数值 方法 的 另 一 些 例 
a.“ 误 可 计算 ” 

“误差 计算 只 是 微分 学 的 基本 事实 在 数值 上 的 应 用 : 一 个 足 
够 多 次 可 微 的 函数 f(*) ,在 一 点 邻 域内 能 够 表示 成 一 个 线性 函数 
带 一 个 高 于 一 阶 的 误差 ; 表 成 一 个 二 次 遂 数 带 一 个 高 于 二 阶 的 误 
关 , 等 等 . 

考虑 函数 y 二 f(x) 的 线性 近似 。 如 果 y 十 Ay 一 人 x 十 Ax) 
一 Ax 十 bh ), 根据 泰勒 定理 ,我 们 有 


Ay = hf (x) + fC8), 


其 中 二 x 十 04(0 < 98 < 1) 是 一 个 无 震 准 确 各 道 的 中 间 值 ， 如 
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果 一 Ar 很 小 ,我 们 就 得 到 实用 的 近似 式 
Ay ~ hf (x)., 

这 样 ,我 们 就 用 导数 代替 近似 等 于 其 值 的 兰 商 ,并 且 用 近似 相等 的 
4 的 线性 式 代 奉 > 的 增 量 . 

这 个 简单 事实 以 下 述 方式 用 于 数值 计算 设 两 个 物理 量 x* 与 
? 满足 关系 y 二 /1(x*)}。 那么 我 们 要 问 : 由 于 z 测量 的 不 准确 ,对 
确定 ” 有 什么 影响 ? 如 果 我 们 用 不 准确 值 x 十 4 代 换 “ 真 值 
x+， 那么 》 的 相应 值 与 真 值 y = f(x) 之 差 的 大 小 就 等 于 Ay 一 
f(x 十 4) 一 f(x)。 因此 ,这 误差 可 用 上 述 关 系 近 似 地 给 出 . 

我 们 芝 们 这 时 沪 种 线 全 人 的 用 法 

，(a) 在 A4BC 中 (参看 图 6.3), 假 设 准 确 地 测 得 了 边 。 

和 c， 人 一 + 的 测量 则 在 误差 范围 |Ax| < 5 之 内 . 试问 第 
三 边 的 值 ma 一 VW 十 0? 一 2bccosa 的 相应 误差 是 多 少 ? 


B 
/入 
/ ~ 人 ~、 
/ SS 
=b Ac sd 
pA 0 ~、 
AAA De 

7 

/ ao 

/4 和 
4 c 

图 6.3 


我 们 有 Aa 之 (bc sine Aca)/a， 因 此 , 百 分 误 差 是 

100Aa 、 94c 

特别 地 , 当 8 一 400 米 ,c 一 500 米 和 a 二 60” 了 时 ,我 们 有 y= 
a 一 458.2576 米 ， 所 以 


Aa ~ 200000 1 /3AG, 
458.2576 2 


如 果 Ac 能 在 弧 为 10 秒 之 内 测 得 ,就 是 说 ,如 果 
Aa 二 10” 一 4846 X 10™ 线 度 ， 


sin c Ada 


316。 


我 们 来 得 最 坏 结果 也 就 是 
Au 之 1.83 厘米， 
因此 ,误差 至 多 约 为 0.004%， 

(b) 下 面 这 个 例 说 明了 线性 化 在 物理 间 题 中 的 用 法 . 

由 试验 得 项， 如 果 瘟 度 为 加 时 一 个 金属 棒 的 长 度 为 nn， 则 温 
度 为 + 时 , 它 的 长 度 将 是 1 = 1(1 十 a(z 一 10)); 其 中 & 仅 仅 依赖 
于 to 和 棱 的 构成 原料 。 现在, 如果 一 个 摆 钟 在 温度 为 w 时 保持 准 
时 ,试问 当 赣 度 升 到 4 时 , 它 每 天 将 要 慢 多 少 秒 > 

关于 振动 周期 T(1), 我 们 有 


1 
T(1) = 2x /£. 
《网 第 435 页 ); 因 此 ， 
dT OO 
al Vi 
如 果 长 度 变 化 为 A!, 振动 周期 的 相应 变化 就 是 
AT 之 FA ， 
log 


其 中 厂 一 以 1 十 wa 一 10)),， Al! 一 alo 一 to). 这 就 是 每 次 振 
动 失去 的 时 间 。 一 秒 钟 将 慢 全 一 ~ A1/210; 因此 ,这 个 摆 钟 每 天 
要 人 慢 43200 AL]/1 一 43200a( 一 0) 秒 . 

在 这 个 例 中 以 及 许多 所 和 著 虑 的 函数 是 几 个 因子 的 积 的 其 他 情 
况 中 , 我 们 在 微分 之 前 , 对 等 式 两 边 取 对 数 , 可 以 简化 计算 .在 这 
个 例 中 ,我 们 有 


log T == log2r 一 logg + log!; 


敏 分 得 ， 


用 AT/AL 代 换 9 ， 给 出 


5 了 17 。 


*b. x 的 计算 


男 一 个 与 前 面 不 同 的 例 是 使 用 了 特别 技巧 的 经 典 例 子 ， 尽 管 
也 许 由 于 有 了 现代 计算 技术 这 些 瓜 巧 已 经 不 用 了 ， 


用 反正 切 级 数 的 莱 布 尼 兹 级 数 二 一 I 一 二 十 二 — 士 二- .. 


[第 468 页 第 5.2 节 (7)] 计 算 = 并 不 适用 ,因为 它 收 敛 得 太 慢 ， 然 
而 使 用 下 述 技巧 ， 我 们 可 以 较 容 易 地 计算 =。 如 果 在 正切 的 加 法 
定理 因 


tang 十 tangp 
] 一 tanac tanp 


中 , 引 人 反 函数 a 一 arctanw，8 一 arctanv， 我 们 就 得 到 公式 


x 
atrctant 十 arctans = arctan( ] ) 
— HV 


现在 , 选择 x 和 wv， 使 得 《wu 十 v)/(1 一 uv) 一 1， 我 们 在 右边 得 
到 值 一 ; 而 如 果 * 与 "是 小 的 数 ， 我 们 借助 于 已 知 级 数 就 可 以 容 
易 地 算出 左边 ， 例 如 象 欧 拉 做 过 的 ,如果 令 # 一 二 ，s 一 我 
们 就 得 到 


tan(a -+ 8)= 


二 一 arc tan 十 afc tan 工 (9 ) 
4 2 3 
1 1 
如 果 再 注意 到 人 一 二， 我 人 有 ar an 二 一 arcuan 二 二 
1 


21 
atc tan 了 根据 (9)， 就 有 


Ww =—= 2 arctan 1 十 arc tan i 
4 3 / 


es 3518* 


利用 这 个 公式 , 维 加 (Vega) 将 数 x Ce 140 位 
借助 等 式 (十 + 1)/(1— 二 ) 一 小， 我 们 进一步 得 到 


1 i 1 
arc tan — = arfc tan 一 十 atc tan 一 -， 
3 S 3 


二 一 2arc tan 上 工 十 arc tan 工 十 2arc tan 4 
和 4 5 7 8 


这 个 展 式 对 于 借助 级 数 arc tanx 一 x 一 三 十 和 一 ... 计算 + 是 
非常 有 用 的 ;因为 如 果 我 们 用 值 二 或 ~ 代替 *， 则 由 于 项 减 
小 得 很 快 ,只 用 很 少 几 项 ,我 们 就 可 得 到 一 个 高 准确 度 的 结果 。 

对 这 些 技巧 ,以 及 这 些 艺术 处 理 不 特别 感 兴趣 的 读者 ,对 原理 
有 个 理解 就 可 以 了 . 


“Cc. 对 数 的 计算 
为 了 求 对 数 的 数值 ,我们 来 变换 对 数 级 数 [第 467 页 ,(5)] 


3 3 
工 log 工 士 革 一 xy 十 一 十 二 十 -…， 
2 ] — x 3 5 
其 中 0 二 x 二 1. 将 
1+r+ 六 ~ 1 


， xY 一 一 一 一 一 
1] 一 : p:—1 2 太一] 
代入 级 数 得 
1 


1 1 
° 2 og(p ) 2 og(p 2 2 大 一] 


1 
3(2p7— 1) 
其 中 2 瑚 一 1 二 1 或 户 > 1 如果 是 一 个 整数 而 且 p 十 1 可 以 
分 解 成 较 小 的 整数 因子 (譬如 ,如 果 p 十 1 是 偶数 ), 后 面 这 个 级 数 
就 把 ?p 的 对 数 表 示 成 较 小 整数 的 对 数 加 一 个 级 数 ， 而 级 数 的 庄 项 


ee 


” 


减 小 得 很 快 ,因而 , 它 的 和 只 用 很 少 几 项 就 可 以 充分 准确 地 计算 出 
来 。 因 此， 只 要 我 们 已 经 算出 了 log 2 的 值 〈 例 如 ,可 用 第 513 页 
上 的 积分 表示 法 进行 计算 ) ,我 们 就 能 从 这 个 级 数 逐 步 算出 任何 素 
数 的 对 数值 ,进而 也 能 算出 任何 整数 的 对 数值 . 
这 样 确定 的 log p 的 准确 度 可 用 几何 级 数 来 估计 ,这 比 用 余 项 
的 一 般 公式 容易 得 多 ， 关 于 级 数 的 余 项 R,, 也 就 是 1/n(2p 一 1》 
这 一 项 之 后 的 所 有 项 的 和 ,我 们 有 
1 1 1 
CT pI + PIy CGPIy -| 
1 
(n+ 2)2p 1) CQpP—m17—1l 
而 这 个 公式 立即 给 出 了 所 要 求 的 误差 估计 . 
作为 淮 例 ， 让 我 们 用 级 数 的 前 四 项 计算 log. 7 (在 iog, 2 和 log. 3 已 经 求 
出 了 数值 的 假设 之 下 )。 我 们 有 
P=7,， 2p 一 1 一 97， 


log 7 一 2 iog 2 十 log3 + 1 十 


- 1 -十 ee 
9) 3 .97 


LL 一 0.01030928， 
97 


5 ~ 0.00000037， 


2log 2 ~ 1.38629436, > log 3 S00.54930614; 


因此 
log, 7 1.94591015. 
估计 误差 给 出 
R<-_!l x ! 


5 。 973 972 一 芋 30 
但 是 ,我 们 注意 到 , 我 们 相 加 的 四 个 数 中 每 一 个 数 都 只 给 出 范围 在 5 x 10 
之 内 的 误差 。 这 就 使 得 log 7 的 计算 值 的 末 位 可 能 差 2。 然而, 事实 上 , 末 位 
也 是 准确 的 . 
6.3 ” 方 竹 的 数值 解法 
关于 方程 f(x) 一 0 的 数值 解法 我 们 给 一 些 注 释 ， 此 处 f(x) 
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不 需 慨 是 一 个 多 项 式 .” 我 们 从 诺 根 之 -一 的 试验 性 的 第 一 个 值 za 
开始 ,然后 改进 这 个 近似 值 . 根 的 第 一 个 近似 值 如 何 选取 和 该 近似 
式 有 多 好 , 可 以 暂 不 考虑 ， 例 如 ,对 第 一 个 近似 值 , 我 们 可 以 做 个 
粗略 的 猜想 ,或 者 更 好 些 , 从 通 数 y 一 f(x) 的 网 家 上 取 , 因 为 鸭 数 
图 象 与 > 轴 的 交点 就 表示 了 所 要 求 的 根 ， 

然后 ,我 们 斌 着 用 一 种 程序 或 一 个 上 映射 去 改进 这 个 近似 值 ,从 
向 把 值 x 变 成 第 二 个 近似 值 ， 并 且 重 复 这 种 程序 .数值 地 解 方 
程 f(x) 一 0 就 是 重复 上 述 的 逐次 通 近 (或 者 , 如 和 人 们 所 说 友 代 
程序 ) ,以 期 望 迭 代 信 X19 X22 “9X 满意 地 收敛 到 根 .我 们 将 务 
愿 各 种 这 样 的 程序 ,并 简短 地 讨论 它们 的 准确 度 ， 


a. 牛顿 法 


方法 综述 ， 牛 顿 选 代 程序 基于 微分 学 的 基本 原理 一 在 靠近 
切 点 的 邻 域内 ,用 切线 代替 曲线 ， 从 方程 f(x) 一 0 的 根 皇 的 第 一 
个 近似 值 xo 出 发 ,我 们 考虑 函数 y = f(x) 图 形 上 的 点 ,其 坐标 是 
+ 一 x0，y 一 玫 z0)， 为 了 找 出 曲线 与 * 轴 的 交点 的 一 个 较 好 的 


J 


站 一 一 一 一 一 一 -一 


图 6.4 近似 公式 的 牛顿 方法 


1 当然 ,我 们 关心 的 仅仅 是 确定 1x) = 二 0 的 实数 根 ， 
”32 。， 


近似 值 , 我 们 取 定 点 xi 它 是 在 点 x 一 xzo， 一 上 xzo) 处 的 切线 与 
* 轴 的 交点 。 这 个 交点 的 横 坐 标 x 代表 了 一 个 新 的 ,而且 在 某 些 
情况 下 是 一 个 比 和 更 逼近 所 求 方程 根 二 的 近似 值 . 

图 6.4 立刻 给 出 

= fn); 

因此 ,新 的 近似 借 
f(xo) 
Fe (10) 
现在 从 作为 一 个 近似 值 出 发， 我 们 重复 这 程序 ,去 求 x 二 x 一 
人 xz， 然后 ,如 此 继续 下 去， 

这 种 程序 之 有 用 ,本质 上 依赖 于 曲线 y = 一 f(x) 的 人 性质。 在 图 
6.4 指出 的 情况 中 ， 逐 次 近似 值 x 以 越 来 越 高 的 精确 度 收 证 到 所 
求 的 根 ， 

然而 ,图 6.5 指出 了 一 个 原始 值 x 的 似是而非 的 选择 ,我们 的 
作 图 根本 不 收敛 到 所 求 的 根 。 因此 , 必需 一 般 地 考察 在 怎样 的 情 
况 下 ,和 牛顿 法 给 出 方程 解 的 有 用 的 近似 值 ， 


X11 Xo ~ 


>》 
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咎 邮 法 的 二 次 收音 

假设 在 根 吉 附近 一 个 足够 宽 的 区 间 里 ,二 阶 导数 广 (*) 不 “ 太 
大 ;, 而 一 阶 导 数 六 (x) 不 “ 太 小 ， 则 牛顿 近似 法 的 主要 之 点 是 逐 
次 “误差 ” 

页 一 可 一 和 万 一 二 一 re 

在 意义 |hwnt| < ph 之 下 二 次 收敛 到 零 , 其 中 上 是 一 个 国定 的 党 
数 ， 这 指出 了 一 个 极 快 的 收敛 速度 。 如 果 我 们 把 这 个 不 等 式 写成 
上 委 pcj 的 形式, 它 就 意味 着 ,譬如 当 hp 二 10-” 时 ， 
我 们 有 jrj < 10- 2， 即 px 中 “有效 位 ”的 位 数 是 每 步 成 倍 
增加 的 . 

这 个 二 次 收敛 的 证 明 是 直截了当 的 . 从 关系 式 roi 一 x 一 
fxs)/f(r,) 和 太 #) = 二 0， 我 们 得 到 


1(£) 和 f(x ) 
ht Xt xs 人 
Plzs) 


根据 泰勒 公式 
HE) — Hx) = (8 — ro)f xa) + 二 (一 rz)， 
其 中 习 位 于 上 与 x 之 闻 ， 因此， 
1 ea 一 大 (7 ) h!} 11 
2 Cx,) ” (11) 
为 了 确立 收敛 性 ,我 们 设 x; 已 经 属于 一 个 固定 区 间 上 一 5 < x 二 
十 5， 在 此 区 间 内 |f "| 有 最 大 值 Mi, |f | 有 正 的 最 小 值 m1, 并 


有 日 5 很 小 ， 使 得 村 3Mz/m < 1， 令 p= My/m 我 们 有 
x 二 1 以 及 


Jan| Sh, 61h, | < 14,1. 
这 个 不 等 式 首 先 指 出 , x+ 仍 属 于 同一 个 § 的 5 邻 域 , 因此 ,这 个 
结论 可 重复 使 用 .所 以 ,只 要 wo 位 于 8 的 5 邻 域内 ,那么 所 有 后 续 
的 x; 也 将 属于 同一 个 5 的 6 邻 域 。 因 为 从 jh 三 p614,1， 可 
推出 jhsn| 筷 (x86)》t!| 加 |， 这 就 意味 着 ,一 0 或 +, 一 5; 另 
外 ， 递 减 的 二 次 规律 | 委 p14,]? 对 误差 也 成 立 ， 于 是 很 清 
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楚 ， 和 牛顿 法 将 为 我 们 提供 一 个 一 定 收 敛 到 解 二 的 序列 *,， 只 要 假 
定 有 与 了 存在 并 在 5 附近 连续 ，f (5§) 关 0。 而 且 xo 已 足够 接近 
5s， 近似 式 的 二 次 性 质 通 常 是 牛顿 法 超越 其 他 方 渡 的 一 个 决定 性 
的 优 挟 ( 见 第 529 页 )。 


*b。 假 位 法 
牛顿 法 是 一 个 比较 古老 的 方法 一 一 假 位 法 一 一 的 极限 情况 . 
在 这 个 比较 古老 的 方法 中 , 割 线 代替 了 切线 。 假设 在 所 求 的 曲线 
与 * 铀 的 交点 的 邻 域 内 ;我 们 已 知 两 个 点 ( xo, yo ) 入 (xi1， y1)。 如 
果 我 们 用 连结 这 两 点 的 割 线 代 埠 曲 线 ， 这 条 基线 与 x 轴 的 交点 就 
能 够 作为 一 个 所 求 的 方程 根 2 的 一 个 改进 了 的 近似 值 。 对 于 交点 
的 横 坐 标 5, 我 们 有 (图 6.6) 
6 A0 Ss Xl (12) 


Fo | 


f(xo) fCxi) 


由 此 导出 
5 =- to 帮 x1) 一 xif(xo) 
f(x1) f(xo) 


xof( xi ml xof( xo) 十 xof(xo) ~ xi 大 xo) 
fCx1) f(xo) 


上 一 x0 一 f(xo) 
f(x1) — f(xo) (13) 
这 个 从 xo 和 x1 确定 进一步 近似 值 5 的 公式 构成 了 假 位 法 。 如 果 
疾 数 的 一 个 值 为 正 ， 而 男 一 个 为 负 时 ， 辟 如 说 象 图 6.6 中 那样 ， 
和 盖 0， 刀 <0， 那 末 假 位 法 就 更 显得 有 用 . 
牛顿 的 近似 公式 是 作为 x1 一 xo。 时 的 一 种 极限 情况 ， 因 为 当 
fi 趋同 to 时 ,公式 (13) 右边 第 二 项 的 分 母 趋 癌 f(xo)， 
里 然 可 以 认为 假 位 法 比 牛 顿 法 更 基本 ， 但 因为 牛顿 法 只 需要 


mi 


1) 这 实质 上 相当 于 线性 内 插 用 于 反 瞻 数 ， 
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QO 


图 6.6 假 位 法 


一 个 * 值 作为 切 始 近似 值 ,而 不 是 两 个 值 ,所 以 牛顿 法 有 很 大 的 方 
便 性 . 


c， 和 迭代 法 

选 代 模 式 ， 现 在 我 们 转向 一 个 应 用 极 广 的 模式 来 解 

x 一 中 (x) 

这 种 形式 的 方程 , 其 中 中 是 一 个 具有 连续 导数 的 连续 函数 。 如 果 
我 们 令 $(x) 二 x 一 c(x)f(x)， 这 里 c(x) 是 任 一 不 为 0 的 函数 ， 
那 末 ， 解 形 如 f(x) 二 0 的 方程 就 可 简化 为 解 形 如 x 一 $8(x) 的 
方程 . 

在 这 个 特别 有 启发 性 的 迭代 法 ?里 ,我 们 也 从 适当 选择 初始 近 
似 值 +0 开始 ,从 而 由 条 件 
xl1 — P(x, ), n=0,1,2,...， 
确定 一 个 序列 xi， x2，x3，***。 如 果 这 个 “大 代 ”序列 x, 收敛 到 
一 个 极限 了， 那么 二 pg($) 就 是 我 们 方程 的 一 个 解 ， 因 为 这 时 


1) 有 时 叫做 逐次 逼近 法 ,为 了 解 这 类 或 那 类 方程 , 这 个 方法 被 用 于 许多 不 同 的 数 
学 内 容 . 
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lim xwH 一 并 且 由 于 函数 由 的 连续 性 而 有 lim g(x,) 一 $5). 
收敛 性 .序列 值 x， 在 迭代 程序 中 收敛 到 一 个 解 ， 这 是 在 一 个 
非常 普遍 的 条 件 下 成 立 的 ， 如 来 第 一 个 近似 值 wo 位 于 围绕 着 解 8 
的 一 个 区 间 7 内”, 而 在 这 区 间 内 有 
(xz)| < ga, 
其 中 4 二 1 是 一 个 常数 , 则 zx, 政 伍 到 6. 
因为 设 xo 位 于 J 内 ,我 们 就 有 
xi 一 二 一 中 xzo) — $(E). 
根据 中 值 定理 ,这 个 方程 的 右边 等 于 (xo 一 5)p《x)， 其 中 x 位 于 
J 内， 于 是 ,根据 我 们 的 假设 就 有 
Ez < glxro — 8|， 
所 以 ， | 属于 J/， 因而 又 有 
[x — $I qln— $I eg lx — #1. 
一 般 地 ,我 们 得 到 
lx — | gq"|xo — 8|; 
因为 当 ”一 co 时 gq” 一 0， 所 以 我 们 的 论断 得 证 . : 
另外 ,如 上 所 见 , 当 在 附近 的 区 闻 内 $Cx) > 1 时 ,迭代 序 
列 x。 不 收敛 ;如 果 14 二) 一 1， 我 们 不 能 做 出 一 般 结论 . 
吸引 性 和 排斥 性 不 动 点 
”通过 映射 或 变换 来 研究 迭代 程序 是 很 有 用 的 .函数 y= 二 (x) 
代表 一 个 变换 ， 它 把 数 轴 上 的 一 个 点 x 肌 射 到 这 个 数 轴 上 的 一 个 
象 点 y( 见 第 20 页 ). 因 此 , 解 点 就 是 一 个 不 被 变换 中 所 改变 的 反 ， 
即 所 谓 的 不 动 点 ,于 是 ,问题 就 是 找 映 射 的 不 动 点 ;如 已 看 到 的 , 当 
|p《8)| 志 4g 二 1 时 ,这 个 问题 可 用 氨 代 法 解决 . 
在 jp(x)| 二 4 二 1 的 情况 下 , 根 或 不 动 点 5 的 邻 域 的 鼎 射 
y 一 (x) 具有 收缩 性 质 ， 就 是 它 纠 宕 了 原来 后 到 不 动 扩 的 距离 ， 
这 种 收缩 鼎 射 的 不 动 点 称 为 吸引 性 不 动 点 。 它 们 的 送 代 结构 象 一 


个 公 比 为 9 的 几何 级 数 的 项 一 样 收 仅 ， 


1) 虽然 专 是 未 知 的 ,但 是 ,通常 我 们 可 以 事先 定 出 这 样 一 个 区 间 ， 
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”如 果 根 i 成 三 一 民间 由 有 
代 程 序 发 散 ， 而 不 动 点 称 为 排 永 性 的 - 

如 果 在 不 动 点 上 ， 我 们 有 |d'(#)| = 1， 就 不 能 做 出 关于 和 
代 收 和 敛 性 的 一 般 结论 。 这样 的 不 动 点 有 时 称 为 中 立 的 (中 性 的 )。 

下 述 意 见 应 该 强调 : 映射 由 的 一 个 不 动 点 5 也 自然 而 然 地 
是 逆 了 映射 的 一 个 不 动 点 : 二 4(#)， 如 果 在 根 的 一 邻 域内 
1) 盖 1， 而 且 x 一 4(y) 是 $9 的 反 函 数 , 则 jw) 二 1. 
于 是 皇 就 是 这 个 道上 映射 的 一 个 吸引 性 不 动 点 ， 因 而 可 能 用 对 于 递 
映射 是 收 化 的 迭代 模式 代替 原来 发 散 的 迭代 模式 。 作为 一 个 例 ， 
我 们 考虑 方程 

计 一 tan， 


从 函数 y 一 x 和 7 一 tanxz 的 图 象 可 清楚 地 看 到 ,它们 在 区 间 
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图 6.7 则 线 y= 二 tanx 和 y= 二 x* 的 交点 (€§, 与 ) 
， 527 。 


"二 + < = 内 交 于 某 点 ,因此 ,我 们 的 方程 也 将 在 该 区 间 有 一 个 
根 专 。 因 为 


dtanx ,| 1 > 1， 


dx COS< 和 
所 以 , 以 区 间 内 的 任何 点 m 为 初始 值 的 迭代 程序 者 不 会 收敛 ， 然 
而 ,如 果 我 们 把 方程 写成 逆 形 式 ( 用 符号 arc tanx 记 主 值 分 支 ) 
二 arc tan + 二 XN， 
我 们 就 得 到 一 个 收敛 的 迭代 序列 ， 因 为 这 里 
1 
7 < 二 1， 


二 


d 
—— Arc tanx =2- 
dx ] 


昕 以 用 Xa41 = Aartc taNnxs 十 天 以 及 , 臂 如 议 ， 40 一 爷 所 定义 的 序列 
收 伍 到 二 


d. 迭代 与 牛顿 程序 


如 前 所 述 ， 解 形式 为 f(x) 一 0 的 方程 可 以 归结 为 解 形式 为 

x 一 p(x) 的 方程 ,只 要 我 们 把 5p(x) 选 成 形式 为 
bx) —= x CO— cl(x)f(x). 

的 任何 一 个 式 子 ,其 中 c(x) 是 一 个 非 0 滔 数 如果 我 们 沪 用 达 代 
法 解 所 得 的 方程 x 二 p(x), 我 们 就 必须 通过 适当 选取 c《x) 保证 
映射 $ 的 不 动 点 5 是 吸引 的 ,也 就 是 说 ,必须 有 608) < 1. 
现在 ,对 于 从 $) 一 0 的 解 , 我 们 有 

pE) = 1 eo(ENE) — cS (EY)= 1 — cE (EE). 


最 简单 的 选 法 是 取 c(x) 为 ey 于 是 当然 有 1g9(#)|==0<1. 


-(z) 的 这 种 选 法 导致 先 代 序列 
br mr ft) 
他 十 1 中 ») 他 fx, ) 

它 正好 就 是 第 522 页 牛顿 法 中 近似 式 〈10) 的 序列 , 关于 误差 


ta 一 志 二 有.， 我 们 有 估计 
[ht | 一 | p(x, ) ~ op(E)| < 7 


578 。 


其 中 9 是 以 志和 x*o 为 端点 的 区 间 内 [$9 (x)| 的 最 大 值 .因为 这 里 
$' (x) 一 f(x)f (x) 
三 (x) 
而 fx) 一 f(x) 一 有) 一 jz 一 5)， 我 们 看 到 4g 目 映 与 h。 
同 阶 ,因而 就 再 次 证 实 和 牛顿 法 中 近似 的 二 次 特性 ， 
男 一 种 对 c(x) 的 最 简单 选 法 是 取 常 数值 1 /f(xo)， 导 致 媚 推 


公式 


2 


f(xo) 
这 里 ，$(8) 二 1 一 了 CE)/1(Cxo)， 如 果 了 连续 而 不 为 0， 并且 我 
们 的 初始 近似 值 xo 已 选 得 充分 接近 于 解 点 ， 使 得 
jy FD) FL |， 
由 (人 fowl “< 


nF 一 pbx,) Xt, 一 


那么 我 们 有 一 个 吸引 性 不 动 点 点 。 这 个 迭代 序列 比 和 牛顿 法 中 所 用 
的 稍为 简单 些 ;然而 ,收敛 将 慢 得 多 ,有 如 一 个 几何 级 数 , 象 多 数 迭 
代 模 式 一 样 ， 
例 . 作为 一 个 例 ,我 们 讨论 三 次 方程 
(x) 一 好 一 27 一 5 一 0. 

因为 {2)== 一 1 二 0，f(3) 二 16 > 0， 肯 定 在 区 间 2<x 一 3 
内 存在 一 个 根 &。 又 因为 f(x) 一 3 一 2 二 3(2》 一 2>>0, 所 
以 这 区 闻 也 只 包含 一 个 根 ， 用 牛顿 法 ,从 近似 值 xo = 二 2 开始 , 我 
们 逐次 求 得 


x1 一 xo — -fx02 一 2 一 一 一 一 一 2.1， fx) = 0.061， 
六 (xzo) 3(2) 一 “ 
xy = Xi 一 K(x) 2 71 u001 -2.094568. 
f (Cx) 3(2.1 一 2 


因为 X2.1) 盖 0， 大 2) <0， 根 位 于 2 和 2.1 之 间 。 在 区 
间 1.9 二 x 过 2.2 内 ,我 们 有 估计 
lf (Cx)} = 16x| < 6(2.2) = 13.2, 
1 (x) = 3x— 2> 197— 2 = 8.83, 


+ 5290 


这 估计 自然 对 区 间 一 0.1 二 x 二 §8 十 0.1 更 成 了 ,由 此 得 出 [ 见 
第 523 页 (11)] 


1 3.2 
下 ™ rxadel| < 


2(8.83 ) 
只 要 |x, 一 5 二 0.1。 因为 |xo 一 5 二 18 一 2| 二 0.1， 我 们 逐 
次 求 得 : 


| | < 0.75 jx， 二 | 


| 一 上 天 《0.75)00.1 = 0.0075, 
.|x — 8) 过 0.75)0.00757 < 0.000042 

如 未 这 个 近似 程度 不 够 , 我 们 取 进 一 步 的 近似 值 +;?， 具 有 误差 二 
(0.75)C0.0000427 < 0.0000000013, 

轩 然 ,; 从 了 和 拓 都 是 正 的 这 个 事实 得 知 , xo 之 后 的 所 有 x, 都 
必定 大 于 5, 由 此 推出 

hati = (nbs/2F (xa) = 0. 

对 值 xo，xi 换 用 假 位 法 [第 524 页 (13)]， 我 们 求 得 连接 
点 《xo 大 x0)) 和 和 《xis 人 x1)) 的 割 线 与 x 轴 的 交点 二 
f(xo)Cx1 一 x0) 一 ee 
Ka) 一 Ko 
因为 曲线 在 问题 所 涉及 的 区 间 内 是 下 西 的 ; 故 割 线 位 于 有 曲线 之 上 ， 
因而 近似 值 必 小 于 根 &. 

作为 第 二 个 例 ,i 上 我 们 解 方程 

f(x) 一 Yilogioxy 一 2 一 0， 
我 们 有 3) 一 一 0.6，f4) 一 十 0.4， 因 此 ,用 xz 一 3.5 作为 第 
一 个 近似 什 。 使 用 十 位 对 数 表 ,我 们 得 到 逐次 近似 值 : 
Xu = 3.3， xl = 3.598 ， 


Xx; 一 3.5972849， x3a 一 3.2972820233 。 


一 20 一 


*A.1 斯 特 林 公 式 


在 许多 应 用 中 ,特别 是 在 统计 学 和 概率 论 中 ,我 们 发 现 必需 对 
中 530 雪 


a 


z! 有 一 个 象 二 的 初等 男 数 一 样 简单 的 近似 式 . 这 样 一 个 式 子 由 
下 述 定 理 给 出 。 定理 是 以 它 的 发 现 者 一 一 斯 特 林 (Stitling) 命 名 的 
(也 参看 第 667 页 第 八 章 )， 


当 2 一 5 时， 
各 间 


-7 ->1， (14) 
2x ntl/2 or | 


更 确切 地 贡 


DY 二 LU 一 AT 2 1 
V 2 1 Le nlV2rn /2c (1+ 士 ) (14a ) 
换 名 话说 , 当 » 的 值 很 大 时 ,表达 式 w1 与 V2xw"t2e-" 之 差 
仅仅 是 一 个 小 的 百分数 , 一 一 如 入 们 所 说 , 两 个 式 子 渐 近 地 相等 ， 
同时 ,因子 1 十 1/42 给 出 了 近似 式 的 精确 度 的 估计 . 
如 果 试 图 求 出 曲线 y 二 logx 下 的 面积 ， 我 们 就 会 得 到 这 个 
有 名 的 公式 .2 用 积分 法 (第 294 页 ), 我 们 求 得 在 坐标 为 + 二 1 和 
* 一 1 之 间 。 这 条 曲线 下 的 准确 面积 4,。 是 


A, -| logxdx 一 xlog —x| =nlogn—n+ 1, (15) 
1 


但 是 ,如 条 我 们 用 梯形 被 估计 这 个 面积 ,在 2 1 x 二 2,***， 
xz 一 ?2 处 树立 纵 坐 标 , 如 图 68 所 示 , 我 们 就 得 到 这 个 面积 的 近似 
值 T, [参看 第 508 页 (6)1， 

T, 一 log2 十 log3 十 .…. 十 log(n 一 1) 十 一 logy 


一 logn! 一 了 logn。 (16 ) 


如 果 我 们 作 这 个 合理 的 假定 : 4, 和 T,。 是 同一 数量 级 的 , 我 
们 马上 发 现 m1 与 w+e-" 是 同一 数量 级 的 ,本 质 上 这 就 是 斯 特 林 
公式 所 说 的 ， 

为 了 使 这 个 推论 确切 ,我 们 先 证 明 差 a, 一 4。 一 T。 是 有 界 
的 ， 由 此 将 直接 得 出 7, 一 4,(1 一 4/4;) 与 4s 是 同一 数量 级 


1) 在 这 里 使 用 的 方法 是 第 八 章 第 661 页 将 变 讨 论 的 欧 拉 - 契 克 劳 宁 公 式 的 特例 . 


。 S31. 


6.9 


的 。 差 aktt 一 ax 是 带 形 《 二 x 二 六 十 工 中 曲线 下 的 面积 与 割 线 
下 的 面积 之 差 。 因为 曲线 是 上 上 杞 的 ,位 于 制 线 之 上 ,所 以 axn 一 an 
是 正 的 ,因而 ， 

0 一 (dr 一 br) 十 (1 一 ba 十 十 (一 4) 十 2 
单调 增加 。 田 外 , 差 att 一 ak 显然 小 于 在 x 一 十 1/2 后 切线 
下 的 面积 与 制 线 下 的 面积 之 差 ( 参 看 图 6.9); 因 此 ,我 们 有 不 等 式 


Qk+1 -一 UR 一 log (4 十 1) 一 二 log 一 log (和 十 1) 


1 ] 1 1 
一 Tlog (1 十 1) 一 一 -log 〖 十 | 
2 2 2 2( 太 十 1/2) 


e 32% 


1 / 1 1 ] 
把 这 些 不 等 式 对 不 一 1，2,*…, n 一 1 加 起 来 ,我 们 发 现 右 边 除 
机 项 外 所 有 项 部 五 相抵 消 。 因而 ( 因 2 一 0) 有 


1 3 1 1 1 3 
an 所 lo 三 一 log(1 十 工 } < 二 log 三 
2 2 2n 2 2 


因为 es。 有 界 , 而 且 单 调 递增 , 当 ” 一 oo 时, 趋同 一 个 极限 a. 
关于 4KL 一 A 的 不 等 式 , 现 在 给 出 


2 一 9， 一 5S (ak+l 一 a ) < 1 log (1 十 尘 ). 
大 二 戏 2 : 2n 
因为 由 定义 4;, 一 T, 一 a,， 从 (15),《16), 我们 有 
logn! 二 1] 一 a, 十 (2 十 1 )iogs — nn， 


或 记 Cr 一 c 


序列 os 是 单调 递减 的 ， 并 且 趋向 于 极限 0 一“ “; 因而 


] < 一 < -一 ca 一 az < el/2) log (IIM2m) 
o 


- /+ 寺 <1+ 圭 ， 
2 47 


ntl/2p -9 < 一 7 1 < aprt!l/ie -1 十 二 )， 
\ 47 


剩 下 的 事情 只 是 寻找 极限 a 的 确实 值 。 我 们 用 第 三 章 第 300 
页 公式 (80): 


于 是 我 们 有 


VA lim 0 
"re (2021 
用 CQ 722 二 /2e 一? 代替 n1, 用 0 2 tly 22 十 1/2 0 —2n 代替 (27P )1， 我 们 
立即 得 到 


a 
V — lm 一 一 一 和 一 一 一 


Cr 
9 ao AL 2 V2 


e 333. 


因此 ，a 一 V2x. 这样, 斯 特 林 公式 证 明 完毕 . 

斯 特 林 公 式 不 仅 有 它 的 理论 价值 , 它 还 是 对 大 数 ” 作 2! 的 数 
值 计 算 的 一 个 很 有 用 的 工具 。 我们 不 用 再 去 计算 数目 极 大 的 整数 
连 乘 ， 而 只 要 借助 于 对 数 用 斯 特 林 公式 作 很 少 的 运算 就 可 以 本 . 
譬如 ”一 10， 我 们 得 到 斯 特 林 表达 式 的 值 3598696 (用 7 位 数 
表 ), i 10! 的 准确 值 则 是 3628800, 百 分 误差 仅仅 是 5/6%. 

it9] 题 

6.1 节 , 第 506 页 

1， 证 明 当 f(x*) 宕 0 时 ,梯形 法 给 出 一 个 比 f 的 准确 积分 较 大 的 值 ;而 
切线 法 给 出 一 个 较 小 的 值 ， 


2 . 设 要 用 辛 下 生 法 则 计算 下 列 积分 ， 要 求 准确 到 位 小 数 ， 试 估计 所 需 
4 二 (5 一 4)/n 的 值 ; 


3, 用 和 s (KX < 1,s < 1) 表示 ,估计 计算 椭 贺 积分 
u(s) 一 | -天 -一 一 一 一 
nV — (1 — Kr’) 
时 误差 不 超过 6 所 需 的 后 数 ， 
4. 设 f(x) 在 区 间 « 系 x* 系 “+ 4 上 连续 ,并 且 导 数 一 致 有 界 , 即 存在 


常数 M,, 使 得 [|f (x)| < M,. 证 明 对 任 一 固定 点 65， 么 二 委 < 十 4， 都 有 
估计 式 


! 


dx 


[六 ro 28) < 全 


5. 计算 | edx 的 数值 ,使 误差 不 超过 1/100， 


6.2 节 ,第 515 页 
1， 一 个 摆 的 周期 如 下 : 


r = zz 二， 


其 中 ! 是 摆 长 ， 如 果 用 此 摆 驱 动 一 个 钟表 ,钟表 每 天 快 一 分 钟 ， 试 确定 ! 所 
必需 的 修正 值 ， 
2， 为 测量 一 山 的 高 ; 从 地 面 观察 山顶 上 的 一 个 一 百 米 高 的 塔 。 塔 脚 的 
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仰角 为 42"， 塔 本 身 张 角 为 6"。 在 这 42° 角 的 误 莽 为 " 的 条 件 下 , 问 所 确定 
的 山高 的 误差 限度 是 多 少 ? 


6.3 节 , 第 520 页 


1. (a) 为 要 解 方程 x+ = 1(x), 试 确定 如 何 选 常数 4 最 好 ,使 得 迭代 模式 
zt = Xk 二 Alxe — fxA)] 
收敛 速度 在 解 的 邻 域 内 尽 可 能 地 快 . 
(b) 用 这 个 方法 求解 关于 V 4 的 方程 ， 


‘4 
革 二 


et 


直 
~ 


(c) 试 证 当 4 之 1 时 :在 (b) 中 得 到 的 迭代 模式 的 每 一 步 准确 的 小 数位 
数 至 少 是 成 倍增 加 的 . 


2. (a) 试 确定 多 项 式 
g(x) = a pbx’ 


的 最 好 选取 , 使 得 对 于 V 4 的 迭代 模式 


X41 一 YA 十 SCx) (x 一 和 4) 
在 解 的 邻 域内 收敛 最 快 ， 
(b) 估计 收敛 速度 
(c) 如 何 适 当选 择 更 遍 次 有 的 多 项 式 gE(*), 进一步 改进 收 全 性 ， 
3， 研 究 问题 1 和 2 类 型 的 适当 模式 用 于 计算 A/ 4 
A.1 节 , 第 530 页 
1， 证 朋 lm 7} 


7 


= 1 


nt i/2 
2* 通 过 考察 | log (x+ *)dx， a > 0， 试 证 明 


ac 十 1)(c + nn) = dnnln’, 
其 中 o 有 一 个 大 于 0 的 下 界 ， 进 一 步 证 明 , 对 * 充分 大 的 值 o 单调 北 契 ， 
[ 当 4 一 oo 时 ，m 的 极限 是 1/T(e)] 
3， 试 求 log 人 各 上? 的 一 个 近似 表达 式 ,其 中 加 加 十 二 4 二 
4. 证明 一 -1 


- % 
bo ip 


二 项 展 式 中 :* 的 系数 由 -元 浙 近 地 给 出 . 
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第 七 草 ”无 穷 和 与 无 穷 乘 积 


几何 级 数 、 索 勒 级 数 以 及 本 书 前 面 讨论 过 的 一 些 例 痢 启 示 我 
们 可 以 从 更 一 般 的 观点 出 发 来 好 好 地 研究 分 析 中 的 那些 极限 过 
程 ,其 中 包括 无 穷 级 数 的 求 和 ， 原 则 上 说 ,任何 极限 什 


S = lim s, 
我 十 十 


都 能 够 写成 一 个 无 穷 级 数 ; 我 们 只 需 对 # 汪 > 1 设 a = 5 一 $11， 
并 设 al 二 51， 就 得 到 
3 1 十 060 十。 十 0 
于 是 , 当 # 增加 时 数值 S 就 作为 二 项 和 ** 的 极限 而 出 现 ， 我 们 称 
$ 是 无穷 级 数 
A 二 02 十 43 十 人，* 

的 和 来 表示 这 一 事实 . 

这 样 一 个 无 穷 和 只 是 表示 极限 的 一 种 方法 ,在 这 个 极限 中 ， 
每 一 个 逐次 的 近似 值 是 由 前 一 个 近似 值 再 加 一 项 得 到 的 。 例如 ， 
一 个 数 的 十 进 小 数 表达 式 在 原则 上 就 仅仅 是 把 这 个 数 a 表示 成 无 
穷 级 数 4 一 4 十 4 十 0 十 … 的 形式 ,在 这 里 ,如 果 0 委 入 1 
护林 项 a, 就 可 用 a X 10 ”来 替换 ,而 a 是 一 个 0 到 9 之 间 的 
整数 ， 

由 十 每 一 个 极限 值 都 能 够 写成 一 个 无 穷 级 数 的 形式 ， 级 数 的 
专 | ] 研 究 似 乎 是 多 余 的 . 然而 , 经常 出 现 这 种 情况 , 极限 值 天 然 
地 以 这 样 的 无 穷 级 数 的 形式 出 现 ， 而 这 种 无 穷 级 数 呈现 出 特别 简 
单 的 形成 规律 .并 不 是 每 一 个 级 数 都 有 一 个 容易 认识 的 形成 规律 
用 .例如 , 数 王 无疑 能 表示 成 一 个 十 进 小 数 ( 这 个 小 数 是 一 个 级 数 
2 cv,10-)3 但 是 我 们 知道 , 没有 一 个 简单 的 规律 使 我 们 能 够 说 出 
这 个 小 数 的 任意 一 位 的 值 ， 璧 如 说 第 7000 位 的 值 ， 然 而 , 如果 我 


”3536 ， 


们 考虑 用 一 的 莱 布 尼 兹 -格雷 戈 里 级 数 来 代 痊 我 们 就 有 -个 具 
完全 清楚 的 一 般 的 形成 规律 的 表达 式 [参看 第 468 页 (7)]. 
类 似 于 无 穷 级 数 的 是 无 穷 乘积 。 在 无 穷 级 数 里 极限 的 近似 什 
是 由 反复 加 新 的 项 形成 的 ; 在 无 穷 乘积 里 极限 的 近似 值 是 由 反复 
乘 新 的 因子 形成 的 。 然而 , 我 们 将 不 深入 到 无 穷 乘积 的 一 般 理 论 
中 ,这 一 章 和 第 八 章 的 主要 课题 将 是 无 穷 级 数 . 


7.1 收敛 与 发 散 的 概念 
a， 基 本 概念 


柯 西 收敛 准则 。 我 们 芳 虑 具有 ”一般 项 4， 的 一 个 无 穷 级 数 ， 
于 是 这 个 级 数 " 就 具有 形式 


人 
01 十 4 十 。*。 一 Ga 
vy 二 1 


右边 带 有 求 和 号 的 记号 只 是 左边 表达 式 的 一 种 缩写 方式 。 
如 果 当 # 增加 时 ,第 # 个 部 分 和 


pe 
一 > a, 
v= 二 1 


趋同 于 一 个 极限 
4 = lim $3 

我 们 就 说 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 否 则 我 们 就 说 它 是 发 散 的 .在 收敛 
的 情况 下 ,我 们 称 5 为 级 数 的 和 ， 

我 们 早已 遇 到 过 许多 收敛 级 数 的 例子 ， 例 如 , 几何 级 数 1 十 
9 十 9 十 …， 当 | < 二 1 时 ,收敛 到 和 1/(1 一 4g),， 还 有 log? 
的 级 数 ,e 的 级 数 等 等 . 

用 无 穷 级 数 的 语言 , 柯 西 收 伍 判别 法 (参看 第 一 章 第 78 页 ) 表 
示 如 下 : 


1) 由 于 形式 上 的 理由 ,我 们 包括 了 某 些 数 as 可 以 是 零 这 种 可 能 性 .如 果 从 某 一 个 
指标 数 N 以 后 ( 即 当 ” > Y 时 ) 所 有 的 项 都 为 零 ,我 们 称 此 级 数 为 有 尽 级 数 ， 


"537 。 


sm CO sal = ann 二 dt? 十 "十 am (1) 
A ee 


和 和 二 
和 


就 小 于 E。 


我 们 能 够 用 4 = 二 的 几何 级 数 来 说 明 这 个 收敛 判别 法 。 如 果 我 们 选 
择 s = 二， 我 们 5 4 需 取 NN 二 4 因为 


1 
[sm — 35»| = 


7 万 
iri+r..+.L)<.! 
-+ 让) 

所 以 当 2 > 4 时 

1 -1 

22 10° 
如 果 我 们 选择 。 等 于 一-， 取 ?7 作为 的 对 应 值 就 足够 了 ， 这 是 容易 验证 
的 . 


显然 ,一 个 级 数 收敛 的 必要 条 件 是 
lim a, = 0., 

否则 ,对 于 mw 二 2 十 1 收 化 准则 就 无 疑 不 能 满足 ,但 是 这 个 必要 
条 件 对 于 收敛 而 言 决 不 是 充分 的 ; 相反 , 容易 找到 一 个 无 穷 级 数 ， 
它 的 一 般 项 e, 当 = 增加 时 趋向 于 0， 但 是 它 的 和 不 存在 ,因为 当 
2 增加 时 ,部 分 和 ss 递增 但 没有 极限 . 

i 

十 一 一 十 … 十 -一 一 十 - 


+ 也 五 
它 的 一 般 项 为 -7 我 们 立即 看 到 


9538 。 


1 1 7 一 
ya > 一 -一 十 二 一 一 一 一 一 人 am. 
AN /nn /A 
当 7 增加 时 ,第 4 个 部 分 和 化 增 并 趋向 无 穷 大 ,因此 级 数 故 敌 . 
对 于 调和 级 数 


| 
2 3 4 


这 一 经 典 例 子 , 同 样 有 上 述 结论 这 里 
1 1 
十 本 地 性 十 4 -一 一 十 而 各 溃 十 一 
n+! ‘ml 27 


it 
ZN 27 2 
由 于 ”和 mm 一 2x 可 以 要 多 大 就 选 得 多 大 , 柯 西 判别 法 得 不 到 满 
足 ,所 以 级 数 发 散 :事实 上 ,因为 所 有 的 项 都 是 正 的 ,其 第 ” 个 部 分 
和 有 明显 地 趋 于 无 穷 . 另 一 方面 ,由 同样 的 数 但 采取 交错 的 符号 ,所 
形成 的 级 数 
1 一 工 + 工 - 工 了 + 上 一 于 。。。 He 。。 
2 3 4 5 7z 
收敛 (参看 第 五 章 第 466 页 (4)), 并 有 和 log 2， 
不 能 认为 每 个 发 散 级 数 ;都 趋 于 十 oo 或 一 oo， 例 如 在 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 1 十 一 …. 
中 ,我 们 看 到 它 的 部 分 和 交替 地 取 值 1 和 0, 并且 由 于 这 种 前 后 
的 摆动 , 既 不 趋向 一 个 确定 的 极限 ,又 不 在 数值 上 无 限 增加 . 
下 面 的 事实 , 虽然 是 不 言 自 明 的 , 但 是 非常 重要 , 应 该 引起 注 
更 。 就 收敛 性 或 发 散 性 而 论 ,不 论 从 oo 或 a1 或 4; 或 任意 选择 的 任 
一 其 它 项 开始 作为 级 数 的 首 项 ,都 是 毫 无 关系 的 . 


b. 绝对 收 钱 与 条 件 收 全 


调和 级 数 1 十 村 十 - 


L 
3 


疯 十 …: 是 发 散 的 ,但 是 如 果 我 们 
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每 隔 一 项 改变 其 符号 , 则 所 成 的 log 2 的 级 数 收敛 ， 另 一 方面 , 几 
何 级 数 1 一 g 十 一 下 十 一 -… 在 0 三 4 二 1 的 条 件 下 收敛 且 
有 和 1/(1 十 q),， 并 且 使 所 有 的 符号 为 正 ,我 们 得 到 级 数 
1 十 9 十 十 用 十 

这 个 级 数 也 是 收敛 的 , 它 有 和 1/(1 一 g). 

这 里 呈现 一 种 差别 , 我 们 必须 车 察 . 所 有 的 项 都 为 正 的 级 数 
只 有 两 种 可 能 情况 ， 或 者 收敛 或 者 当 * 增加 时 部 分 和 递增 无 界 ， 
因为 部 分 和 是 一 个 单调 递增 序列 ,如 果 部 分 和 有 界 , 必 然 收敛 。 当 
2 增加 时 , 如 果 一 般 项 趋 于 零 的 速度 足够 快 ,级 数 就 收敛 ; 另 一 方 
面 ,如 果 一 般 项 根本 不 趋向 于 零 或 趋向 于 零 的 速度 太 慢 , 级 数 就 发 
散 . 然而 在 级 数 既 有 正 项 又 有 负 项 时 ， 符 号 的 改变 正 是 造成 收敛 
的 原因 ， 当 正 项 的 部 分 和 增加 太 大 时 , 负 项 进行 补偿 ,致使 最 终结 
果 趋 向 一 个 确定 的 极限 . 

为 了 有 可 能 更 好 地 理解 ， 我 们 考察 既 有 正 项 又 有 人 负 项 的 级 数 
>， 4,, 将 它 与 男 一 个 与 它 有 相同 的 项 ,符号 全 为 正 的 级 数 , 即 


¥=1 


[ai + |al + = Dla,l, 
进行 比较 ,如 果 后 面 这 个 级 数 收 合 , 于 是 当 充分 大 , 且 m 二 时 ， 
表达 式 
last1 十 |an+t2 | 十 “十 a, | 
无 疑 将 任意 小 ;由 于 关系 式 
| ca 十 *，*， 十 a | < Ce 二 :十 | 2 |， 
左边 的 表达 式 也 是 任意 小 的 ， 因 此 根据 哥 西 判别 法 ， 原 先 的 级 数 
> w 收敛 .在 这 种 情况 下 , 原先 的 级 数 称 为 绝对 收 伍 。 它 的 收 
敛 性 是 由 于 它 的 项 绝对 地 小 ,而 与 它 的 符号 的 变化 无 关 . 
另 一 方面 , 如 果 具 有 一 般 项 14a,| 的 级 数 发 散 , 而 原先 的 级 数 
仍然 收敛 ， 我 们 称 原先 的 级 数 为 条 件 收敛 ， 条 件 收敛 起 因 于 具有 
相反 符号 的 项 互相 补 途 。 
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调 趋 于 零 ( 因 此 aon| 入 14,|), 则 级 数 2 4, 收敛 . [例如 : 莱 
布 尼 兹 级 数 , 见 第 468 页 (7 )]. 
为 了 证 明 这 个 判别 法 ,不 失 一 般 性 ,我 们 设 wa > 0, 并 将 此 级 
数 写成 
bi— oT b+:. 
现在 式 中 所 有 的 项 2。 均 为 正 数 ， 5, 趋 于 零 , 并 且 满足 条 件 bs 声 
5b 如 果 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 组 合 项 ， 


及 5 一 (人 pb 一 3) 一 (人 24 一 与 ) 一 …， 
(51 一 六) 十 (0p5 一 60) + (bs— bs) + “” ”多 


我 们 立即 看 到 部 分 和 "一 > ay 满足 下 面 两 个 关系 式 


有 红 容 入 之 族 之 "之 sm 之“ *， 
1 
男 一 方面 ，s2w 魏 fx 委 5 并 且 Jonf+l 之 fn 之 52， 所 以 奇数 的 部 
分 和 5 s3，*** 形成 一 个 单调 递 降 的 序列 ， 它 以 为 下 界 ; 因 


5 、 
ww < 
2 4 S6 S8 So S57 Ss 33 S1 


7.1 一 个 交 钳 级 数 的 收 伍 性 


此 这 个 序列 有 一 个 极限 工 《〈 第 77 页 ). 偶数 的 部 分 和 :2，#54，-… 
类 似 地 形成 一 个 单调 递增 的 序列 ， 它 以 9 为 上 界 ， 因此 这 个 序 
列 必 有 一 极限 值 L. 由 于 数 sx 与 or 互相 只 相差 bzori， 当 ?> 
增加 时 b+l 鸥 于 0, 于 十 极限 值 工 和 上 彼此 相等 。 即 , 偶 的 和 
奇 的 部 分 和 趋 于 同一 个 极限 ，、 这 个 极限 我 们 现在 记 作 5S (参看 图 
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7.1). 然而 , 这 更 舍 着 我 们 的 级 数 是 收敛 的 , 它 的 和 是 5， 这 正 是 
要 证 的 结论 
阿山 尔 判 别 法 


和 


过 


法 作为 一 个 特殊 情形 。 设 41 十 a; 十 … 是 一 个 无 穷 级 数 , 它 的 部 分 和 ww 一 
ai 十 … 十 er 有 不 依赖 于 # 的 者 .又 设 扣 , 如,，… 是 一 个 单调 递 降 到 零 的 正 
数 序列 。 于 是 无 穷 级 数 
Par 十 加 Ga 十 。。。 (2) 
收敛 . 〈 对 于 特殊 的 级 数 a TmT 一 +I 一 1+ 工 一 1 二 一 …… 我 
们 得 到 p, 一 ps 十 ps 一"… 收 伍 ,这 就 是 莱 布 尼 北 判别 法 .) 证 明 是 不 难得 到 
的 ,如 果 我 们 应 用 于 西 判 别 法 ,借助 “分 部 求 和 法 我 们 有 估计 
|Prtidantr 十 Prittntz 十 。…… 十 pwrm | 
= [prtslSnt: — Sn) 十 paralSnts 一 wa) 十。 十 pmCsm — sm) | 
= |—prrisn 十 pmim 十 《加 一 加 Ji 十 《加 一 Pria)snt2 TT 
+ (pm_1 — Pm)smt | 
SprrM 十 paM + (pats — Prtz tt Pais — prts tT pnt — pw)M 
= 2priiM, 
其 中 M 是 上:;| 的 一 个 办 ;因为 ps4+1 一 0， 于 是 根据 哥 西 判别 法 就 可 推出 级 数 
《2) 的 收敛 性 . 
最 后 ,关于 绝对 收敛 级 数 和 条 件 收 和 敛 级 数 之 间 的 基本 差别 ,我 


们 作 另 一 个 一 般 的 评论 。 我 们 著 虑 一 个 收 化 级 数 > a,。 我 们 用 
pis P23 13 **" 记 级 数 的 正 项 ， 同时 用 ds 一 II ~ 4733 ““"* 记 级 
数 的 负 珊 ， 假 如 我 们 组 成 给 定 级 数 的 第 # 个 部 分 和 5, 一 > dy 


其 中 必然 出 现 某 个 数量 的 正 项 ,譬如 说 是 ”， 某 个 数量 的 负 项 , 警 
如 说 是 nn ,这 里 十 nn 二 nn， 而且, 如 果 级 数 中 正 项 的 数目 和 人 负 
项 的 数 日 一 样 是 无 限 多 , 那 末 两 数 w 和 ww 将 像 7 一 样 递增 无 办 . 


我 们 立即 看 到 ， 部 分 和 *。 恰恰 等 于 级 数 的 正 项 部 分 和 Sp, 加 上 


由 一 


负 项 的 部 分 和 2 如 果 给 定 的 级 数 绝对 收敛 , 那 末 正 项 的 
级 数 Sp, 和 负 项 的 绝对 值 的 级 数 D4, 必定 同时 收敛 ， 因 为 


由 盖世 
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当 m 增 加 时 ,部 分 和 > 种 > 是 单调 非 减 的 序列 ,有 上 界 


Sa,l. 
开 是 二 个 名 政和 的 人 和 的 从 好 和 也 中 和 的 


和 
是 


因为 ,Se 六 4,: 当 * 增 加 时 ，n" 和 ”也 递 
增 无 界 ,因此 左边 的 极限 必须 等 于 右边 两 个 和 的 差 。 如 果 级 数 只 
包含 一 种 特定 符号 的 有 限 项 ,情况 是 相当 简单 的 。 另 一 方面 ,如 果 
级 数 不 是 绝对 收敛 ,而 是 条 件 收敛 , 则 级 数 Dp. 和 D4, 必须 
同时 发 散 ， 因 为 假如 它们 两 者 都 收敛 ， 级 炒 将 绝对 收 久 ， 与 我 们 的 
假设 矛盾 。 假 如 只 是 一 个 发 散 , 璧 如 是 D2, 而 另 一 个 收敛 ,于 


是 分 离 成 正和 负 两 个 部 分 ，，" 一 > _ >4,, 这 表明 这 个 级 


数 不 可 能 收敛; 因为 当 w 递增 时 ，w 和 > 将 递增 无 界 ， 而 项 
六 将 趋向 一 个 有 穷 的 极限 ,因此 部 分 和 ss 将 递增 无 界 . 
我们 有 到 ， 不 全 种 个 条 件 收 鲜 的 级 数 看 作 两 个 收 条 


对 信 组成 让 
与 这 个 事实 紧密 相 联 的 是 绝对 收敛 和 条 件 收 和 敛 之 间 的 另 一 个 
差别 ,我 们 现在 就 简要 地 提 一 提 . 


“c, 项 的 重新 排列 


有 穷 和 的 一 个 性 质 , 刀 我 们 能 够 改变 项 的 次 序 , 或 者 , 如 我 们 所 说 的 , 任 
意 排列 项 的 次 序 不 改变 和 的 值 。 问题 在 于 ;在 一 个 无 穷 级 数 里 什么 是 项 的 
次 友 的 改变 的 确切 意义 ? 并 且 作 这 样 一 个 重新 排列 能 使 和 的 值 不 改变 吗 ? 
嚼 然 在 有 穷 和 里 做 到 这 些 没有 困难 ,例如 , 按 相 反 的 次 序 加 这 些 项 ,而 在 无 穷 
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级 数 里 这 样 一 种 可 能 性 就 不 存在 , 它 没有 最 后 一 项 可 以 用 它 去 开头 。 现 在 在 
人 
' 经 重新 排列 而 变换 为 一 个 级 数 5 + 5 二 5 十 .…、 只 要 第 一 个 级 
生生 项 < 确实 在 第 二 个 级 数 里 出 现 一 次 , 并 且 反 过 来 也 是 这 样 。 举 
例 来 说 ， 被 代替 的 mm 的 总 数 可 以 像 » 一 样 无 限 增 大 , 但 唯一 的 一 点 是 m 必 
须 出 现在 新 的 级 数 里 的 某 个 地 方 ， 如 果 有 些 项 被 移 到 级 数 的 较 后 的 位 置 , 当 
然 , 另 一 些 项 必须 被 移 到 较 前 的 位 置 ， 例 如 ,级 数 
1 才 4 十 9 十 2 十 和 十 有 十 有 十 十 8 十 全 十 
是 几何 级 数 1+4+4 十.… 的 一 个 重新 排列 2， 
关于 次 序 的 改变 绝对 收敛 级 数 和 条 件 收 敛 级 数 之 间 存 在 一 个 基本 的 差 
别 。 
在 绝对 收敛 级 数 里 项 的 重新 排列 不 影响 其 收敛 性 ,并 且 级 数 和 的 值 不 改 
变 ,与 有 限 和 一 样 地 正确 . 
另 一 方面 ,在 条 件 收敛 级 数 里 ， 级 数 的 适当 的 重新 排列 就 能 够 任意 改变 


时 


量 学 和 


首先 ， 关于 绝对 收 全 级 数 是 容易 确 立 的 . 开交 我 们 假设 ,级 数 只 有 正 项， 
并 且 考 虑 第 ” 个 部 分 和 一 之 av。 只 要 以 选 得 是 够 大 ,这 个 部 分 和 的 所 有 


Ve 1 


项 出 现在 重 排 级 数 的 第 力 个 部 分 入 -> 由 ,因此 加 之 %， 另 一 方面 ， 
我 们 能 够 决定 一 个 足够 大 的 指标 数 使 得 第 一 个 级 数 的 部 分 和 5. = 部“ 


VY=1 


包含 项 51 ,56;,…, bm 的 全 体 。 于 是 由 此 得 出 im 和 < sx' 委 4， 其 中 4 是 第 一 
个 级 数 的 和 ， 因 此 对 于 m 的 所 有 充分 大 的 值 ,我 们 有 stm 志 4， 同 时 因 
为 和 与 4 的 差 能 够 是 任意 小 的 数 , 由 此 可 见 重 排 级 数 也 是 收敛 的 ,事实 上 ， 
与 原来 的 级 数 一 样 趋向 同一 个 极限 4. 

如 朱 绝 对 收 信 级 数 既 有 正 项 又 有 负 项 ,可 以 把 它 看 作 两 个 只 有 正 项 的 级 
数 的 差 。 由 于 在 原来 的 级 数 的 重新 排列 的 过 程 中 ,这 两 个 级 数 的 每 一 个 只 是 
项 交换 了 位 置 , 因此 与 未 交换 位 置 的 级 数 一 样 收 剑 到 同样 的 值 , 于 是 原来 的 
级 数 经 过 重新 排列 以 后 ,级 数 和 的 值 同样 不 改变 ， 根 据 刚 才 讨 论 的 情况 , 这 
新 的 级 数 是 绝对 收敛 的 ,因此 它 是 两 个 正 项 重 排 级 数 的 差 ， 

对 于 初学 者 来 说 , 则 才 证 明 的 事实 似乎 是 显然 的 。 不 具备 这 种 性 质 的 条 


1 对 于 每 一 个 # > 0， 相 应 于 ga” < 太志 a"t! 的 这 些 项 q*, 按 相反 的 次 序 写 ， 
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件 收敛 级 数 的 一 个 例 能 够 说 明 这 个 事实 的 确 是 需要 证 明 的 ,并 且 在 证 明 过 程 
中 绝对 收敛 是 本 质 的 。 我 们 取 溉 悉 的 log 2 的 级 数 , 把 它 用 因子 飞 的 结 时 
号 在 它 的 下 面 ， 


1 


1 + -上 上 + 上 虐 - 工 + 工 - 工 一 — log2 
2 3 4 5 6 7 8 
1 1 + 二 一 = 上 log 2 
2 4 0 3 2 
并 有 号 把 它们 加 起 来 , 按 纵 列 结合 项 ">"。 于 是 我 们 得 到 
1+ 工 -上 + + 上 上 -上 + 工 + 上 上 -上 上 + 十 一。 一 二 log2. 
3 2 5 7 4 9 l 1 6 2 


后 面 这 一 级 数 明显 地 能 够 由 原来 的 级 数 经 过 重 排 而 得 到 ,但 是 级 数 的 和 的 什 
已 经 被 于 上 了 因子 二 、 不 难 想像 ,这 个 表面 上 看 起 来 似是而非 的 发 现 ,对 于 


习惯 于 用 无 穷 级 数 进行 运算 , 而 不 落 虑 它们 的 收敛 性 的 十 八 世纪 的 数学 家 产 
生 了 人 怎样 的 影响. 

* 我 们 将 给 出 以 上 关于 条 件 收敛 级 数 之 4a， 由 于 项 的 次 序 的 改变 而 引起 
和 的 改变 的 定理 的 证 明 ,虽然 我 们 没有 机 会 去 利用 这 个 结果 . 设 pi1, Pp，……: 
是 级 数 的 正 项 ,而 一 491， 一 4;，,"*， 是 级 数 的 负 项 。 由 于 当 # 增加 时 ,绝对 值 
(on | 趋 寺 0: 数 如 积 和 n 当 M 增加 时 也 必 须 趋 于 0。 然 而 ; 正 像 我 们 早已 看 到 


的 ,和 Sp, 一 定 发 散 ,并 且 D> 也 同样 发 散 ， 


Yel 


现在 我 们 能 够 容易 地 找到 原来 级 数 的 一 个 重新 排列 , 重 排 后 的 级 数 以 任 
意 的 数 “作为 它 的 和 .为 了 明确 起 见 ， 假 设 “ 是正 的 。 于 是 我 们 把 前 面 


个 正 项 加 在 一 起 ,使 得 和 > 刚好 大 于 a. 由 于 和 >。 随 着 ” 递增 无 
秀 ， 因此 取 足 外 多 的 项 使 得 部 分 和 大 于 < 总 是 可 能 的 . 于 是 部 分 和 与 精确 值 


a 的 差 至 多 是 姑 , .现在 我 们 加 足够 多 的 负 项 3 4,， 使 得 和 入- pS 9， 
刚好 小 于 a; 根 据 级 数 之 4, 的 发 散 性 ， 这 也 是 可 能 的 。 这 时 这 个 和 与 之 


1) 关于 级 数 的 加 法 参看 7.1d 节 ， 


a 生生 5 *。 


间 的 差 至 多 是 *w 。 现 在 我 们 加 另外 的 足够 多 的 正 项 > ' p,， 使 得 部 分 和 再 
Ni 十 1 


一 次 刚好 大 于 a, 由 于 该 正 项 级 数 发 散 ， 这 还 是 可 能 的 。 这 时 部 分 和 与 4 之 
间 的 差 至 多 是 ps,。 我 们 再 一 次 加 是 够 多 的 负 项 一 > 4,， 这 里 开始 的 项 


贡 | 中! 
征 在 前 面 用 过 的 最 后 一 项 的 下 一 项 ， 使 得 和 再 一 次 刚好 小 于 a, 并 且 反 复 使 
用 间 梯 的 方法 。 这 样 得 到 的 和 的 值 将 围绕 数 4 而 摆动 ,同时 当 过 程 持续 足够 
长 以 后 ,这 个 摆动 将 只 在 任意 狭小 的 范围 之 内 发 生 ;由 于 当 v 足够 大 时 ,项 p， 
和 g, 自身 趋 于 0, 于 是 摆动 的 区 间 的 长 度 也 将 趋 于 0, 于 是 定理 得 证 . 
回 样 ,我 们 能 够 用 这 样 的 方法 来 重 排 级 数 使 它 发 散 : 我 们 只 需 把 正 项 的 
数目 取得 如 此 之 大 ,以 至 它 与 负 项 匹配 时 ,补偿 不 再 发 生 . 


d. 无 穷 级 数 的 运 


显然 ,两 个 收敛 的 无 穷 级 数 4 十 li 十 一 9 和 及 十 六 十 …… 
一 了 可 以 逐 项 相 加 , 即 ,由 项 c 一 a, 十 2。 形成 的 级 数 收敛 ， 并 
以 值 3 十 7 了 作为 它 的 和 ?。 由 于 


> cm > oa 二 >) 加 -3 二 TI. 
y 一 荆 一 1 Vv 三 1 


同样 显 伏 ， 如 果 我 们 用 相同 的 因子 去 乘 收敛 的 无 穷 级 数 的 每 
一 项 ,这 个 级 数 仍然 收敛 , 它 的 和 被 乘 以 这 同一 个 因子 . 

对 于 这 些 运 算 , 收 剑 是 绝对 的 还 是 条 件 的 ,都 是 无 所 谓 的 . 鸭 
一 方面 ,进一步 的 研究 表明 ,除非 两 个 级 数 中 至 少 有 一 个 是 绝对 收 
敛 的 ; 否则 , 两 个 无 穷 级 数 用 有 穷 和 的 方法 去 乘 , 不 一 定 导 至 一 个 
收敛 级 数 作为 它们 的 乘积 的 值 (参看 附录 第 582 页 ). 


7.2 绝对 收敛 和 发 散 的 判别 法 


在 7.1b 节 我 们 已 经 遇见 过 对 于 级 数 的 条 件 收敛 很 有 用 的 莱 
布 尼 兹 判别 法 。 下 面 我 们 将 只 考虑 涉及 绝对 收敛 的 准则 . 


i) 这 个 定理 确实 无 非 是 两 项 和 的 极限 等 于 它们 的 极限 的 和 这 个 事实 (参看 第 一 章 
第 75 页 ) 的 另 一 种 陈述 ， 
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a， 比 较 判 别 法 ， 控 制 级 数 


收敛 性 的 所 有 这 种 考虑 都 依赖 于 所 要 考虑 的 级 数 与 第 二 个 级 
数 的 比较 ;这 第 二 个 级 数 是 用 这 样 一 种 方法 来 选取 的 ,使 得 它 的 收 
全 性 能 够 容易 被 判别 出 来 ， 一 般 的 比较 判别 法 可 以 叙述 如 下 : 


如 果 数 记 , 5 .- -都 是 正 的 ,同时 级 数 > 6， 收敛 ,并 且 如 
果 对 于 所 有 的 ”都 有 


je < 2 


根据 柯 西 别 法 ,这 个 证 明 几 乎 是 显然 的 。 因为 如 果 和 之 2 
我 们 有 
las 十 … 十 ip |]asl+ + ja 6, 二 十 5. 
由 于 级 数 >， 2 收敛， 只 要 ”和 关 充 分 大 ,右边 就 任意 小 。 由 此 


可 见 , 对 于 这 样 的 > 和 mw 的 值 左 边 也 是 任意 小 ,因此 根据 哥 西 判别 
法 ,给 定 的 级 数 收敛 ， 这 个 收 敏 性 是 绝对 的 ,因为 我 们 的 讨论 可 以 
完全 同样 地 应 用 到 绝对 值 je,| 的 级 数 的 收敛 性 上 去 . 
下 述 事实 的 类 似 证 明 可 以 留 给 读者 。 如 果 
las| 衬 5, >> 0， 


$e 
n=1 


有 时 殷 上 述 具有 正 项 b 的 级 数 分 别称 为 相应 于 具有 项 4。 的 
级 数 的 上 控制 级 数 和 下 控制 级 数 . 


b. 与 几何 级 数 相 比较 的 收敛 判别 法 


在 比较 判别 法 的 应 用 中 ， 最 常用 来 作为 上 控制 级 数 的 比较 级 
数 是 几何 级 数 ， 于 是 我 们 立即 得 到 下 面 的 定理 ， 


定理 级 数 > as 绝对 收敛 的 一 个 条 件 十 ,从 茶 一 项 起 关系 


名 


式 | 
las| < cg” (3) 
成 立 . 其 中 c 是 不 依赖 于 2 的 一 个 正 数 ，9 是 任意 一 个 小 于 1 的 


和 
和 


的 形式 之 一 : 级 数 > za 绝对 收敛 的 一 个 条 件 是 ,从 某 一 项 起 天 
系 式 


Ctl < 了 9 (4a ) 
成 立 ， 其 中 4 仍 是 一 个 小 于 工 的 正 数 : 并 且 不 依赖 于 m， 或 者 从 某 
一 项 起 关系 式 
V ja, | < (4b) 
成 立 ， 其 中 4 是 一 个 小 于 1 的 正 数 . 特别 地 , 当 关 系 式 
im || 一 和 一] (5a ) 
天 - 全 抽 dn 
或 
im Was = <1 (5b) 
成 立时 ,就 满足 上 述 判 别 靶 的 条 件 . 
上 述 断 言 容易 用 下 述 方法 建立 ， 


让 我 们 设 从 下 标 m 以 后 , 即 当 ”> no 时 ,比值 判别 法 的 准则 
(4a) 是 满足 的 . 为 简 项 起见, 我 们 令 Un tmil ™ bn， 因而 得 到 
lol <， 5 一 了 | 一 他 oj， 
15 一 92 < 91bol, 


等 等 ;因此 
| < 4"1bo|， 
于 是 当 nn 之 no 并且 < 一 4 -ob 时 ， 
| ae 一 |- < gq" "|bo) = cq", 


这 就 确立 了 我 们 的 断言 。 对 于 根 式 判别 法 的 准则 《4b), 我 们 立刻 


有 las| 4"， 因 而 我 们 的 断言 是 乙 立 即 得 到 ， 
+ 548 。 


最 后 ,为 了 证 明 准 则 (5), 我 们 浪 虚 任意 一 个 数 9g， 使 得 二 
4 ~ 1. 于 是 从 某 一 |~ no 以 后 ,上 > no 时 ,关系 式 , 23， b 分 别 隐 
仿 过 gq 和 Ylas| 二 yg， 因为 从 某 项 以 后 或 V1asl 


与 记 的 差 小 于 (gq 一 *)， 于 是 ,基于 已 经 证 明 的 结果 ,断言 成 立 . 
我 们 强调 指出 ,从 初始 的 准则 |a,| < cq” 得 到 的 四 个 判别 法 
4a, b，5a，b 并 不 互相 等 价 也 不 同 初始 的 准则 等 价 , 就 是 说 ,他们 
不 能 互相 推 得 。 我 们 很 快 将 从 一 些 例 中 看 到 ,如 果 一 个 级 数 满 足 
条 件 中 的 一 个 , 它 不 一 定 满足 其 它 任何 一 个 . 
为 完满 起 见 , 可 以 指出 ,如 果 从 某 一 项 起 ,对 于 某 个 正 数 < 


(nl 


Antl 
dn 


la > 
或 者 从 某 一 项 起 
Vlasl > 1， 
或 者 lim| 并 | 一 入 或 limV las| 一 和 


其 中 《是 大 于 1 的 数 , 则 级 数 > 4, 一 定 发 散 . 因为 我 们 一 看 就 


可 认 出 ,在 这 种 级 数 里 其 项 不 可 能 随 » 的 增 大 而 趋 于 零 , 因 此 这 些 
级 数 必定 发 散 . (在 这 种 情况 下 ,级 数 甚 至 不 可 能 条 件 收敛 . ) 

我 们 的 判别 法 给 出 了 一 个 级 数 绝对 收敛 的 充分 条 件 ; 亦 即 , 当 
条 件 满 足 时 ,能 够 得 出 结论 , 级 数 是 绝对 收敛 的 ， 然而 ,它们 的 确 
不 是 必要 条 件 ; 亦 即 ;能够 作出 不 满足 这 些 条 件 的 绝对 收敛 级 数 ， 

譬如 ,条 件 


lim 


Br 


| 


Tr 


一 1 或 lm Vlas| 一 1 
并 不 隐 含 关于 级 数 收 敛 的 任何 信息 . 这 样 的 一 个 级 数 可 以 收敛 也 
可 以 友和 取 。 例如 ;级 数 
"1 


并 一 ] 天 


对 于 它 im Vile,| 一 1 和 lim 


主 一 吧 | 


| 
天 


一 1， 正 像 我 们 在 第 539 


® S49% 


页 中 看 到 的 这 级 数 是 发 散 的 , 另 一 方面 , 正 像 我 们 即将 看 到 的 , 级 
数 》, 二 满足 同样 的 关系 式 ,但 它 却 是 收敛 的 . 


2 
作为 我 们 的 判别 法 的 应 用 的 例 , 我 们 先 芳 虑 级 数 
4 十 24 十 349 十 。%…' 十 29 十 …。 
对 于 这 个 级 数 


和 MY 


lim dnt! = 19| 。 
一 


nn 十 1 
他 


一 : | 了 | sa。 lim 
好 时 


根据 比值 判别 法 各 根 式 判 别 法 ,甚至 较 弱 的 公式 (5), 都 可 以 推 知 , 如 果 |4| < 
1， 则 该 级 数 是 收敛 的 . 
1 二 29 二 二 28 十 十 gq 十 24 十 4， 


当 = 和 ja|< 1 时 ;我 们 不 再 能 够 根据 比值 判别 法 来 证 明 级 数 的 收敛 性 , 因 


为 | 2 一 | =- 2141> 1。 但 是 根 式 判别 法 立即 给 出 lim /TaT = el， 本 
而 说 明 ,在 14| < ! 的 条 件 下 ,级 数 收敛 ， 当 然 , 在 4| < 1 的 条 件 下 ;我 们 
也 可 以 直接 观察 


c. 与 积分 相 比 较 * 


我 们 现在 讨论 一 个 研究 收敛 性 的 全 然 不 同 的 方法 .我们 将 以 
特别 简单 而 重要 的 级 数 


S 工 一 1+ 工 十 二 十 …: 


s+ 1 phe 3 


作为 典型 来 说 明 这 个 方法 ， 式 中 一 般 项 mw 是 二 ，v 是 一 个 正 数 . 


为 了 研究 这 个 级 数 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ,我 们 考察 函数 y = 二 的 
图 形 , 同 时 在 x 轴 上 标 出 整数 的 横 坐 标 x = 二 1，x = 2,* .…， 我 们 


rd ee Wie hi ie — 


_1) 与 这 相 联系 也 可 以 参看 第 六 章 的 附录 第 532 页 . 
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首先 在 x 轴 上 的 区 间 wx 一 1 达 x 志 n(n > 1) 上 作 高 为 = 的 扼 
形 ， 并 且 把 它 与 在 * 轴 的 同一 区 间 上 ， 区 间 端 点 的 垂直 线 和 曲线 
y 一 三 所 围 成 的 面积 (这 个 范围 在 图 7.2 中 以 阴影 部 分 表 出 ) 进 行 
比较 。 其 次 ,我 们 在 区 间 之 x < w+ 1 上 作 高 为 二 的 矩形 ,类 
似 地 把 它 与 在 同一 个 区 间 上 ,曲线 下 围 起 来 的 面积 (这 个 范围 在 图 
7.2 中 以 交叉 网 格 表 出 ) 进 行 比较 ， 在 第 一 种 情形 ,曲线 下 的 面积 


2 


机 时 本 各 只 


第 ee 地 
开 一 1 n n+l 
图 7.2 级 数 与 积分 的 比较 


明显 地 大 于 起 形 的 面积 ;在 第 二 种 情形 ,曲线 下 的 面积 小 于 算 形 的 
面积 ， 换 句 话 说 ， 


| 2 < 二 < dz 
分 别 对 于 1 一 1 , 2 ， 3 ， “1 和 1 = 2) 3 ， "ss, 与 下 这 些 
不 等 式 并 且 求 和 ,我 们 就 得 到 以 下 关于 第 mw 个 部 分 和 5。 一 > 一 
的 估计 : 
| 


一 -< 和 < 十 | a. (6) 
l x J x° 
1 


现在 , 当 w 增 加 时 ,积分 | 信 ， 欧 向 于 一 个 有 穷 极 限 还 是 递增 无 
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极限 依 & >1 还 是 &“ 委 1 工 而 定 。 从 而 单调 数 序 列 *。， 是 有 界 还 是 
钊 增 无 弄 依 “之 1 述 是 4 二 1 而 定 , 十 是 我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 倒数 军 的 级 数 


当 且 仅 当 = > 工时 收 伍 . 
对 于 a 一 1， 我 们 以 前 用 不 同 的 方法 证 明 过 的 调和 级 数 的 发 
散 性 ,现在 是 定理 的 一 个 直接 的 结果 ;同样 ,级 数 


收敛 而 级 数 二- 十- ”发 衣 。 
V1 v12 V3 


对 于 & > 1 的 收敛 级 数 > 上 在 收敛 性 的 研究 中 经 常 被 用 
来 作为 比较 级 数 . 例如 ,我 们 立即 看 出 ， 对 于 c > 1, 级 数 > 


当 系 数 的 绝对 值 1c,| 小 于 一 个 固定 的 不 依赖 于 ”的 上 界 时 就 绝对 
收敛 . 
欧 拉 常 数 。 从 估计 式 (6) 对 于 “ 一 1 立即 得 出 数 序列 


< 一 1 十 工 + 工 十 .十 二 一 logy 
2 3 17 


一 — logn> log(n+ 1)— logn>>0 
是 下 有 界 的 . 因为 从 不 等 式 : 
-一 | 本 一 log(n++ 1)— logn 


1 
nn 十 1 
我 们 看 到 序列 是 单调 递减 的 ,于 是 它 必 定 趋 同一 个 极限 
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十 C, oY C +1, 


lim C, = im (1 二 二 十 二 十 “ 二 工 一 logn) 一 C. 
-0 2 - 天 。 


让 -人 


数 C 的 值 是 0.5772.… , 称 为 欧 拉 常数 ， 与 分 析 中 的 其 它 重要 的 特 
殊 数 ,例如 和 <。 不 同 ,对 于 欧 拉 常 数 没有 发 现 另外 的 具有 简单 的 
形成 规律 的 表达 式 。 到 今天 为 止 , 还 不 知道 C 是 有 理 数 还 是 无 理 
数 ， 


7.3 芳 数 序列 


正如 以 前 经 常 强调 的 ， 极 限 过 程 不 仅 用 于 以 其 他 更 简单 的 数 
近似 地 表示 已 知 数 ， 而 且 也 用 于 把 已 知 数 的 集合 扩展 成 为 更 广泛 
的 集合 .下 述 事实 在 分 析 中 具有 决定 性 的 意义 :不 仅 要 研究 常数 项 
序列 或 常数 项 无 穷 级 数 的 极限 ,而 且 类 伏地 ,也 要 研究 函数 项 序列 
或 其 项 是 一 个 变量 * 的 函数 的 级 数 的 极限 ， 如 像 泰 勒 级 数 或 一 般 
的 军 级 数 .不仅 用 更 简单 的 函数 去 壶 近 给 定 的 函数 需要 这 样 的 极 
限 过 程 ， 而 且 新 的 函数 的 定义 和 分 析 描 述 也 往往 需要 建立 在 函数 
序列 的 极限 概念 的 基础 上 ，f(x) 一 lim f(x) 对 -co。 等 价 地 ， 
我 们 可 以 把 f(x) 和 f(x) 看 作 沟 数 gs(z) 的 无 穷 级 数 f(x) = 


2) gv(x%) 的 和 与 部 分 和 ,其 中 # 二 1 时 g,(x) 一 fun) — fs-i(X) 


利 gi(%) 一 f(x). 
我 们 现在 来 讨论 确切 的 定义 和 几何 解释 . 


a&a. 图 数 与 曲线 序列 的 极限 过 程 


定义 ”如果 在 区 间 “二 * 之 。 的 每 一 点 * 处 ,函数 值 f,(%) 
在 通常 意义 下 收 剑 到 函数 值 f(x)， 则 称 序列 h(x) ， 户 (z)，… 在 
区 间 a 过 x 入 5 上 收敛 到 极限 函数 f(x)， 在 这 种 情形 下 ,我 们 写 
成 lim f(x) 一 1(x)， 根据 柯 西 判别 法 (参看 第 78 页 ), 我 们 能 够 
不 涉及 极限 函数 1《x) 来 叙述 序列 的 收敛 性 ， 函 数 序列 收敛 到 一 个 
极限 函数 , 当 且 仅 当 在 所 考虑 的 区 间 时 的 每 一 个 点 * 处 ,对 于 每 一 
个 正 数 6， 量 je) 一 f(x)| 是 小 于 6 的 ,只 要 wn 各 选 得 充分 
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大 ,也 就 是 , 大 于 某 一 个 数 W. 这 个 数 N = 一 N(e,*) 通常 是 依赖 
于 8 和 x* 的, 并且 当 8 趋 于 和 雪 时 无 限 增 大 . 

我 们 经 凋 遇 见 极 数 序 列 的 极限 的 情形 。 我 们 仅 提 一 提 , 当 “ 
为 无 理 数 时 磊 x* 的 定义 所 根据 的 是 方程 


t+” = lm yx， 
0 


其 中 Tis f29 "39319""" 是 一 个 趋 于 & 的 有 理 数 的 序列 ;或 者 再 
提 到 方程 
e* = lim (1 + 工 ) ， 


其 中 右边 的 远近 函数 j,(x) 是 = 次 多 项 式 . 
。 使 用 曲线 来 作为 函数 的 图 形 表示 这 件 事 启示 我 们 ， 也 可 以 谈 
谈 关 于 曲线 序列 的 极限 。 璧 如 说 ,前 面 提 到 的 极限 函数 x* 和 ez 的 


图 形 可 以 分 别 看 作 是 函数 x 和 ( 1 + 三 ) 的 图 形 的 极限 曲线 


然 简 ， 在 限 数 的 极限 和 曲线 的 极限 之 间 和 存在 着 一 个 细 租 的 莽 
别 ， 直到 十 九 世 纪 中 时 一 直 没 有 被 清 楚 地 观察 到 .我 们 将 用 一 个 
例 来 说 明 这 一 点 ,然后 再 在 下 一 地 去 系统 地 讨论 它 ， 
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图 7.3 极限 曲线 与 极限 哺 数 
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我 们 考虑 区 间 0 志 * 1 上 这 一 序列 函数 
f(x) 一 tr n= 1 2， 
这 些 函 数 都 是 连续 的 ,并 且 极 限 函数 lim f,(x) 一 f(x) 存 企 ， 但 
是 这 个 极限 函数 是 不 连续 的 . 相反 ， 因 为 对 二 的 一 切 值 ， 函 
数值 j.(1) 一 1， 极 限 
f(1)= 1; 

而 另 一 方面 ,对 于 0 记 x 过 1, 正 像 我 们 在 第 一 章 第 68 页 看 到 的 ， 
极限 f(x) 一 lim f(x) 一 0， 所 以 函数 帮 s) 是 一 个 间断 图 数 ,在 
x 一 1 处 有 值 1, 而 对 于 区 间 上 所 有 其 他 的 * 值 有 值 0. 

这 个 间断 性 在 几何 上 是 用 函数 y 一 f,(x) 的 图 形 C,。 来 说 明 
的 . 这 些 图 形 ( 参 看 第 69 页 图 1.44) 都 是 连续 曲线 ,它们 都 经 过 原 
点 和 xz 一 1, 7 一 1 这 个 点 ,并 且 当 > 增 大 时 ,它们 越 来 越 靠近 > 
轴 . 这 些 曲 线 确实 具有 一 个 极限 曲线 C ， 它 完全 不 是 间断 的 ， 而 
是 由 x 轴 上 * 二 0 和 * 二 1 之 间 的 一 段 以 及 十 线 x* = 一 1 上 y=0 
和 ?7 二 1 之 间 的 一 段 所 组 成 的 。 于 是 这 些 曲 线 收 敛 到 具有 一 个 牌 
直 部 分 的 连续 的 极限 曲线 ,而 闲 数 则 收敛 到 一 个 间断 的 极限 区 数 . 
我 们 由 此 认识 到 ， 极 限 函 数 的 这 个 间断 性 是 由 极限 曲线 上 有 垂直 
于 x 轴 的 部 分 来 表明 的 。 这 个 极限 曲线 不 是 极限 函数 的 图 形 ; 
为 对 应 于 垂直 部 分 的 * 值 ,曲线 给 出 无 穷 多 个 > 值 ,而 图 数 却 只 给 
出 一 个 值 。 因 此 , 函数 f,(x) 的 图 形 的 极限 并 不 同 于 这 些 函数 的 
极限 Kx) 的 图 形 . 

当然 ,相应 的 叙述 对 于 无 穷 级 数 也 是 一 样 成 立 的 ， 

7.4 ”一致 收 钙 与 不 一 致 收敛 

a 一般 说 明和 定义 

函数 的 收敛 性 概念 与 曲线 的 收敛 性 概念 之 间 的 差别 是 学 生 应 
当 清 蜥 地 把 提 住 的 现象 .这 包括 肖 数 的 序列 或 无 穷 水 数 级 数 的 所 
谓 不 一 致 收敛 性 ,对 此 我 们 将 讨论 详细 一 些 . 

在 区 间 。 委 xx 委 5 上 :, 国 数 帮 sz) 是 序列 函数 fx) ，jPxz)， 
的 极限 ,按照 定义 的 意思 仅仅 是 ,在 区 间 上 的 每 一 个 点 x 处 通常 的 
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图 7.4 贸 示 一 致 收 敛 性 


极限 关系 f(x) 一 lim fjn(x) 成 立 . 

这 样 的 收敛 性 是 序列 在 点 x* 处 的 一 种 局 部 性 质 , 然而 ,自然 可 
以 要 求 比 上 述 的 逼近 仅 是 局 部 收敛 更 高 一 些 , 即 ,如 果 我 们 指定 一 
个 任意 的 精确 度 s, 则 从 某 一 个 指标 数 N 以 后 ， 对 于 所 有 的 * 值 ， 
所 有 的 函数 f,《x) 应 该 界 于 f(x) 一 。 和 f(x) 十 。 之 间 ， 以 致 
y 二 f(x*) 的 图 形 全 都 落 在 图 7.4 所 标明 的 穿 条 里 .如 果 能 够 使 得 种 
近 的 精确 度 同 时 在 区 间 上 处 处 至 少 等 于 预先 指定 的 一 个 正 数 s， 
也 就 是 ,处 处 选 出 了 同一 个 不 依赖 于 * 的 数 ，N(s) 我 们 就 说 逼近 
是 一 致 的 9. 如 果 lim f(x) 一 1) 对 于 a 万 * < b。 一 致 地 成 
立 ， 则 对 于 每 一 个 6 >> 0， 存在 相应 的 数 N 一 NC(e)， 使 得 
fx) 一 f(x)| 二 8 对 所 有 的 二 N 和 区 间 上 所 有 的 * 都 成 立 . 
在 十 九 世 纪 中 时 ， 当 塞 德尔 和 其 他 的 人 提醒 人 们 注意 函数 的 收敛 
性 完全 不 一 定 是 一 致 的 ， 决 不 能 天 真 地 认为 函数 收敛 就 一 致 收 伍 
时 ,使 许多 人 大 为 震惊 . 

不 一 致 收敛 的 例 . 一 致 收敛 的 概念 是 从 不 一 致 收敛 的 各 种 例 来 得 到 说 明 


依赖 于 * 的 数 6(8)， 
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的 。 

(a) 第 一 个 例 是 刚才 考察 过 的 水 数 序列 ， f(x) 二 x"; 在 区 间 “ 所 
x 委 1 上 ，、 这 个 序列 收 伍 到 极限 吗 数 1Hr)， 当 0 所 zx<1 时 f(x)=0， 
耐 f(1)==1 .在 区 闻 的 每 一 点 处 都 是 收 黎 的 ;就 是 说 ,如果 &8 是 任何 一 个 正 数 ， 
并 且 如 果 我 们 选择 任何 一 个 确定 的 值 x* 二， 出 汝 # 充分 大 时 不 等 式 |5* 一 
i(§)| < A 然而 ,这 个 逼近 却 不 是 一 致 的 。 因 为 ， 如 采 我 们 
选择 & = >， 十 是 数 z Wi 人 么 大 :我 们 总 能 够 找到 一 个 点 xz 一 ?天 1， 
在 这 个 点 处 | 一 HA7)| 王 7 > 了 事实 上 ,这 是 对 所 有 的 点 二 7, 其 中 


1 > 9 > ML 都 成 立 的 。 因 此 不 可 能 选 到 一 个 如 此 大 的 数 = 使 得 对 整个 区 
间 . 上 全 体 的 点 f(x) 和 f(x) 之 间 的 差 都 小 于 二 -. 


费 


如果 我 们 参考 这 些 函 数 的 图 形 〈 图 7.3), 这 一 状况 就 变 得 清楚 明白 了 . 
我 们 看 到 ,无论 我 们 选择 多 么 大 的 一 个 = 值 ,对 于 仅 比 1 小 一 点 的 6 值 ,函数 
j() 的 信 将 非常 靠近 1, 因此 不 能 够 很 好 地 还 近 于 值 为 0 的 1(&). 

类 似 的 情况 由 函数 

1 一 下 二 

在 点 x 二 ! 和 点 * = 一 1 的 邻 域内 展示 出 来 ; 这 是 容易 确立 的 。 在 这 里 当 
lx| <1 时 1x) 二 1, 当 |x|=1 时 fx) = 于， 而 当 jz| > 工时 f(x) = 0， 

(b) 在 上 面 两 个 例 里 ， 收 敛 的 不 一 致 性 是 与 极限 函数 不 连续 这 个 事实 


有 关 的 。 然 而 也 容易 构造 一 个 连续 终 数 的 序列 ,它们 确实 是 收敛 到 一 个 连续 
的 极限 苯 数 ， 但 不 是 一 致 收敛 的 。 我 们 仅 注 意 区 间 0 和 xz 和 1， 同时 对 于 
2 之 2 给 出 下 面 的 定义 ， 


fx) 一 xm 当 0<x* 芝 二 ， 
1 

jn(*) 一 (2 一 = 当 上 上 <r 和 2， 
Ee pi 


jn(*)=0 当 < 1, 


这 里 在 开始 的 有 时候, 我 们 能 够 对 a 选取 和 任何 值 ,但 是 一 经 选 定之 后 ,对 于 序列 
的 所 有 项 这 个 « 值 就 必须 保持 固定 。 从 图 形 上 看 ,我 们 的 沙 数 由 x 轴 上 的 区 


向 "< * < 二 上 的 两 根 线段 所 组 成 的 屋顶 形状 所 表示 ,而 从 * 一 二 以 后 


与 本 7 4 


图 形 是 * 轴 目 己 〈 参 看 图 7 .5)， 


0 1/n 2/n 
图 7.3 图 示 非 一 致 收敛 性 


如 果 a < 1， 图 形 最 高 点 的 高 度 一 般 地 有 值 x*~*， 当 # 增 大 时 ， 将 趋 
于 零 ; 于 是 曲线 就 将 趋向 * 轴 ， 因 而 函数 jn(*》 将 -- 致 地 收敛 到 极限 函数 
1(z) = 0. 

如 果 = = 1， 对 于 每 一 个 ” 值 ,图 形 的 顶端 将 有 高 度 1。 如果 a < 1， 当 
” 增 大 时 ,图 形 顶 端的 高 度 将 无 限 增 大 

然而 ， 无 论 x 如 何 选取 ， 序 列 /(*)，j(*)，， 总 是 趋向 于 极限 函数 
(x)=0。 因 为 ;假设 * 是 正 的 , 则 对 于 所 有 充分 大 的 > 值 我 们 有 2/ ” < ** 从 
而 x 不 在 图 形 的 尖顶 部 分 下 面 , 并且 f(x) = 0; 当 x = 0 时 ,所 有 的 函数 
值 hh(*) 等 于 0, 因而 不 论 哪 种 情况 都 有 lim f(x*) = 0. 

然而 , 如果 “ > 1 收敛 一 定 是 不 一 致 的 ; 因为 显然 不 可 能 选 到 足够 大 
的 = 使 得 表达 式 1(z) 一 产 (<)| = 加 (x) 在 区 间 上 处 处 小 于 二、 

(e) 完全 地 类 似 的 情况 由 函数 序列 

fn(X) = tnre *” 
显示 出 来 与 前 面 的 情形 对 比 , 其 中 序列 的 每 一 个 函数 是 被 一 个 单一 的 分 析 
式 子 表示 出 来 。 这 里 方程 iimfn(*x) 二 0 骨 一 次 对 每 一 个 正 的 * 值 成 立 , 因 
为 当 # 增 大 时 ,入 数 。-” 趋 于 零 的 数量 级 大 于 一 的 任何 次 去 (参看 第 266 
页 3.7b)。 当 * 一 0 时 ,我 们 总 有 fn(*) = 0， 因 此 对 于 区 间 0 <*<a 上 
的 每 一 个 * 值 ,其 中 * 是 任意 一 个 正 数 ,都 有 
fx) = lin jn(z) 一 0， 
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图 7.6 序列 请 xz) = 和 xze 的 非 一 致 收敛 性 


但 这 里 又 一 次 显 出 不 是 一 致 地 收敛 到 极限 函数 .因为 在 * = 二 的 点 上 (在 
这 个 点 上 有 (x) 有 它 的 最 大 值 ), 我 们 有 

jn(z) = (+L) 一 于 一， 
于 是 我 们 看 出 ,如 果 “> 1， 收敛 是 不 一 致 的 ,因为 对 于 每 一 条 曲线 y=1,(*)， 
无 论 ” 选 得 多 人 么 大 ,总 会 包含 这 样 的 点 ( 即 ，* 一 二 的 点 ， 这 个 点 是 随 = 变 


化 的 ), 在 这 个 点 上 h(x) 一 f(x) = h(x) > 元 〈 参 看 图 7.6)。 


(4) 一 致 收敛 和 不 一 致 收敛 的 概念 ， 当 然 可 以 被 推广 到 无 穷 级 数 的 情 
形 。 我 们 说 一 个 级 数 
gx) 十 Baz(x) 十 
是 一 致 收敛 的 或 不 一 致 收敛 的 ,是 按照 它 的 部 分 和 h(x) 的 情形 而 言 。 一 个 
很 简单 的 不 一 致 收 伍 级 数 的 例 是 


2 x! 


和 二 
(IT tT tT + Te 


十 ee 


当 * = 0 时 ， 每 一 个 部 分 和 f(x) 二 节 十 十/(1 + ww*)"””! 都 有 值 为 
0: 因此 0) = 0。 当 x* 关 0 时 ,级 数 简 单 地 是 一 个 几何 级 数 , 具有 正 的 比 
1 人 LT+2)<1 因此 我 们 能 够 按照 初等 法 则 来 求 和 ,这 样 对 于 每 一 个 x* 北 00 
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就 得 到 和 


rt 


IF) 
于 十 极限 隧 数 x) 除了 在 x = 0 点 ,处 处 申 表 达 式 x) = 1 十 x* 给 出 ,而 
1(0) = 0; 因此 在 原点 有 一 个 可 去 的 不 连续 点 ， 
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图 .7 收 化 到 具 有 可 去 上 患 耻 间 断 反 的 明 数 


这 里 在 每 一 个 包含 原点 的 区 间 上 ,我 们 又 一 次 得 到 不 一 致 收敛 性 ， 因 为 
当 * = 二 0 时 , 差 fx) 一 (x) 二 rm(*) 加 是 为 0, 而 在 x 的 所 有 其 他 的 点 上 
rm 由 表达 式 rm(z) = 1/(1 + x*)"”! 给 出 ,读者 可 以 自己 验证 这 一 点 。， 如 果 
我 们 需要 这 个 表达 式 小 于 ,譬如 说 是 二 ， 那 末 对 于 每 个 固定 的 * 值 , 这 是 能 
够 由 选择 足够 大 的 ”来 实现 的 . 但 是 我 们 不 能 够 找到 充分 大 的 = 值 去 保证 
n(z) 处 处 小 于 六; 因为 即使 我 们 选择 了 不 论 多 么 大 的 ”我 们 仿 能 够 在 足 
多 靠近 的 地 方 选取 * 使 (x) 大 于 二。 因此 不 超过 二 的 一 致 台 近 是 不 可 
能 的 。 如 果 我 们 考察 一 下 逼近 曲线 (参看 图 7 .7), 事 情 就 变 得 很 清楚 了 ， 这 
些 曲线 除了 在 * = 0 点 的 附近 外 ， 当 ” 增 大 时 , 是 越 来 越 靠 近 抛 物 线 y 一 
1 + * 的 ;然而 ,在 * 一 0 点 附近 , 这 些 曲线 越 来 越 窄 地 往 下 延伸 到 原点 ,并 


且 当 * 增 大 时 ,这 个 延伸 越 来 越 紧 人 靠 一 条 确定 的 直线 段 , 即 》 轴 的 一 部 分 , 因 
此 我 们 得 到 的 极限 曲线 是 一 条 抛物 线 加 上 一 段 牌 直 向 下 延伸 到 原点 的 直线 
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慌 . 
作为 非 一 致 收敛 的 一 个 进一步 的 例 ,我 们 提出 这 一 级 数 允 ) g,(x)， 其 中 


g,(*) 定义 在 区 间 0 x* 志 1 上 ， 当 vy 之 1 时 g(x)=x* 一 x ，go(x*)=1., 
这 个 级 数 的 部 分 和 是 消 数 x*, 这 已 经 在 第 537 页 例 (a) 中 考察 过 . 


b. 一 致 收敛 的 一 个 判别 法 


前 面 的 游 察 告诉 我 们 ， 一 个 序列 或 级 数 的 -一致 收 敏 性 是 一 个 
特殊 的 性 质 , 它 并 不 为 所 有 的 序列 和 级 数 所 具备 。 我 们 现在 对 于 
无 穷 级 数 , 重 复 叙 述 一 致 收 分 的 定义 : 如 果 f(x) 能 够 由 一 个 固定 的 
但 项 数 充 分 大 的 和 g(x) 十 … 十 gn(x) 一 fv(x) 人 在 区 间 上 与 z 
无 关 地 通 近 到 近似 界限 之 内 (其 中 &8 是 一 个 任意 小 的 正 数 )， 则 
称 级 数 

8giGz) 十 gx) 十 
在 这 个 区 间 工 一致 收 敛 到 图 数 f(%). 

我 们 又 有 一 个 不 需要 知道 极限 函数 x) 的 一 致 收敛 的 判别 
法 ( 柯 西 判 别 法 ): 级 数 一 致 地 收敛 (或 等 价 地 说， 国 数 序列 f(x) 
一 致 地 收 伍 》 当 且 仅 当 2 和 mm 大 于 一 个 不 依赖 于 zx 的 数 N 时 , 差 
(Co 一 f(x) | 能够 在 区 间 上 处 处 小 于 一 个 任意 的 量 z。 首 先 因 
为 ,如 果 收 伍 是 一 臻 的, 我们 能 够 选取 和 mw 大 于 一 个 不 依赖 于 六 
的 数 入 ,使 得 |f,《x) 一 f(x)| 和 |f(x) 一 f(x)| 同时 小 于 /2， 
从 这 就 得 到 |f,(《x) 一 ,《x)| 二 8; 其 次 ,如 果 当 和 台大 于 N 时 ， 
对 所 有 的 x 值 | 有 (x) 一 f(x)| <s， 那 末 在 和 夺 取 的 > 的 任 
意 国 定 值 上 ,让 r 趋 于 无 穷 大 ,对 于 每 一 个 x 值 ,我 们 有 关系 式 

(f(x) — f(x), = lim fx) — f(x)! Ee, 
因此 收敛 是 - 致 的 . 

正 像 我 们 将 要 看 到 的 ， 正 是 这 个 一 致 收敛 的 条 件 使 无 穷 级 数 
和 其 他 的 作用 于 函数 的 极限 过 程 成 为 分 析 的 方便 有 用 的 工具 。 幸 
运 的 是 ,在 分 析 和 它 的 应 用 里 经 常 过 到 的 极限 过 程 中 , 非 一 致 收 伊 
仅仅 在 孤立 的 例外 点 上 出 现 , 因 而 在 目前 不 致 于 困扰 我 们 ， 

一 个 级 数 的 一 致 收敛 性 通 筑 是 由 下 面 的 准则 确立 的 〈 把 它 与 


350。 


请 数 项 控制 | 级 数 进 行 比 歼 ) 


古 正 的 和 数 并 且 形 成 一 个 收敛 级 数 去 zs， 那 示 级 数 > SKY) 
一 致 ( 并 且 绝 对 地 ) 收敛 ， 


因为 这 时 我 们 有 


,人 (x) < > dy 


而 且 因 为 根据 柯 西 判别 法 , 当 w 和 mr 之 选 得 足够 大 时 ,和 之 , w 


能 够 成 为 任意 小 ， 这 确切 地 表达 了 关于 一 致 收敛 性 的 必要 死 分 条 
件 . 

第 一 个 例 是 由 几何 级 数 1 十 x 十 x 十. 提供 的 ， 其 中 zx 被 限制 在 
区 闻 |x*| 所 4 上， 是 任意 的 小 于 1 的 正 数 。 于 是 级 数 的 项 在 数量 上 小 于 
或 等 于 收敛 的 几何 级 数 之 9" 的 项 ， 

进一步 的 例 是 由 “三角 级 数 ” 


cisinfx —6) ,csin(x—6,) ,esin(x 一 人) 


2 | 5) |< 


给 出 ,以 |o| <。 为 条 件 ,其 中 “ 是 一 个 不 依赖 于 ”的 正常 数 ， 因 为 这 时 我 
们 有 
(2 一 人 一人， 于 是 es(*)| < 二， 


因此 根据 级 数 > 5 的 收 俩 性 立即 得 出 三 角 级 数 的 一 臻 与 绝对 收 剑 性， 


c， 连 续 函 数 的 一 致 收敛 级 数 之 和 的 连续 性 


一 致 收敛 的 重要 性 在 于 ， 一 个 一 致 收敛 的 级 数 和 在 许多 方面 的 
青 况 确实 很 像 有 穷 个 廊 数 的 和 。 举例 说 于 , 有 人 穷 个 连续 函数 的 和 
仍 是 连续 的 ,相应 地 ,我 们 有 下面 的 定理 . 

定理 全 全 于 秆 和 人 则 


着 是 


证 明 . 证 明 是 十 分 简单 的 。 我 们 把 级 数 
1(x) = gi(x) 十 gz) 十 … 
分 成 第 > 个 部 分 和 加 上 余 项 R(x)， 像 通常 一 样 ，f,(x) 一 
g(x) 十 ，…* 十 ga,《x)， 现 在 如 果 指 定 了 任意 的 正 数 s， 我 们 束 能 
够 根 泥 一 致 收敛 性 选取 充分 大 的 数 二 使 得 在 整个 区 间 上 人 有余 项 都 小 
于 s/4。 因 此 
[Rx + h)— R(x)| 一 


对 区 间 上 每 一 对 数 * 和 x* 十 h 都 成 立 。 部 分 和 f(x) 是 由 有 穷 个 
连续 函数 的 和 组 成 的 ,因而 是 连续 的 了 ,于 是 对 于 区 间 上 的 每 一 个 
点 x, 我 们 能 够 选取 充分 小 的 一 个 正 数 5, 使 得 当 |4| 二 5 且 点 x 
和 x 十 4 都 属于 区 闻 时 ， 
f(x + h) — f(x)| < = 
成 立 。 于 是 得 到 
[f(x +h) f(x) |= |f,(x+h)—f, (x) + Rx+h)— R(x)| 
委 |flx + h)— fx)| + |RCx + h)— R(x)| < 8, 
这 表示 了 我 们 的 函数 的 连续 性 . 

当 我 们 从 前 面 的 各 个 例 中 ， 回 忆 起 连续 函数 的 不 一 致 收敛 级 
数 的 和 不 一 定 是 连续 的 这 个 论述 时 ， 这 个 定理 的 重要 性 就 成 为 明 
显 的 了 .从 上 述 定理 我 们 可 以 得 出 结论 :如 果 连 续 函 数 的 收敛 级 数 
的 和 有 一 个 不 连续 点 ， 那 末 在 这 个 点 的 每 一 个 邻 域 里 收敛 都 是 不 
一 致 的 。 因此 , 用 连续 函数 的 级 数 去 表示 不 连续 函数 的 任何 一 种 
表示 法 ,都 必然 建立 在 利用 不 一 致 收敛 极限 过 程 的 基础 上 . 


d. 一 致 收效 级 数 的 积分 


有 穷 个 连续 水 数 的 和 能 够 “ 逐 项 ”积分 ; 即 , 和 的 积分 由 每 一 项 
分 别 积分 以 后 相 加 得 到 。 在 连续 函数 的 收敛 无 穷 级 数 的 情况 下 ， 
只 要 和 在 积分 区 间 上 级 数 一 致 收敛 ,同样 可 以 逐 项 积分 . 


二 


为 了 证 明 这 一 定理 ,我 们 和 以 前 一 样 将 f(x) 写成 
(x) = > glx) = f(x) + R(x). 


我 们 已 经 假定 了 级 数 的 各 项 是 连续 的 ;因此 根据 7.4c 节 , 和 也 是 连 
续 的 ， 内 而 是 可 积 的 ， 现 在 如 果 8 是 任意 的 正 数 ， 我 们 能 够 找到 
一 个 充分 大 的 数 和 N, 使 得 对 区 间 上 每 一 个 x 值 ， 当 每 一 个 二 二 六 
时 ,不 等 式 |R,| 二 8 成 立 。 根据 积分 学 的 中 值 定理 ,我 们 有 


下 [(f(2) — f(t) 1 ae | el 


其 中 是 积分 区 间 的 长 度 。 由 于 有 窍 和 f(x) 的 积分 能 够 逐 项 进 
行 , 这 就 给 出 


下 f(t) dt -— > gt) dz < el. 
但 是 由 于 el 要 多 小 就 能 多 小 ,这 就 指出 了 
DD) ga lm HD) ga) Da, 
定理 得 证 . 
如 果 , 代替 无 穷 级 数 , 我 们 项 望 谈论 函数 序列 , 我 们 的 结 杂 就 
可 以 用 下 面 的 形式 来 表 不 : 
如 朵 在 一 -个 区 间 上 函数 序列 f(x), f(x),，*……: 一 致 地 趋同 极 


量 和 间 吉 帮 六 


时 一 致 收敛 ;然而 每 一 项 取 不 定 积分 | g(x)dx = 常数 二 c, 则 引出 一 般 是 发 散 
的 级 数 之 , <. 


。564 。 


De = him | fo (7) 


对 属于 区 间 的 每 一 对 数 a， 4 都 成 立 ; 换 句 话说 ,这 时 我 们 能 够 交 
换 积分 运算 与 极限 运算 的 次 序 ， 


这 个 事实 不 是 微不足道 的 . 从 一 个 如 像 在 十 九 世 纪 曾 经 流行 过 的 天 真 
的 观 扣 看 来 ;这 两 个 过 程 的 可 交换 性 几乎 是 不 容 怀 疑 的 ;但 是 看 一 看 7.4a 里 
的 例 ， 就 会 告诉 我 们 ， 在 不 一 致 收敛 的 情况 下 、， 上 面 的 等 式 可 以 不 成 立 . 我 
们 只 需 考 察 第 557 页 的 例 b 就 可 以 了 ， 在 该 例 中 极限 函数 的 积分 是 0， 而 函 
数 jz) 在 区 间 0 志 * < 1 上 的 积分 ,也 就 是 说 ,在 图 7.5 里 三 角形 的 面积 ， 
有 值 


| jn(X)dx = n°, 
而 当 “ > 2 时 这 个 积分 值 是 不 趋向 于 零 的 。 在 这 里 ,我 们 直接 从 图 形 看 到 ， 
| ,Maz)az 与 lim | f(x)ax 之 间 的 差异 就 在 于 收敛 的 不 一 致 性 . 

刃 一 方面 ， 当 沽 虑 a 的 这 样 的 值 1 < <“ < 2, 我 们 看 到 ,虽然 收敛 是 不 一 
致 的 ,等 式 lim | jn(z)dr 一 | 1(x)dx 却 能 够 成 立 。 作 为 进一步 的 例 ,我 们 
有 级 数 六 "mu(z)， 其 中 当 > 1 时 (x)=** 一 *-! 而 g(x) 一 1 能够 
在 4 到 1 之 间 逐 项 积分 ， 有 虽然 它 不 是 一 致 收敛 的 。 因此 对 于 逐 项 可 积 来 说 ， 
虽然 收敛 的 一 致 性 是 一 个 充分 条 件 ,但 它 决 不 是 一 个 必要 条 件 ， 

e. 无 穷 级 数 的 微分 法 

一 数 收敛 级 数 或 序列 关于 微分 的 情形 与 积分 是 完全 不 同 的 . 
例如 ,函数 序列 刀 (z) 一 “nz 确实 一 至 收敛 到 极限 函数 1(*) 一 
0, 但 是 导数 jx) 一 ”coszx 确实 不 处 处 收敛 到 极限 函数 的 导数 
f (x) 一 0， 当 我 们 考虑 x 一 0 时 就 可 以 看 到 ， 因 此 ,即使 在 -一 致 
收敛 的 情况 下 ,我 们 也 不 能 交换 微分 过 程 与 极限 过 程 的 次 序 ， 

当然 相应 的 叙述 对 于 无 穷 级 数 也 是 成 立 的 。 例 如 ,级 数 


= 3 
sx Tsin2xz | Sin3x ,.. 
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是 绝对 和 一 至 收敛 的 ， 因 为 在 数值 上 它 的 项 不 大 于 收敛 级 数 
一 十 一 十 二 十 …' 和 相应 的 项 。 然而 , 如果 逐 项 微分 这 个 级 数 ， 
我 们 就 得 到 级 数 
cosX 十 22cos2y 十 3?cos3x 十 。。，， 
显然 ,这 个 级 数 在 x 二 0 发 散 ， 
保证 在 特殊 情况 下 可 以 逐 项 微分 的 唯一 有 用 的 准则 ， 由 下 面 
的 定理 给 出 ， 


和 天 
各 


内 此 这 个 定理 特别 要 求 , 在 因 项 葵 分 这 个 级 数 以 后 ,我 们 还 上 
须 研究 微分 的 结果 是 否 是 一 个 一 致 收敛 的 级 数 . 

这 个 定理 的 证 阴 几 乎 是 浅显 的 。 因 为 根据 7.4d 节 的 定理 , 我 
们 能 够 逐 项 积分 由 微分 法 得 到 的 这 个 级 数 .回忆 g,( = G, (7)， 
我 们 得 到 

0 =) (Da) = Pea 


— > (6G.(#) — G4)) = F(x) — F(a). 


对 于 一 致 收敛 区 间 里 的 每 一 个 * 值 这 都 是 成 立 的 ,由 此 得 出 
f(x) — F(x), 
于 是 定理 得 证 . 


75 笑 级 数 


在 无 穷 级 数 中 寡 级 数 占有 最 重要 的 地 位 。 所 谓 寡 级 数 我 们 指 
的 是 这 样 类 型 的 级 数 


PCz) 一 co 十 cx 十 co 十。 一 > Cx? (8) 


如 日 


* S66 * 


(“x 的 攻 级 数 ”) ,或 更 -- 般 地 
P(x) 一 co 十 cz 一 xo) 十 cx CO— xo) + 


一 (zx 一 so C8a) 


(“(x Xo) 的 医 级 数 ”)， 其 中 A0 是 一 个 国定 的 数 ， 旭 果 在 后 面 这 
个 级 数 里 我 们 51 进 = 二 x 一 xo 作为 一 个 新 的 变量 , 它 束 成 为 新 变量 


的 一 个 宕 级 数 之 迪 "， 因 此 我 们 可 以 仅 限 于 讨论 较 特 殊 形式 
的 宕 级 数 De cox” 而 不 失去 一 般 性 . 


在 第 五 章 (第 470 页 ) 我 们 考察 了 函数 由 多 项 式 近 似 表示 的 问 
题 , 并 从 而 引出 了 函数 的 泰勒 级 数 展开 式 ; 而 事实 上 , 这 泰勒 级 数 
就 是 寡 级 数 。 在 这 一 节 我 们 将 更 为 详细 地 研究 时 级 数 , 并 将 比 以 
前 更 方便 地 得 到 一 些 最 重要 的 函数 的 级 数 展开 式 。 


&， 短 级 数 的 收敛 性 质 一 一 收 剑 区间 


存在 这 样 的 客 级 数 ， 它 不 对 * 的 任何 值 收 伍 ,= 当然 除了 x 一 0， 
例如 ,级 数 
x 二 2 十 3 十 一 十 nx 十， 
因为 如 果 x 半 0， 我 们 能 够 找到 一 个 整数 N 使 得 jz| > 一. 于 


是 当 ”> N 时 ,所 有 的 项 mx” 的 绝对 值 将 大 于 1， 而 且 事 实 上 ， 
当 增加 时 ，n"x" 将 无 限 增 大 ,因此 级 数 不 收 敛 . 

另 一 方面 ,存在 这 样 的 级 数 , 它 对 * 的 每 一 个 值 都 收敛, 例如， 
指数 函数 的 等 级 数 


. 2 3 
cz 一 1 十 yx 十 二 十 二 十 ……， 
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它 对 * 的 每 一 个 值 的 收敛 性 可 从 比值 判别 法 (第 548 页 准则 5a) 立 
即 得 到 .第 ”十 工 项 被 第 = 项 除 给 出 z/m， 因 而 ,无 论 数 * 怎样 
选 , 当 增加 时 ,这 个 比值 总 趋 于 零 . 

下 面 的 基本 定理 表明 了 筷 级 数 关于 收敛 性 的 情况 . 


9 SO7* 


Te * 的 帮 级 数 对 值 x 一 py 则 安 对 每 个 使 得 


归咎 
| 
和 


| | 


证 明 是 简单 的 。 如 果 级 数 > c 迪 收敛, 当 ?2 增加 时 , 它 的 一 


般 项 趋 于 零 . 由 此 得 到 较 弱 的 断言 所 有 的 项 都 不 超过 一 个 与 ? 
无 关 的 上 界 M , 即 jc 一 M .现在 ,如 果 9 是 任意 一 个 满足 0<g 
二 1 的 数 , 并 且 如 有 果 我 们 把 x 限制 在 区 间 |x| 三 gls| 上 ， 就 有 
[cx 委 |c 人 | 人 一 M9 因此 在 这 个 区 闻 里 ， 我们 的 级 数 


> ，crx” 中 的 各 项 的 绝对 值 都 小 于 收敛 几何 级 数 M4q” 的 对 应 


项 ， 因 此 从 第 562 页 的 定理 得 出 ,级 数 在 区 间 一 ?1 和 xz< 么 41 
上 绝对 并 一 致 收敛 

如 果 一 个 震级 数 不 是 处 处 收敛 , 即 , 如 果 存 在 一 个 值 x 一 ， 
对 于 这 个 值 级 数 发 散 , 则 对 于 每 一 个 使 得 lz| > |$| 的 x 值 级 数 
必定 发 散 。 因为 如 果 对 于 这 样 的 * 值 级 数 收敛 , 根据 上 面 的 定理 
对 于 数值 上 比 x 小 的 寺 值 ,级 数 就 必须 收 伍 . 

从 这 里 我 们 认识 到 ， 如 果 一 个 短 级 数 至 少 对 一 个 不 等 于 零 的 
* 值 收敛 , 并 且 至 少 对 一 个 * 值 发 散 , 那 末 它 就 有 一 个 收敛 区 间 : 
即 ， 存 在 一 个 确定 的 正 数 使 得 当 |x| > p 时 级 数 发 散 ， 而 当 
|x| 二 p 时 级 数 收敛 ， 当 jz| = 。 时 不 能 得 出 一 般 结论 。 这 里 
p 正 是 使 级 数 收敛 的 * 值 的 最 小 上 界 〈 这 样 一 个 上 界 的 存在 是 根 
据 第 103 页 的 定理 ， 因 为 使 得 级 数 收敛 的 * 值 形 成 一 个 有 办 集 
合 )。 级 数 只 在 * 一 0 处 收敛 和 级 数 处 处 都 收敛 这 两 种 极端 的 情 
形 ,分 别 被 象征 性 地 表示 为 p 一 0 和 p 一 oo 


Te ee 


1) 从 级 数 的 系数 c, 可 以 直接 找到 收敛 区 间 ， 如 果 极 限 iim A/ics] 存在 , 则 
-TI 
TY 
对 于 一 般 情 形 ,参看 第 597 页 问题 8， 
?568° 


例如 , 对 于 几何 级 数 1 +x+ 志 二 我 位 有 po= 1; 在 收敛 区 间 的 
端点 上 级 数 发 散 。 类 似 地 ,对 于 反正 切 的 级 数 (第 468 页 )， 


要 4 
这 交 
3 


5 
我 们 有 。 = 1， 从 莱 布 尼 兹 判别 法 (第 541 页 ) 我 们 立即 认识 到 ,在 收敛 区 间 
的 两 个 端点 * = 十 1 处 级 数 都 收敛 ， 
由 一 致 收敛 性 , 我 们 推导 出 下 列 的 重要 事实 : 在 收敛 区 间 内 
(如 果 这 样 一 个 区 间 存 在 的 话 ), 罕 级 数 代 表 一 个 连续 函数 ， 


b. 品级 数 的 积分 法 和 微分 法 
由 于 一 致 收敛 性 ,一 个 军 级 数 


1 一 之 ee 


在 完全 位 于 收 人 区 间 内 的 任 志 闭 区 间 上 右 是 不 许 系 项 积分 的 ] 于 


是 我 们 束 得 到 函数 


1 x"t!, (9) 
is 了 ne 并 且 Fo 一 c. 


上 


f(x) 一 >) vor”, (10) 


为 了 证 明 这 个 断言 ,我 们 只 需 说 明 , 如 果 把 * 限制 在 一 个 完全 
位 于 收敛 区 间 内 的 闭 区 间 上 时 ,右边 的 级 数 是 一 致 收 化 的 .于 是 假 
设 £ 是 一 个 数 , 我 们 愿意 它 多 么 靠近 Pp 就 多 么 靠近 ,对 于 这 个 &， 
> co" 收敛 ;于 是 , 正 像 我 们 以 前 所 见 , 数 1c,8*| 都 不 能 超过 一 
个 与 无关 的 上 界 M, 因 此 |c.s] 二 er 一 N ”现在 设 4 是 任 
意 一 个 满足 0 一 9 一 1 的 数 ; 如 果 我 们 把 x 限制 在 区 间 |x| 过 v15| 


上 ,无 穷 级 数 (10) 中 的 各 项 都 不 大 于 级 数 》, jvc,g*-'8*-!| 中 各 


6 S69 * 


对 应 的 项 ,因此 小 于 级 数 > Ng 一 中 各 对 应 的 项 。 然 而 在 最 后 


这 个 级 数 里 ， 第 。 -+ 1 项 与 第 ”项 的 比值 是 g( 十 1)/4， 它 当 

* 递增 时 趋 于 94。 由 于 0 < 4 < 1， 由 此 [准则 (5a)] 推 知 这 个 级 

数 收敛 。 因此 经 过 求 导 得 到 的 级 数 一 致 收敛 , 并 且 根据 第 566 页 

的 定理 它 表示 函数 f(x) 的 导数 了 (x), 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
如 果 我 们 对 短 级 数 


f(#) 一 > ve 


Vv 二 1 


理 一 次 应 用 这 个 结果 ,经 逐 项 微分 就 得 到 
f"(#) = Dv» 一 1)coz 一 ， 


处 纺 进 行 这 个 过 程 ， 我 们 就 得 出 定理 全 生殖 


c. 大 级 数 的 运算 


前 面 关于 品级 数 的 情况 的 定理 是 我 们 用 与 多 项 式 相 同 的 方式 
对 大 级 数 进行 运算 的 依据 .显然 ,两 个 时 级 数 相 加 或 相 减 ,能 够 由 相 
加 或 相 减 对 应 的 系数 得 到 《参看 第 546 页 )。 这 也 是 显然 的 , 一 个 
收敛 的 大 级 多 乘 上 一 个 毅 数 因子 , 像 任何 其 他 的 收敛 级 数 一 样 ,能 
够 由 其 中 每 一 项 乘 上 该 常数 因子 得 到 。 另 一 方面 ,两 个 震级 数 的 
乘 和 除 汉 需 安 较 详细 其 研究 ， 对 于 这 些 请 读者 参 芳 附录 (第 582 
页 )。 这 里 我 们 (不 给 证 明 ) 仅 提 到 两 个 震级 数 


ee 


1) 作为 * 阶 导数 的 一 个 明确 的 表达 式 , 我 们 得 到 
fA*) 一 > vp 一 1 一 下 十 1)cox7 
?一 点 


或 者 稍 徽 不 同 的 形式 
FACx) 一 、/ 也 wk /下 十 y 
A -O° he 
这 两 个 公式 是 常用 的 


* 570。 


on 


1(x) = >， ux” 


Te 


和 
g(x) 一 > bor” 
vy 三 0 


能 够 像 多 项 式 一 样 乘 在 一 起 。 确切 地 说 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 在 
四 和 全 它们 的 乘积 是 由 收敛 竺 级 数 


二 
Co = dnbo, 

Cl = anbi 十 41200， 

C7 一 一 aop, 十 2Z121 十 2720， 

“np 一 202D 十 210p 一 1 二 + 十 anbos 


大 和 


d. 展开 式 的 唯一 性 
企 购 级 数 肌 理论 时 下面 的 事实 起 重 安 股 : 如 末 两 个 县 级 数 
> sx” 和 > bvx” 都 在 包含 * 一 0 在 其 内 的 一 个 区 间 里 收敛 ， 


并 且 , 如 果 在 那个 区 间 里 这 两 个 级 数 表示 同 -个 函数 f(x)， 则 它 
们 是 恒 等 的 , 即 等 式 a 一 5。 对 每 一 个 值 成 立 。 换 名 话说 : 

荆 个 遂 数 f(x) 只 要 能 表 不 成 * 的 器 级 数 , 它 束 公 能 用 一 种 方 
式 表 不 成 * 的 宏 级 数 ， 

简短 地 说 : 一 个 函数 由 寡 级 数 表示 的 表示 法 是 “唯一 的 ”. 

为 了 证 明 这 一 定理 ,我 们 只 需 注意 到 两 个 震级 数 的 差 , 即 , 具 


有 系数 c, 一 mw 一 5, 的 短 级 数 %(*) 一 > cvz"， 在 这 个 区 间 上 
表示 函数 

$x) 一 f(x) — f(x) = 0; 
见 , 最 后 这 带 级 数 和 在 这 个 区 间 上 处 处 收 线 到 极限 0. 特别 好, 对 于 
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x 一 0， 级 数 的 和 必须 是 0: 即 co 二 0， 因此 mm = 二 5， 现在 我 们 
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在 这 个 区 间 内 部 对 级 数 微 分， 得 到 几 (z) 一 3 vcsx"-!， 然 而 ， 


由 (xz) 在 整个 区 间 里 也 是 0; 因此 , 特别 地 , 对 于 “一 0， 我 们 有 
ci 一 0 或 一 和 继续 进行 微分 然后 令 z 一 0 ,我 们 就 相继 求 得 
所 有 的 系数 c, 者 等于零 ,这 就 证 明了 定理 . 

此 外 , 从 我 们 的 讨论 里 我 们 能 够 引出 下 面 的 结论 : 如 采 我 们 
取 级 数 f(x) 一 ax” 的 v 阶 导数 再 令 x 一 0， 我 们 工 邵 得 到 


Hs, ~ 一 六 (0)， 
1 


也 就 是 说 ， 
第 一个 在 除 * 一 以 外 的 点 十 收 荨 的 可 纹 数 是 它 所 表示 的 子 


和 二 咎 


要 天 并 的 准 。 作 相 于 展 升 式 的 系数 能 够 由 函数 本 身 来 表 
不 ， 


“e. 解析 函数 


对 于 能 够 由 塞 级 数 表示 的 函数 Xz)， 自 从 拉 格 朗 日 首先 认识 了 这 种 天 
数 的 重要 性 以 后 ,就 被 冠 以 “解析 函数 ” 的 名 字 . 特别 地 , 如果 在 * 二 。 的 
一 个 邻 域 里 ，f(*) 可 以 展开 成 * 一 。 的 收敛 香 级 数 ，f(x) 就 称 为 在 x 一 。 
的 邻 域 里 是 解析 的 . 

虽 则 处 处 不 解析 或 并 不 处 处 解析 的 函数 确实 在 分 析 和 应 用 上 起 着 很 大 
的 作用 (参看 第 八 章 ), 然而 解析 函数 仍 是 特别 重要 的 , 因为 它们 与 多 项 式 一 
样 具有 许多 简单 的 特性 . 

例如 ,一 个 不 恒 等 于 零 的 解析 蜂 数 在 x = a 处 将 有 某 个 非 零 的 导数 ， 设 
7 是 使 f(a) 关 0 的 最 小 的 数 。 则 /在 点 * 一 和 有 阶 零 点 ,能 够 表示 成 
乘积 Kz) 二 (x 一 org(*)， 其 中 glx) 是 一 个 解析 函数 ， 对 于 它 Ce) = 
二 1"《e) 不 等 于 零 . (与 第 五 章 第 487 页 比较 . ) 确 实地 ,分 解 出 宕 (x 一 4) 
因子 的 可 能 性 从 各 个 军 级 数 的 收敛 性 可 直接 得 到 . 

从 g(x*) 的 收敛 蛇 级 数 的 连续 性 也 可 以 看 出 ， 除 非 了 恒 等 于 零 ,因子 
s(z) 不 可 能 在 * = « 的 一 个 适当 小 的 令 域 里 为 零 , 或 苦 : fC*) 的 零点 是 孤 


间 二 


ee 


这 的 . 

由 十 消 数 1 (x) 具有 同样 的 性 质 , 由 此 得 到 在 一 个 有 穷 区 间 里 一 个 解析 
消 数 是 分 段 单调 的 ,由 , 它 不 能 无 穷 多 次 改变 它 的 单调 的 特征 ;因此 y = f(x) 
的 图 形 在 一 个 有 穷 区 间 里 不 可 能 与 -- 条 直线 y = 常数 (或 任意 的 直线 ) 相 交 
尤 穷 多 炊 ， 

可 以 注意 的 一 点 是 ,， 上述 这 些 论述 对 于 非 解析 消 数 不 一 定 是 对 的 , 例如 
对 于 vy 二 sin(1/x)e-'*， 在 x 二 0 的 邻 域 里 (参看 第 486 页 ) ,上述 结 论 就 
人 不对， 


7.6 ”给 定 函 数 的 等级 数 展 开 式 ， 待定 系数 法 ， 例 


每 一 个 上 级 数 在 它 的 收敛 区 间 内 部 表示 一 个 具有 各 阶 连续 导 
数 的 连续 孙 数 .现在 我 们 将 讨论 一 个 给 定 的 了 沙 数 的 暴 级 数 展开 的 
有 反问 题 。 在 理论 上 ,我 们 总 是 能 够 根据 泰勒 定理 做 这 件 事 ;在 实践 
上 ,在 # 阶 导数 的 实际 计算 和 余 项 估计 中 我 们 经 常 遇 到 困难 。 但 
撩 利用 下 面 的 对 策 我 们 经 常 能 更 简单 地 达到 目的 ， 我 们 先 试 验 性 
地 写 下 f(x) 一 > c,x”， 其 中 系数 c, 在 开始 时 是 未 知 的 ， 然 后 


根据 函数 fx) 的 某 些 已 知 的 性 质 ， 我 们 来 确定 这 些 系 数 , 并 证 明 
该 级 数 的 收敛 性 .这 个 级 数 表 不 一 个 水 数 ， 剩 下 只 要 证 明 这 个 消 
数 是 恒 等 于 f(x) 和 的。 由 于 窜 级 数 展开 式 的 唯一 性 , 我 们 知道 除了 
刚才 找 出 的 那个 级 数 以 外 , 别 的 级 数 都 不 可 能 是 所 要 求 的 展开 式 . 
实际 上 ,用 与 这 一 章 的 概念 有 天 的 一 种 方 读 ,我 们 早已 得 到 了 arc- 
tanx 和 log 《1 十 x) 的 级 数 ， 因 为 我 们 只 需 逐 项 积分 这 些 函 数 的 
导数 的 级 数 就 行 了 , 这 些 级 数 我 们 已 经 知道 它们 是 几何 级 数 . 现 
在 我 们 将 涵 察 关于 这 个 方法 的 一 些 例 . 


a. 指数 函数 


正如 我 们 在 第 237 页 上 第 三 章 第 44 元 看 到 的 ,图 数 = 和 的 特征 此 版 
完全 被 微分 方程 ”二 y 和 初始 条 件 当 x 二 0 时 y= 1 决定 了 。 我们 能 够 利 
用 这 些 性 质量 接 求 出 指数 孙 数 的 暴 级 数 。 我 们 的 问题 是 要 找 一 个 国 数 fx*) 
使 得 1 (x) 二 x) 和 0) = 1， 如 朱 我 们 记 抒 级 数 与 成 待定 系数 的 形式 
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/xz = co text Crt r,s, 
并 上 且 求 导 , 就 得 到 
f(x) = ce lexr+ 3cx7 十 。。 
由 于 根据 假设 这 两 个 车 级 数 必 须 恒 等 , 我 们 有 等 式 
对 所 有 >>1 的 值 都 成 立 ， 如 果 我 们 注意 到 由 于 关系 式 K0) = 1， 系 数 < 
必 有 值 1, 我 们 就 能 相继 计算 出 所 有 的 系数 ,并 且 得 到 宕 级 数 


Yt Eg 
i 二 一 l 十 -一 十 -- 一 十 徊 时 昌 
1(x*) 17 + + 


31 
根据 比值 判别 法 ,我 们 容易 看 到 , 这 个 级 数 对 所 有 的 > 值 收 敛 ;, 因 此 它 表 示 一 
个 溺 数 ,这 个 函数 实际 上 满足 关系 式 f(x) = f(x)，1(0) = 一 1. (这 里 我 们 有 
和 意 过 如 了 利用 我 们 前 面 已 经 学 过 的 有 关 指 数 玫 数 的 展开 式 ,) 

因为 只 有 水 数 。* 具有 这 些 性 质 ,我 们 立即 推 知 函 数 Kxz) 恒 等 于 <*。 


b. 二 项 式 级 数 


现在 我 们 能 够 转 到 二 项 式 级 数 了 (第 479 页 第 5.5c 节 )， 这 次 利用 待定 
系数 法 。 我 位 希望 把 函数 x) 二 (1 + *)” 展开 成 一 个 震级 数 ,为 此 写 下 
jz) 一 (1 十 zh 一 co 十 cz 十 ct 十 ， 
系数 “，, 是 待定 的 。 现 在 我 们 注意 到 , 我 们 的 少数 明显 地 满足 关系 式 


(1 + x)f (x) = af(x) = >) acr’, 


男 一 方面 ,如 采 我 们 对 枚 x》 的 级 数 逐 项 微分 并 且 乘 以 《1 + x)、 我 们 就 得 
到 | 
(1 十 z)f(z) 一 cq 十 (2c 十 cz 十 (3c 十 2c:)z + eo); 
由 于 (1 + *)f xz) 的 这 两 个 里 级 数 必 须 恒 等 , 就 得 到 
Qco = cy We) = de 十 cl cc 一 3c 十 2c。，。。 
现在 ,因为 在 x = 0 时 我 们 的 级 数 必 须 有 值 1, 我 们 一 定 有 c。= 1， 所 以 我 
们 依次 得 到 表达 式 


cl 一 <， ca 一 


"a 


必 一 La c, 一 zx 一 2)tc 一 La ， 
3»2 


对 于 系数 一 般 的 关系 式 也 是 容易 建立 起 来 的 ,我 们 有 


加 — i a (， ) 


Cy 
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将 这 些 值 代替 系数 ,我 们 有 级 数 了 ( ”)**; 不 过 我 们 还 必须 研究 这 个 级 数 
的 收敛 性 ,并 且说 明 它 确实 代表 (1 二 z)。。 

根据 比值 判别 法 我 们 发 现 ， 当 ex 不 是 正 整数 时 ， 这 个 级 数 当 |x| <! 时 
收 敏 ， 当 |z| > 1 时 发 散 ; 因为 这 时 它 的 第 a 十 1 项 与 第 ”项 的 比值 为 


了 一 了 +， 这 个 表达 式 的 绝对 值 当 x 无限 增 大 时 趋 于 |z| 因此， 如 果 
zx| < 1， 我 们 的 级 数 就 代表 一 个 函数 Kx*)。 根 据 形成 系数 的 方法 这 个 函数 
满足 条 件 《1 + x)f(x) = af(x)。 此 外 还 有 1(0) = 1。 这 两 个 条 件 合 在 一 
起 保证 了 函数 f(x) 恒 等 于 (1 + *)"， 因 为 当 令 


Hz) 
Pl) 一 ry 


我 们 就 发 现 
AN +x) fr) — all + xr) T(x) _,. 
P(x) i 0: 
因此 g(x*) 是 一 个 常数 ,并 且 事 实 上 ,由 于 8(0) = 1， 它 总 是 等 于 1 的 ， 于 
是 我 们 证 明了 ,对 于 Ix| <! 
qty) 


这 就 是 二 项 式 级 数 ， : 
这 里 我 们 注意 下 面 几 个 二 项 式 级 数 的 特殊 情形 ， 几 何 级 数 


二 ,。 
一 之 (一 1) 
Ve 
级 数 
Tt 


1) 这 里 我 们 仅 叙 述 而 不 证 明 使 这 个 级 数 收敛 的 确切 的 条 件 ， 如 果 指 数 w 是 一 个 
室 4 的 整数 ,级 数 在 有 限 项 之 后 结束 ,因此 对 所 有 的 x 值 是 有 效 的 (成 为 通常 的 
二 项 式 定 理 ).。 对 于 的 所 有 其 它 的 值 , 级 数 当 zl< 工 时 绝对 收敛 , 当 Ixj>1 
时 发 散 . 当 x 一 十 1 时 ,如 果 w<>>0， 级 数 绝对 收敛 ?如果 一 1<cx <0， 级 
数 条 件 收 敛 ; 如 果 wx 委 一 1， 级 数 发 散 . 最 后 ,在 x 二 -1 处 ,如 果 w>>0， 级 
数 绝对 收敛 ;如 果 & 过 0， 级 数 发 散 ， 


® 7D * 


= FD) (—1)°(v + 1)x*, 


LF 一 时 


它 也 可 以 从 微分 几何 级 数 得 到 ;以 及 级 数 


-一 1 1 
1 二 xz = x) /二 1 十 一 xX 一 一 一 x” 
1。3 ， 1.3*3 .4 
不 ”一 + 十 一 
bt 
3 , 


2。4，6 2。4。6。8 
这 些 级 数 的 头 两 项 或 三 项 形成 有 用 的 近似 式 ， 


c。arc sin x 的 级 数 
这 个 级 数 能 够 很 容易 地 得 到 ， 方 法 是 根据 二 项 式 级 数 来 展开 表达 式 
VU: 
l 1*3 1 


1 5 二 一 人 十 十 ws， 
) 5 5 


当 | 于 < 1 时 这 个 级 数 收敛 ,因此 当 ji 和 9 < 1 时 一 至 收敛, 在 0 到 = 之 
间 逐 项 积分 ,我 们 得 到 
1 


2 
atcsny 一 X 十 一 一 十 一 一 二 oes 
2 3 


根据 比值 判别 法 我 们 知道 当 1x <1 时 级 数 收敛 ; 当 人 zf > 工时 级 数 上 发散， 
若是 从 泰勒 定理 来 推导 这 个 级 数 就 会 很 不 方便 ,因为 余 项 估计 供 内 难 . 
a. ar sinh x = log [x++ vyV(l1+x*)|] 的 级 数 
我 们 用 类 似 的 方法 求 得 这 个 展开 式 . 利用 二 项 式 定理 我 们 写 下 arsinhx 


的 导数 的 级 数 ， 
1 1。3 


ie 二 -一 光 
V1l+x 2 2.4 2»4.0 
然后 逐 项 积分 、 这样 我 们 就 得到 展开 式 
rsinhyxy_ xz 1 327 了 二， 9 
< 3 2 4 2> 
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它 的 妆 剑 区间 是 一 I 系 + 大 上 


e， 级 数 乘法 的 例 
鹃 数 


tog (1 十 工 ) 
| -x 


的 展开 式 是 应 用 客 级 数 乘 法 规则 的 一 个 简单 例子 。 我 们 只 需 将 对 数 级 数 


本 


log | F 二 -一 一 人 em 十 x Dn 十 一 一 者 吉 过 


1 
一 1 一 “~ 2 _ 3 4 一 
Tx 十 革 X ”十 十 > 


正如 读者 目 己 可 以 证 实 的 那样 , 对 于 |x| < 1， 我 们 得 到 值得 注意 的 展开 式 


(1 二 ) 二 人 二 二 十 二 je 
i 二 x 2 


-人 (+ 二 + 二 二) 本 二 一 信 
2 3 4 


tf 要 项 积分 的 例 ( 椭 加 积分 ) 
任 前 面 第 319 和 434 页 的 应 用 中 ， 我 们 已 经 遇见 过 椭圆 积分 


天 一 玉民 1 
[| VL — Risinip) -一 和 中 ) 
[一 个 摆 的 振动 周期 ]， 为 了 计算 这 个 积分 ,我 们 可 以 先 按 二 项 式 定理 展开 被 
积 喘 数 , 得 到 
1 


_ 1 3 
Vl — Kk sin’ 中 ) : 


1 yz ， 1: 4 ~ 
一 了 十 一 -人 sin 十 sin 
> p 本 了 中 
1*3.5 
2。*4.，.06 


由 于 碟 sin? 由 决 不 会 大 于 外 ， 因 此 这 个 级 数 对 于 所 有 的 值 一 致 收敛 ， 因 
而 我 们 可 以 逐 项 积分 


十 R'sins p+ *.. 


R= | = | p+ | "In Pap 
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人 
1 。3 下 
十 ;| si 中 Cg 由 十 
7 pagp 


这 里 出 现 的 积分 早已 计算 过 了 [参看 第 298 页 等 式 (76)]， 代 入 它们 的 值 ,我 
们 就 得 到 

-一 一 全 
oy ( 一 入 Sin 中 ) 


OE 
7.7 复数 项 器 级 数 


a,， 在 桔 级 数 中 引进 复数 项 ， 三 角 函 数 的 复数 表示 式 


有 一 些 在 表面 上 没有 什么 关系 的 函数 ， 其 震级 数 之 间 的 相似 
性 引导 欧 拉 得 到 了 这 些 函数 之 间 的 纯 形 式 的 联系 ， 其 办 法 是 给 变 
量 z 以 复 值 , 特别 是 给 * 以 纯 虚 值 ， 我 们 先 叙 述 欧 拉 形 式 的 但 引 
人 注目 的 且 富 有 成 果 的 发 现 ,而 不 受 严格 性 的 妨碍 ,然后 我 们 再 指 
出 一 个 更 严格 的 验证 . : 

如 果 在 e* 的 级 数 里 我 们 用 一 个 纯 碟 数 ip ,其 中 中 是 一 个 实 
数 ， 代 替 量 x， 名 全 这 和 关 弄 的 第 一 个 关系 如 果 我 们 回忆 
起 虚 单 位 ; 的 基本 方程 , 即 ， 呈 一 一 1， 从 而 天 一 一世 站 一 1， 
i 等 等 多 局 煌 级 玫 的 交大 N00 昌 大 分 站。 入 位 训 得 到 


2 4 6. ， 
bo 


pi 
rr 


7 
2 


21 41 61 


或 者 换 一 种 方式 ， 

ci 一 cos 中 十 sin 中 (11) 
这 就 是 熟知 且 重 要 的 欧 拉 公 式 ”, 它 是 分 析 上 的 一 个 里 程 原 ;和 虽然 
到 目前 为 止 它 还 纯粹 是 形式 的 .这 与 标 美 绅 定理 (第 111 页 ) 是 
一 致 的 , 棣 美 弗 定 理由 方程 式 


1) 对 于 9 一 x 的 一 个 结果 是 公式 ce" = 一 1， 这 是 三 个 最 重要 的 常数 e、x 和 
i 之 间 的 一 个 明显 的 关系 陈 ， 


578。 


( cost -{ 1 sin pA Cos 十 1 sin 咏 ) 
二 cos( 由 十 由 ) 十 i sin( 中 十 中 ) 
表示 ， 根据 欧 拉 公式 ,这 个 等 式 仅 说 明 关 系 式 
对 于 纯 虚 值 x 一 ip，、y 一 ig 仍然 成 立 四 
应 当 说 ,只 需 定义 e* 为 复数 cosm -+ isin $， 这 个 欧 拉 公 式 
和 和 加 法 定理 ei$eiv 一 ei(b+w) 不 可 以 严格 地 使 用 而 无 需 进 一 步 验 
证、 这 个 定义 和 指数 运算 的 通常 规则 是 一 致 的 特别 地 ，e 的 乘 
天 的 通常 法 则 正好 给 出 了 用 棣 美 弗 公式 表示 的 三 角 学 的 加 法 定理 
的 简明 表达 式 ,而 棣 美 绅 公式 本 身 却 完全 是 一 个 初等 性 质 的 公式 
因此 当 我 们 不 信 助 更 一 般 的 复 变数 函数 论 而 利用 欧 拉 的 关 系 式 
时 ,如 同 在 下 一 节 中 那样 ,我 们 是 建立 在 可 靠 的 基础 上 的 
里 一 般 地 , 我 们 能 够 对 于 任意 的 复 指 数 x 十 iy 《其 中 x* 和 9 
是 实 的) 用 公式 
CY 一 er 0iy 一 cx( cosy 十 t siny ) 
定义 指数 函数 ， 
如 采 我 们 在 cosx 的 笃 级 数 里 用 纯 虚 数 jx 代替 变量 *, 我 们 
这 即 得 到 cosh x 的 级 数 ;这 个 关系 能 够 用 等 式 


cosh x = cosir (12) 
来 表示 .用 同样 的 方法 我 们 得 到 
sinhx = sinix : (13) 


了 


由 于 欧 拉 公 式 也 给 出 c-% 一 cos 一 fsind， 我 们 得 到 三 角 


隔 数 的 指数 表达 式 ， 
i ix i —ix 
nx ormete (14) 


21 7 
这 些 恰好 类 似 于 双 曲 函数 的 指数 表达 式 ， 而 且 事实 上 ， 它 们 通过 
关系 式 coshx = cosix, sinh x 一 sins 融 变 换 成 双 曲 函数 ， 
当然 ， 对 于 国 数 tanx ，tanb * coty，coth yx 也 能 得 到 相应 的 
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形式 关系 ,它们 是 由 等 式 tanhy 一 Lanix, coth x 二 icot 1x 联系 
1 


起 来 的 . 
最 后 ， 对 于 反 三 角 上 数 和 反 双 曲 函 数 也 能 得 到 类 似 的 关系 。 
例如 ,从 | 


i(e* + e*) ie + 1) 


fx pai 1 
y := tanx = 
我 们 立即 求 得 
pA 一 一 ] 十 ! 
1 一 1 
如 果 我 们 在 这 个 等 式 的 两 边 同时 取 对 数 ， 然 后 用 * 代替 ” 和 用 
arc tanx 代替 Xs 我 们 就 得 到 等 式 
1 十 1x 


arc tan * = Llog 一 (15) 
21 i ix 


这 个 等 式 表示 了 反正 切 和 对 数 之 间 的 一 个 值得 注意 的 关系 ， 如 果 
在 关于 lo 1 十 x* 的 熟知 的 寡 级 数 里 (第 467 页 ), 用 ix 代替 x， 


1 —x 


我 们 实际 上 就 得 到 了 关于 arc tanx 的 舌 级 数 ， 
ls Me) to., 
arc tanx : | 十 3 十 十 ) 


这 些 关系 到 目前 为 止 仍 不 过 是 属于 纯粹 形式 性 质 的 ， 因 市 目 
然 地 需要 对 于 企图 表达 的 意义 有 一 个 更 严格 的 叙述 ， 然而 , 我 们 
在 上 面 已 经 看 到 ,利用 适当 的 定义 ;这些 关系 就 获得 了 一 个 满意 的 
严格 的 意义 . 


*b. 复 变 函 数 一 般 理论 一 警 


虽然 在 上 一 市 指出 的 纯 形 式 的 观 后 本 身 是 无 可 非议 的 ， 但 是 
人 们 仍 期 户 在 前 面 的 公式 里 认识 一 些 比 仅仅 是 形式 联系 更 多 的 东 
西 。 这 个 目标 引 来 了 复 也 数 的 一 般 理 论 ， 我 们 (为 了 简洁 起 见 ) 称 
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之 为 所 谓 一 个 复 变量 的 解析 函数 的 -- 般 理论 ， 我 们 可 以 用 具有 复 
变量 和 复 系数 的 震级 数理 论 的 一 般 讨论 作为 我 们 的 出 发 点 .一 
我 们 在 复数 范围 里 定义 了 极限 的 概念 ， 这 样 一 个 寡 级 数 的 理论 的 
构造 是 并 不 困难 的 ;事实 上 , 它 几乎 严格 地 平行 于 实 的 窜 级 数 的 理 
论 ， 然 而 ,因为 在 下 文中 我 们 将 不 使 用 这 些 内 容 的 任何 部 分 ,所 以 
在 这 里 我 们 只 局 限于 叙述 某 些 事实 而 省 略 证 明 . 人 们 发 现 7.5a 节 
的 定理 的 下 述 推广 对 于 复 的 宕 级 数 是 成 立 的 : 

外 困 人 等 委 于 对 任 - 香 半生 x 一 收 全 ,到 林 对 于 华人 


| 
和 
和 杂 昌 和 
和 
者 


“ 旦 建立 起 了 用 宕 级 数 表示 的 复 变 量 的 函数 概念 并 生发 展 
了 对 于 这 样 的 医 数 的 运算 法 则 ,我 们 就 能 够 认为 , 复 的 变量 * 的 函 
效 e*，。 sinx， cosx,arc tany 等 等 就 是 用 当 x 取 实 值 时 表示 这 些 
疯 数 的 项 级 数 来 简单 地 定义 的 . 

人 复 变 量 的 这 一 引进 是 怎样 说 明 初 等 
函数 的 性 质 的 。 对 于 - 1 二 它 的 几何 级 数 当 x 离开 区 间 
一 1 委 x 委 1 时 是 不 收敛 的 ， 从 人 而 arc tanx 的 级 数 同 样 也 是 如 
此 ， 昌 然 这 些 函 数 在 收敛 区 间 的 问 点 的 性 质 没 有 什么 特殊 ; 事实 
上 ,它们 和 它们 的 各 阶 导数 对 于 所 有 实 的 * 值 都 是 连续 的 。 另 一 
方面 ,我 们 能 够 容易 地 理解 ,对 于 一 一 和 log (1 一 *)， 它 们 的 
级 数 当 x 通过 值 1 的 时 候 是 不 收敛 的 ,因为 在 那里 它们 成 了 无 穷 . 

但 是 如 果 我 们 也 汐 虑 x 的 复数 值 ， 则 对 于 反正 切 的 级 数 和 级 
数 > (一 1)”x” 当 |x| > 1 时 的 发 散 性 立刻 就 成 为 明显 的 了 . 因 


二 0 


为 我 们 发 现 , 当 x 一 + 时 ,这 些 函 数 成 为 无 穷 , 所 以 不 能 够 用 一 个 
收敛 级 数 来 表示 。 因此 根据 我 们 的 关于 收敛 圆 的 定理 , 这 些 级 数 
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对 于 所 有 使 得 jzj > | 一 1 的 + 值 一 定 发 散 ; 特 别 是 ,对 十 + 的 
实数 僵 级 数 , 在 区 则 一 1 万 x 志 1 之 外 发 散 . 

男 一 个 例 是 已 研究 过 的 函数 1(x) 一 cz 关 0)， 藉 0) 一 0 
(参看 第 486 页 )， 这 个 孙 数 尽管 它 是 完全 泡 痪 的， 但 不 能 展开 成 
泰勒 级 数 。 事 实 上， 如 果 我 们 把 纯 虚 值 x 一 各 考虑 进来 ， 这 个 
亢 数 就 不 连续 了 . 这 时 这 函数 具有 形式 ec 内 ， 并 且 当 上 一 0 时 
无 限 增 大 ， 因 此 显然 ,在 原点 的 邻 域 里 ,无 论 我 们 选择 扑 样 小 的 一 
个 邻 域 ， 对 所 有 的 复 的 * 值 ， 疫 有 一 个 * 的 笑 级 数 能 够 代表 这 个 
级 数 ， 

在 痕 数 理论 上 和 复 变 量 的 响 级 数 方面 的 这 些 评注 ， 在 这 里 已 
足以 满足 我 们 的 需要 了 . 


ul 采 
“A.1 级 数 的 乘法 和 除法 
a. 绝对 收 化 级 数 的 乘法 
设 = 4= Do, B = p32 


是 两 个 绝对 收敛 有 的 级 数 。 与 这 些 级 数 一 起 我 们 考虑 对 应 的 绝对 值 的 收 策 级 
数 


4 一 lol 和 B= 16,|. 
ty 世 | 


我 们 进一步 设 
罗 一 1 一 1 一 |! 1 
A， 二 fy B, 一 = 2 A, :一 3 | ay| ， 月， < 一 >, 15,|， 
Vu VU Vet Vm 0 
[以 及 Ce 一 人 ON 十 db! 十 ，*。， 十 dxbo. 


我 们 断言 * 级 数 之 ， c， 是 绝对 收敛 的 ,并 且 它 的 和 等 于 48. 
为 了 证 明 这 点 ;我 们 写 下 级 数 
Gbo 十 abo 十 Abs 十 Go2 十 22 十 GD 十 G22 十 Ci 十 co 十 en。 
十 4abo 十 Coppi 十 :十 dbs 二 :十 abx 十 Gopo 十 ，， 
这 个 级 数 的 第 一 个 部 分 和 是 4,B,; 我 们 断言 ,这 个 级 数 绝对 收敛 。 因 为 对 
应 的 绝对 值 的 级 数 的 部分 和 单调 递增 ; 它 的 第 到 个 部 分 和 等 于 4B,， 它 小 
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于 48 《并 且 它 灼 向 全 )， 因 此 绝对 值 的 级 数 收敛 ,因而 上 面 写 下 的 级 数 绝 
对 收敛 ， 级 数 的 和 显然 是 48， 因 为 它 的 第 产 个 部 分 和 是 41B,、 当 2 一 co 
时 ，AsB。 趋 于 48。 我 们 现在 交换 项 的 次 序 , 这 对 于 绝对 收敛 的 级 数 是 允许 
的 ; 我 们 还 把 接连 的 一 些 项 括 在 一 起 。 在 一 个 收 化 级 数 里 , 我 们 可 以 在 任意 
多 的 地 方 将 接连 的 一 些 项 括 在 一 起 而 不 影响 级 数 的 收 绿 性 或 改变 级 数 的 和 ， 
为 为 如 果 我 们 括 在 一 起 的 所 有 项 ， 黎 如 是 (an4i 十 mt 十 -… 十 am)， 那 末 
当 我 们 形成 部 分 和 时 我 们 将 省 去 原来 落 在 ” 和 之 间 的 那些 部 分 和 ， 这 并 
不 影 啊 收敛 性 或 改变 极限 的 值 。， 此 外 ,如 果 级 数 在 加 进 括号 之 前 是 绝对 收 合 
的 * 那 末 加 括号 后 它 仍然 绝对 收敛 ， 因 为 级 数 


六， Cy :一 (Gop。 ) 十 (do5i 十 abo ) 十 (co2， 十 ab, 十 a,bo) 十 eas 


te 


是 由 上 面 写 下 的 级 数 按 这 种 方式 形成 的 ;因此 所 需要 的 证 有 明 完 成 了 . 


“b. 种 级 数 的 乘法 和 除法 


我 们 的 定理 主要 应 用 在 罕 级 数 的 理论 上 上。 下 面 的 论断 是 它 的 一 个 直接 
推论 ， 在 两 个 过 级 数 


>, sx” 和 > bux? 


的 公共 收敛 区 闻 里 ， 这 两 个 圭 级 数 的 狠 积 可 以 由 第 三 个 震级 数 > cx 表 
示 : 此 和 祖 级 数 的 系数 由 


ey 一 0ip 十 402， 十，w。 十 4b 
给 出 ， 

* 至 于 震级 数 的 除法 ,我 们 也 同样 能 够 用 一 个 者 级 数 > 4,x” 来 表示 上 
面 的 两 个 蹇 级 数 的 商 ， 不 过 要 分 母 的 常数 项 刀 不 为 零 . (在 和 为 零 的 情况 
下 ,这 样 的 一 种 表示 法 一 般 说 来 是 不 可 能 的 ; 因为 在 x = 0 时 ,由 于 分 母 为 
稚 , 级 数 不 可 能 收敛 ,而 另 一 方面 ,每 一 个 震级 数 却 必 须 在 x = 0 时 收敛 , ) 靠 
级 数 

: > qux” 


的 系数 能 够 根据 之 9.*， 祖 , byw” = 之 at” 来 计算 ,因此 下 面 的 方程 必 
顷 成 了 这 : 
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Wo 王 : qobo, 
4 = gob 十 qibo, 
2 一 gob; 十 qib, 十 Ia22o9 


4 = qoby 十 410 十。 十 qvpo. 
从 这 些 方程 的 第 一 个 ,容易 求 得 的 值 , 从 第 二 个 方程 我 们 求 得 4 的 值 ,从 
第 三 个 方程 《利用 a。 和 4; 的 值 ) 我 们 求 得 9 的 值 , 等 等 ， 为 了 给 出 由 第 三 
个 震级 数 表示 的 两 个 寡 级 数 商 的 表达 式 的 严格 证 明 , 我 们 必须 研究 形式 地 计 


算出 来 的 备 级 数 3! gw 的 收敛 性。 但 是 , 我 们 将 不 再 进一步 使 用 这 个 结 
果 , 因 布 我 们 就 满足 于 陈述 商 的 级 数 在 原点 的 某 个 区 间 内 确实 收敛 , 证 明 就 
不 讲 了 。 

A.2 无 穷 级 数 与 广义 积分 


无 穷 级 数 以 及 和 它们 相 联 系 而 发 展 出 来 的 概念 在 广义 积分 理 
论 上 有 简单 的 应 用 和 类 比 ( 参 看 第 三 章 第 3.15 节 ). 我 们 局 限 在 具有 


无 穷 积分 区 间 的 收敛 积分 的 情形 ,区 如 说 形 如 | (x) ax 的 积分 . 


如 果 我 们 用 一 个 单调 趋 于 十 So 的 数列 to = 0, YI 。 去 分 割 积 
分 区 则 ,我 们 就 能 够 将 这 广义 积分 写成 这 样 : 


| f(x) dx 二 A 二 十 ，**， 
这 里 我 们 的 无 穷 级 数 的 每 一 项 都 是 一 个 积分 ; 
ao， 


等 等 。 无 论 我 们 选择 怎样 的 点 x, 这 都 是 对 的 。 因此 我 们 能 够 用 
许多 种 方法 将 收敛 的 广义 积分 的 概念 与 一 个 无 穷 级 数 的 概念 联系 
起 来 . 

特别 方便 的 是 选择 点 +, 使 得 积分 在 每 一 个 子 区 间 里 都 不 改 
变 符号 。 于 是 级 数 > ,1a,| 就 对 应 于 我 们 的 函数 的 绝对 值 的 积分 


| | fx) | ax 。 
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这 样 我 们 就 自然 地 引出 下 面 的 入 念 : 如 果 积 分 | /Cs)1ax 收 
效 , 则 广义 积分 | /Cx) dx 就 称 为 是 绝对 收敛 的 。 否 则 ,如 果 我 们 


的 积分 存在 ,我 们 就 说 这 广义 积分 是 条 件 收敛 的 . 
早已 研究 过 的 一 些 积分 (第 329 页 到 第 333 页 ), 例 如 


| Tx dx ， | cc dx 5 T(x) -一 | e ‘1’ i!dx, 
是 绝对 妆 伍 的 ， 
男 一 方面 ,在 第 333 由 中 研究 过 的 重要 的 狄 里 克 玉 ”积分 


oo 4 
/一 | - Sinx 一 一 dx = lim | -型 sin x dx ， 
x 


是 一 个 条 件 收敛 积分 的 典型 例子 。 收 敛 性 的 最 简单 的 证 明 是 化 成 
一 个 绝对 收敛 的 积分 : 我 们 写成 sinx 一 (1 一 cosx) 一 2 {sin 这 )， 
并 且 利用 分 部 积分 法 ,将 7 变 成 绝对 收 伍 的 形式 
J 一 2 | (sn 和 dx . 
(注意 , 当 x 一 0 时 ,新 的 被 积 函数 连续 地 通过 极限 值 十 ,并且 当 
x 一 oo 时 按 #7? 阶 消失 为 零 . | | 
* 收 敛 性 的 另 一 个 证 明 是 用 点 = 一 zz 人 ?一 0， 1 2，.…， pe4) 


分 割 从 0 到 4 的 区 间 、 其 中 px 是 满足 adr 短 4 的 最 大 的 整数 . 
于 是 积分 被 分 成 形 如 


vx = 
一 | x (v= 1,2,..*) 


(py—1)zx ;> 


的 项 和 形 如 
一 一 一 dx (0 过 A wr x) 
的 一 个 余 项 R4. 


明志 地 , 量 a, 交替 地 取 正 人 负 , 因 为 sinx 在 相继 的 区 间 里 交替 
地 取 正 和 人 岳 ， 而 上 且 ， je 一 [2 ; 因为 运用 变 搞 二 Ex, 
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就 有 
下 加 | | sinz| J | | sin(《E 一 x)| iE 
" (一 1) 万 yA 上 — 3 
(za 十 1 p+ Lx a. 
-| | 4 > | 一 os， 
和 记 — 7 


因此 ,根据 莱 布 尼 兹 判别 法 ,我 们 知道 a。 收敛， 而 且 , 余 项 R 
有 绝对 信 
la =| 


4 人 (nat Dr . 
Sin SiN 
| 


多 KAR : 


(uaAat Dr 
- | | sinx| dx = 2 


HA “HA™ EAT 
而 当 4 增 大 时 这 是 趋 于 0 的 。 因 此 ,如 果 我 们 在 等 式 


4 
| a: Siny 一 一 一 dr 二 4 二 a 二 4 二 .二 4 二 Kz 
x 


a 
~ 


中 让 4 趋 于 0, 右边 就 趋 于 3,， 并 以 它 作 为 极限 ,因而 我 们 的 积 
分 是 收敛 的 但 这 收敛 性 不 是 绝对 的 ,因为 


ll>)- lsinxl du 一 2， 


(> 一 D)x bx 


因此 ia,| 发散 。 


*A.3 无 宙 乘 积 


在 这 一 章 的 引言 中 (第 536 页 )， 我 们 谈 到 过 无 穷 级 数 昌 然 是 
一 种 特别 重要 的 方法 ,只 是 用 无 穷 过 程 表示 数 或 鸭 数 的 一 种 方法 . 
作为 这 种 过 程 的 另 一 个 例子 ,我 们 考虑 无 穷 乘积 . 不 再 给 出 证 明 、 
在 第 298 页 我 们 遇见 过 瓦 里 斯 乘积 


TT 2.2.4 4 
3 


rr 6.. 
2 1 3 5 


7 


在 这 个 式 子 里 , 数 表示 成 了 一 个 “无 穷 乘积 ”*， 一 般 地 讲 , 所 请 


.0. 
5 


”3 


* 号 86 a 


ti 


[| dy A M7 HH HH " 


v1 


的 值 ,只 要 它 的 极限 存在 ， 我 们 指 的 就 是 部 分 导入 亲信 


的 极限 ， 
当然 ， 因子 Uy Hys 4d3> """ 也 可 以 是 一 个 变量 多 的 了 中 数 . 
个 特别 有 趣 的 例 是 关于 函数 sinx 的 无 穷 乘 积 ， 


/ 2 2 2 
snmz 一 zxl1 一 瑟 儿 1 一 到 儿 1 一 瑟 ) (16) 


这 个 式 子 我 们 将 在 第 635 页 8.5 下 得 到 . 

在 数论 中 关于 zeta 销 数 的 无 穷 乘 积 起 着 非常 重要 的 作用 。 为 了 座 用 
在 数论 中 常用 的 记号 ， 这 里 我 们 用 ;表示 自 变量 ,并且 按照 黎 曼 意义 对 于 
s >> 1 我 们 用 表达 式 


:= 六 二 


来 定义 zeta 冰 数 ， 我 们 知道 (第 550 页 7.2c 节 )。 如 果 * > 1、 有 有 边 的 级 数 
收敛 。 如 果 ”是 任 一 个 大 于 1 的 数 ,我 们 得 到 等 式 


1 _ =-1+ 上 上 + 了 + 一 +. 
1 工 p p Pp 

了 
这 是 把 左边 展开 成 一 个 公 比 为 六 : 的 几何 级 数 。 如 果 我 们 设想 这 个 级 数 对 
所 有 的 素数 p,, P,P;，"…， 按 它们 从 小 到 大 的 顺序 号 下 来 ;并 且 所 有 这 样 形 
成 的 等 式 乘 在 -- 起 ,我 们 就 在 左边 得 到 一 个 乘积 , 形 如 

1 1 | 1 

lp 工 一 如 1 — ps 

我 们 不 来 验证 这 个 过 程 ,而 将 等 式 有 边 的 级 数 乘 在 一 起 ,我 们 试 得 到 一 个 和 ， 
它 的 各 项 为 


ALp3 kzr1 7。 一 《加 tj2abp33 7) 
其 中 k,, kK,， 帮 ， 9 ” ”是 任意 的 非 针 整数 . 我 们 也 还 记得 ， 根据 一 个 基本 定 
理 ， 每 一 个 整数 x > 1 能 且 只 能 用 一 种 方式 表示 成 不 同 的 系数 的 备 的 乘积 
2 一 ptip41，，，。 这 样 我 们 就 发 现 等 式 右 边 的 张 积 就 是 尔 数 《6(s)、 从 型 我 们 
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得 到 值得 注意 的 欧 拉 的 “和 鞠 积 形式 ” 

0) -7 (17) 
这 个 “乘积 形式 ”, 它 的 推导 我 们 在 这 里 只 简略 地 作 了 概述 . 因为 素数 的 个 数 
是 无 穷 的 ,所 以 它 的 确 是 zeta 水 数 表示 成 无 穷 乘积 的 一 种 表示 法 ， 

在 无 穷 乘 积 的 一 般 理论 里 经 常 排除 乘积 ae ……a， 取 极限 稚 
这 种 情形 。 因此 没有 一 个 因子 a 是 堆 的 情形 是 特别 重要 的 。 为 
了 乘积 能 够 收敛 , 当 7 增 大 时 因子 a 必须 趋 于 1， 因为 如 采 需 安 ， 
我 们 可 以 省 去 有 穷 个 因子 (这 与 收敛 性 的 问题 无 关 ), 所 以 我 们 可 
以 假定 a, > 0。， 下 面 几乎 是 显然 的 定理 适用 于 这 种 情形 : 


当 a, 0 时 ,乘积 村 as， 收 敛 的 一 个 必要 充分 条 件 是 级 数 


Y loga, 应 当 收 往 ， 因 为 作为 对 数 的 连续 性 的 一 个 推论 , 当 且 仅 


当 部 分 乘积 ao ……a， 具 有 一 个 正 的 极限 时 ， 这 个 级 数 的 部 分 和 
SS log a, 一 log(eaia ae) 才 趋向 一 个 确定 的 极限 , 


当 a, 一 1 十 ga, 时 ,在 收敛 性 的 研究 中 下 面 的 充分 条 件 经 营 
适用 ， 如 有 打 级 数 


> | ov| 
收敛 并 且 没 有 一 个 因子 〈1 + 6@,) 为 零 ; 则 乘积 
II (1 十 ay) 
收敛 ， 在 证 明 中 ,我 们 可 以 假设 每 一 个 jw] < 二， 因为 如 果 必 


要 可 略 去 有 限 个 因子 ， 于 是 我 们 有 1 一 [1 > 二. 根据 中 值 定 


理 log(1 十 六 ) 一 tog(1 十 人 一 log1 一 AL 十 68)， 其 中 
0 二 898 一 1， 和 于 是 


s BE» 


es 


| log (1 + a,)| = < 1 je 


< 2ja,]， 


人 


从 而 由 3 lc, 的 收敛 性 得 出 级 数 > pg 十 w, ) 的 收敛 性 . 


vs 


从 我 们 的 判别 准则 可 以 推 知 ， 上 面 关于 sinxx 的 无 穷 乘 积 (16) 对 于 所 有 
的 x* 值 是 收敛 的 ,例外 的 只 在 于 * 一 0， 士 1， 土 2，…'， 这 时 乘积 的 因 于 是 
入 . 至 于 黎 曼 5 国 数 , 对 于 ?之 2 和 :> 1， 我 们 容易 求 得 

1 0 1 2 


上 =-1 -~ < 一 。 
lp 户 一 】 加 一 外 p 


现在 如 果 我 们 让 * 取 一 切 素 数值 ,级 数 2-。 一 定 收敛 ,因为 它 的 项 只 形成 了 


收 伍 级 数 > -的 一 部 分 .于 是 在 方程 (17 ) 中 的 乘积 对 于 * > 1 的 收敛 


性 得 证 . 根 锯 当 := 1 的 &(s) 的 级 数 ( 即 调和 级 数 ) 发 散 这 一 事实 ,我 们 能 
够 引出 一 个 值得 注意 的 结论 : 素数 的 倒数 的 级 数 * 即 级 数 


1 _ 11 1 
一 本 十 本 二 二 十 了 十 三 十 再 十 十 一 十 
Sip 2 5 7 1 13 5 19 


发 散 . 明了 来 炒 的 个 才 是 无 的 _ 的确 ,人 来 数 的 仇 的 
级 数 是 收 合 的 , 那 末 以 
wo Px 
z Eo— pe 1 — ph 
为 项 的 级 数 也 应 收敛 ;因为 Pp 之 2 和 
0 < a EE ops, 

于 是 ,根据 我 们 的 判别 法 ,无穷 蓝 祝 

fr+ < = TT 一 一 一 Tr = IT 人 [十 去 十 区 十 ， ) 


el 让! Rl 


也 应 收敛 ;于 是 明显 地 调和 级 数 同样 也 应 收敛 ,而 这 和 是 不 可 能 的 . 


*A.4 含有 伯 努 利 数 的 级 数 


到 目前 为 止 对 于 某 些 初等 函数 ， 例 如 tanx， 我 们 还 没有 给 出 震级 数 的 
寡 开 式 。 原因 是 它 的 数字 系数 不 以 任何 简单 的 形式 出 现 ， 我 们 能 够 用 所 谓 
的 伯 努 利 数 来 表示 这 些 系数 和 其 他 一 些 函 数 的 级 数 里 的 那些 系数 。 这 些 数 
是 见 奇 的 有 理 数 ,它们 的 形成 规律 有 点 隐藏 ,它们 在 分 析 的 许多 部 分 中 出 现 ， 
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要 达到 用 伯 努 利 数 表示 级 数 的 系数 这 个 日 的 ,最 简单 的 方法 是 将 沙 数 


x 1 
x -2 
tt 
2 31 
展开 成 一 个 形 如 
“ 一 二 BY, 
ce*— 1 »! 


的 只 级 数 。 如果 我 们 将 这 个 等 式 写 成 
: “(DD 


x 0 旧 


并 且 将 。* 一 1 的 寨 级 数 代 入 等 式 右边 , 我 们 就 得 到 关于 友 的 弟 推 关 条 


好 十 工 4 如 十 工 ， | 好 十 工 ， nn 二 1 
(0 Bt tt 
对 于 # > 0 成 立 ;而 豆 = 1。 从 这 些 关 系 式 中 时 能 够 容易 地 相继 计算 出 
来 ， 这 些 有 理 数 称 为 伯 努 利 数 (Bernoulli numbers) .5 它们 之 所 以 是 有 理 数 ， 
是 因为 在 它们 的 形成 中 只 涉及 到 有 理 运算 ; 容易 看 到 ， 所 有 的 奇数 项 除了 
” == 1 以 外 都 等 于 零 . 其 最 前 面 几 个 是 


i 1 
Br = 1， 有 一 一 本 ， Bi 一 一 Bs 一 一 条， 
1 1 5 
B* -一 ~. Be -= 这 下 as 
” 42” 30” ”66” 


硅 于 这 些 数 在 我 们 的 问题 里 是 如 何 出 现在 寡 级 数 中 的 ， 我 们 只 能 简略 
讲 。 首先 ,利用 变换 


1 至 2。 一 + .+l 
21 ~—1 2 2 一 】 

+ er 十 一 和 

2 Bx 


我 们 得 到 


ee 


1)》 在 稍 有 不 同 的 记 法 里 (第 639 页 ), 基 本 公式 写成 
B, 
(29)1 


pg 


cx 一 外 


x } sn 
ki 


。 5390 。 


(这 个 公式 证 明了 当 vy > 0 时 本 = 0， 因 为 村 co 由 了 是 < 的 一 个 偶 函 
数 .) 
如 条 我 们 用 2* 代替 x， 我 们 就 有 级 数 


i 21 来 
tcoth x = >, 2 Bay xt?, 
A (2v)1 


可 以 证 明 , 这 对 于 |x| < x 成 立 ; 从 这 个 等 式 里 ,用 一 zz 代替 x, 我 们 得 到 
(参看 第 580 页 ) 


Y COtx = (—1)" x [xX| < 工 。 
2 


现在 ,根据 等 式 2cot2x = cotx 一 taox， 我 们 得 到 级 数 


> _ 22(22 — 1) _ 
tanx 一 (—1) :7 Br,x’’ 1 
之 Ca 


它 对 于 |*| < 一 成 立 . 
大 于 更 进一步 的 知识 ,我 们 建议 读者 参考 第 八 章 和 更 详细 的 著作 ," 
问 题 
7.1 节 , 第 537 页 - 
1. 证 明 - 


St 1 
vy(y+1) 1.2 2.3 


Vm 上 


[参看 1.6 节 的 问题 12(a)] 并 且 利 用 此 结果 证 明 > 1 
2. 利用 第 一 题 的 结果 得 出 


> 


1) 例如 参看 K. Knopp 著 “无 穷 级 数 的 理论 和 应 用 ,第 183 页 ，Blackie & Son 
1928 年 出 版 ， 和 KK, Knopp 著 “无穷 序列 和 无 穷 级 数 >， 1956 年 Dover 发 
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的 上 界 和 下 界 . 
3. 证 明 2 (一 DT 1 


4. 什么 样 的 a 值 使 级 数 1 二 十 二 一 二 十 一 … 收 化 ? 


5. 证 明 如 果 >，e 收敛 ,并 且 =a 二 本 十 + 则 序列 
$1 十 3 十 ” 二 sy 
~N 


也 收敛 ,并 且 以 这 ) a, 作为 它 的 极限 . 


Ye 1 


- 2 2n — 1 


了 了 


7， 级 数 > (一 1) 是 否 收 化? 


om y 1 


3， 证明 如 果 3) a% 收敛, 则 ”了 允 ) 和 也 收敛 ， 
9. (a) 如 果 a 是 正 项 单调 递增 序列 ,什么 时 候 级 数 
+ +- +. 收敛 ? 


(b) 举 出 一 个 单调 递 降 的 序列 具有 lim m = 1， 使 得 这 个 序列 
所 对 应 的 上 述 级 数 发 散 . 

(<) 证 明 如 果 序 列 是 递减 的 , 那 末 甚至 当 lim mw = 1 时 也 可 能 在 (a) 中 
得 到 收敛 的 和 . 


10， 如 果 具 有 递减 的 正 项 的 级 数 之 , a 收敛, 则 im rm = 0. 


Pi 


11. 证 明 级 数 这 sin 二 发 散 . 
12. 证 明 如 有 果 ca, 收敛 并 且 b,, b,， by 。， 是 一 个 有 弄 的 单调 数列 ， 
则 | za,6, 收敛。 再 证 有 明 如 果 :二 Za 并且 ze 和 M， 则 | 所 MO 


13， 如 采 级 数 
之 ， |ajrt 一 Gi| 
收 合 , 就 说 序列 {as} 有 有 界 变 差 ， 
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(a) 证 明 如 果 序 列 {fa} 有 有 界 变 短 . 则 序列 {a,} 收敛 . 

(b) 求 一 个 发 散 的 无 穷 级 数 2a;， 它 的 元 索 a; 构成 一 个 有 有 界 变 差 的 
序列 ， 

Cc) 证 明 以 下 由 戴 德 肯 提出 的 阿 册 尔 收敛 判别 法 的 推广 (参看 第 541 
页 ): 

如 果 Za; 在 有 限 的 上 下 内 乙 间 摆 动 , 并 且 {p;} 是 一 个 有 有 淹 变 示 且 趋 
于 零 隐 序列 , 则 级 数 Zajp; 是 收敛 的 . 

(d) 证 明 以 下 的 无 穷 级 数 对 任何 一 个 固定 的 实数 * 的 收敛 性 : 


. 一 Sm 交 议 
1 

(i) 之 ， Ta ( )"， 
COS 友基 

(i) 3- 


og 六 


14. 讨论 以 下 级 数 的 敛 散 性 ; 


(a) 5 (17, (d) £0, 
T y 
一 | PCeos 日 /bb —1)”cosve 
(b) 5 C0), (e) 5 oe, 
cos vb (—1)"sinvd 
《 ) my (f£) 1 中 


15.- 求 以 下 关于 log 2 的 级 数 


i+ i 
2 3 4 5 
的 重 排 史 各， 
。 1 1 1 1 1 1 I l 
2) 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 十 一 一 ..， 
(3) 2 4 3 6 8 5 10 12 ? 
1 1 | 1 1 
b) 1 二 一 十 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十 一 一 一 。.， 
(b) 3 5 2 4 6 
16， 判 断 下 面 的 级 数 是 收敛 还 是 有 发散， 
1 1 1 1 | 1 1 1 
2) TI 十 二 一 一 + 一 + 一 一 一 二 一 + 一 一 一 十 十 一 
Ca) 2 3 4 5 6 7 8 9 : 
l 2 1 1 2 1 I 2 
b) 1 二 一 二 二 一 十 一 一 三 十 一 十 一 一 二 十 圭一 
(b) 2 3 4 5 6 7 8 9 
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1. 证 明 有 一 -一 当 a > 1 时 收 全 , 而 当 « < 1 时 发 散 . 


Pm v(log y )“ 


和 .MW x > 1 时 和 政 伍 :而 当 % 寺 1 时 发 散 ， 


2. 证 角 ;7 = 
< 一 ylogv(loglogy) 


3， 如 果 # 是 任意 一 个 大 于 1 的 整数 ,证 明 


>, 由 
yy 


其 中 45 定义 如 下 : 
a 1 如 果 ?= 不 是 > 的 因 了 于， 
” -一 1) 如果” 是 "的 因子 . 


4 证明 号 leg 二 1) 一 Jog7 收敛 ， 


2 二 (log 7 
、 一 1，2。3，… oe 十 败 敛 ， 
5， 证 朋 DT 当 g>>1 时 收 伍 而 当 


& 委 1 时 发 散 . 

*6， 通 过 与 级 数 了 >) 上 比较 ,证 明 以 下 判别 法 : 

如果 对 于 某 -一 个 不 依赖 于 ”的 固定 数 s > 0 和 每 一 个 充分 大 的 mr， 
logQ/ onl > 1 十 8， 则 级 数 Ze, 绝对 收敛 ; 如 果 对 于 每 一 个 充分 大 的 = 和 


log 7 


茶 一 个 不 依赖 ?的 数 。 > 0，- 蛙 人 全 < 1 一 6。， 则 级 数 5 不 绝对 收 
OF 及 
全 


7， 证 明 级 数 > ( - 太 ) 收 伍 ， 


8， 对 于 什么 样 的 < 值 下面 的 级 数 改 性? 


1 1 1 1 | 

1 一 一 - 一 -一 一 十 一 一 一 十 一 
(Dl 
1 1 1 1 1 

by 1 一 十 一 
(5) T 3 2° 5° 7° 4° 


9， 通 过 与 级 数 -了 比较 ,证 明 以 下 判别 法 : 级 数 |a,| 收敛 


y(logv )° 


pe 5949 


述 是 发 散 取 决 于 对 每 一 个 充分 大 的 ” 
iog (1 /nl|an|) 
log log 7 
是 大 于 1 + 8 还 是 小 于 1 一 s。 
10. 从 第 6 题 的 判别 法 导出 根 式 判别 法 . 
11， 证 明 下 面 的 比较 判别 法 :如果 正 项 级 数 56, 收敛, 并 且 从 某 一 项 以 


ih 


fn] 
Hy 


则 级 数 ze， 绝对 收敛 ;如果 556 发散 ,并且 从 某 一 项 以 后 


pb 
< 一 > 


n+l 
人 


则 级 数 za。 不 绝对 收敛 . 
*12 。 通 过 与 > L 比较 , 证 明 “ 汝 阿 贝 (Raabe)” 判 别 法 : 


级 数 本 |a,| 收敛 或 发 散 取 决 于 对 每 一 个 充分 大 的 # 和 某 一 个 不 依赖 于 


nH 8 > 0, 
/lal 
Ce 1 
是 大 于 1 + 8 还 是 小 于 1 一 8. 
3， 通 过 与 2 yz 比较 ,证 明 以 下 判别 法 : 级 数 24,| 收敛 或 发 
散 取决 于 对 每 一 个 充分 大 的 ， 


是 大 于 1 +s 还 是 小 于 1 一 &. 
14. 证 明 高 斯 (Gauss) 判别 法 : 
如 果 


-+ 人 人 +- 
| arnt | 


其 中 |R,| 是 有 界 的 ,并 且 s > 0 不 依赖 于 #, 则 Zls,| 当 & > 1 时 收敛 ， 


而 当 & 各 1 时 发 散 . 
15， 判 别 下 面 的 “ 超 几 人 和 何 ”级 数 的 敛 衣 性 : 


i 2 


S95® 


(a) 二 .十 eat) aet+ Dat+2) |... 
BC(B+1) BCGB+ 1)(B+ 2) 


b x。 6 «a(@+ 1)- B(B+ 1) 
(bP) 1+ ee ls。2。r(yr 十 1) 


{a+ («+2)* BB+ DB+2) 


十 
ll。2。 3，rr 二 1)(rY + 2) 


十 和 
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1. 序列 f(x), # 二 1, 2，，*。 在 区 间 0 专 x 二 1 上 用 等 式 
fo(x)==1l, h(x) = Vrf (+*) 
定义 . 
《a) 证 明 在 区 间 0 志 x* 和 志 1 上 序列 收敛 到 一 个 连续 的 极限 . 
“(b》 证 明 这 收敛 性 是 一 致 的 . 
*2， 设 f(x) 在 区 间 0 x 万 a 上 连续 ,函数 序列 1,(x) 用 
f(x) = [pla #1 2, 


定义 。 证 明 这 序列 在 区 间 0 二 x 三 a 上 一 致 收敛 到 0. 

“3 了. 设 fr(x), n= 1 ZL 是 在 区 间 a<x 人 eb 上 具有 连续 导数 的 
函数 序列 。 证明, 如果 f(x) 在 区 间 的 每 一 点 处 收 伍 ,局 时 不 等 式 |jo(z) < 
M (其 中 M 是 一 个 甫 数 ) 为 一 团 和 x 值 所 满足 ; 则 收 合 是 一 致 的 ， 

4. (2) 证明 级 数 > 对 任 一 圈定 的 数 6>>0, 对 x 之 1+8 一 臻 
收敛 . 

(b) 证 明 求 导 得 出 的 级 数 一 2 一 对 固定 的 正 数 8， 对 * 之 1+。 
一 致 收 义 . 

*5 证明 级 数 5 «>0， 对 任意 小 的 正 值 8, 对 e + 所 27 一 8 
一 致 收敛 . 

6， 级 数 

x*—l 1 xx 一 1 人 1 1 
zx 十 1 + 二 (二 +) + 本 本 | 
当 ey WN 为 固定 的 正 数 时 ,对 。 所 x 所 NN 一 致 收敛 
7。 求 下 列 级 数 收 分 的 范围 : 


， ， 《DT 7)2XY 
\ 而 3 i b 之 再 
(3) 0 i 


® S90% 


(c ) 和 (a < 1 )， (d 2 (a > 1 )， 


(e) 5 (1) 三 -一 -， 


y™ 1 一 x 


“8 证明 如 果 狄 里 克 莱 级 数 三 夫 对 * 一 oo 收敛 , 则 它 对 任意 的 >> me 
收敛 ;如 果 它 对 * = x。 发 散 , 则 它 对 任意 的 *<x。 发 散 。 因 此 存在 一 个 “ 收 
敛 的 横 坐 标 ”使 得 对 任 一 个 大 于 它 的 * 值 级 数 收敛 ， 而 对 任 一 个 小 于 它 的 x 
值 级 数 发 散 . 

9， 如 果 5 各 对 = = * 收敛 , 则 求 导 得 出 的 级 数 一 三室 对 任意 
的 xx > x 收 人 纹 ， 
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1. 如 采 之 级 数 Zax” 的 收 合 区 间 是 lx| <p， 同 时 25,x*” 的 收敛 区 间 
是 |*|<o、 这 里 p<p，、 那 未 Za + 如)za 的 收敛 区 间 是 什么 ? 
2， 如 果 > 0 并 且 ze， 收敛 , 则 


lim Zar = Ea, 
下 
x 一 1 一 0 


3. 如 果 > 0 并 且 Z4。 发散， 则 


lim Za,x’” = 00, 


*4. 证 明 阿 贝尔 定理 : 

如 果 Za,X” 收敛 ; 则 Zasx* 对 0 之 * 过 X 一 臻 收敛， 

5， 如 果 Za,X* 收敛 , 则 lim Za,x’ = Fa,X”, 

“6 根据 震级 数 的 乘法 证 明 

(a) ee? 一 e*ty (b) sin2x = 2sinx cosx, 

7， 利 用 二 项 式 级 数 , 计算 V 2 到 四 位 小 数 . 

8. 设 sa 为 任 一 个 实数 序列 , 5 是 as 的 所 有 的 极限 点 的 集合 ， 我 们 用 
二 lim a; 表示 5 的 最 小 上 界 ”. 证 明 需 级 数 >) crx" 当 jx|<p 时 收 铺 , 当 
ix| >o 时 上 发散, 其 中 


= 一 一 一 一 一 一 一 ， 
lmAv | cy| 
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1， 证 明 关 于 YV(1 一 *) 的 震级 数 当 * = 1 时 仍然 收 化， 

2. 证 明 对 于 每 一 个 正 数 s, 在 区 间 0 和 xz 委 1 上 存在 一 个 表示 W (1 一 *) 
的 * 的 多 项 式 , 它 与 V(1 一 *) 的 误差 小 于 s。 

3， 在 问题 2 里 设 * = 1 一 #， 证 明 对 每 一 个 正 数 。， 存 在 一 个 :的 多 
项 式 ,; 它 在 区 同 一 1 委 上 委 工 上 表示 | 下 它 与 下 | 的 误差 小 于 8 。 

4. (a) 证 明 如 果 Hz) 在 和 zx 和 2 上 连续 , 则 对 每 一 个 5 > 0， 存 在 
一 个 多 边 形 辫 数 p(x*)( 即 ,一 个 连续 函数 , 它 的 图 形 由 有 限 个 相交 成 外 的 直 
线段 组 成 ) 使 得 对 区 | 间 里 的 每 一 个 * 有 f(x*) 一 p(x)| < e. 

(b) 证 明 每 一 个 多 边 形 沙 数 p(x) 能够 用 一 个 和 水 数 p(x) = 二 4 二 bx 十 
Zci|* 一 x;| 表示 ,其 中 必 是 角 点 的 横 尝 标 ， 

5. 外 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 .在 上 面 论述 的 基础 上 证 明 , 如 果 x) 在 4 所 
xs 上 连续 , 则 对 每 一 个 正 数 8 存在 一 个 多 项 式 P(*) 使 得 对 区 间 4x<&b 
上 所 有 的 * 值 有 |f(x) 一 P(x)|<s. 

提示 : 用 形 如 (x 一 x*,) 十 |* 一 x| 的 线性 组 人 台 去 通 近 f(x)， 


6. 证 明 以 下 的 无 穷 乘积 收敛 : 
@) T+ (+) ) 


(b) {LS 


br 
maz 十 1 


G TT <. 


7 用 课文 中 的 方法 证 明 TT (1 + 土 ) 发 散 
8. 对 |z*| < 1 证 明 恒 等 式 
| 《1 二 x?) 二 l 


ym lL—x” 
*9 .在 十 进 制 所 表示 的 上 自然数 中 ,考虑 所 有 数字 中 闻 疫 有 9 的 数 。 证明 
这 些 数 的 倒数 和 收 纹 . 
10。 (2) 证 明 ;, 对 于 > 1， 


ss 098. 


1 一 让 二 地 一 + =(l— a:')e(s), 


1 
4 
其 中 &(s) 是 在 第 587 页 中 所 定义 的 Zeta 函数 ， 
(p》 用 这 个 恒等式 去 证 明 lim (s 一 D6(9) =1. 
:关于 收敛 的 积分 判别 法 “” 设 /x) 是 正 的 并 且 当 x 之 1 时 是 递 碱 的 
() 证 明 无 穷 积分 
| 1x)ax 和 无 穷 级 数 > /(k) 同时 收敛 或 闻 时 发 散 . 


(b) 证 明 不 论 在 哪 种 情况 下 ,极限 


lim /(x)dx 一 > /CA ) 


前 存在. 
(c) 应 用 这 个 判别 法 证 明 级 数 


1 


nlog “好 


2 


当 & > 1 时 收 全 ; 当 a < 1 时 发 散 , 
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第 八 章 三 角 级 数 


用 品级 数 表 示 的 水 数 ， 或 者 如 拉 格 朗 日 所 称呼 的 “解析 图 
数 , 在 分 析 中 的 确 起 着 一 种 中 心 的 作用 ,但 是 , 由 于 这 类 解析 驮 
数 在 许多 实例 中 太 受 限制 ,因此 ,下 述 事 实 对 整个 数学 以 及 对 大 量 
应 用 来 说 , 是 一 个 颇 为 重大 的 事件 .这 就 是 , 传 立 叶 在 他 的 《 热 的 
分 析 理 论 加 一 书 中 ,注意 到 并 且 用 许多 例 曾 明了 ,具有 名 系数 a,， 
b, 的 形 如 


f(x) 一 2 十 - 人 >， (a,cosvr 十 b, sin vx ) (1) 
ed v=1 


的 收敛 的 三 角 级 数 能 够 表示 一 类 广泛 的 “任意 ”函数 1(z)， 这 类 函 
数 基本 上 包括 了 每 一 个 特别 重要 的 函数 ， 不 管 是 用 机 械 作 图 的 方 
法 从 几何 上 定义 的 ,还 是 用 其 它 方法 定义 的 ,甚至 具有 跳跃 间断 的 
函数 ,或 者 在 不 同 区 间 上 服从 不 同 的 形成 规律 的 函数 ,都 能 用 (1) 
式 表示 出 来 . 

在 传 立时 的 引信 注 有 的 发 现 之 后 不 久 , “傅立叶 级 数 ” 就 被 认 
为 不 仅 是 物理 学 和 力学 的 最 强 有 力 的 工具 ， 而 且 同 样 也 恰 是 许多 
漂亮 的 纯 数学 结果 的 一 个 丰富 的 源泉 ， 在 1820 到 1830 年 间 , 哥 
西 ， 特 别 是 狄 锐 西 勒 对 于 传 立时 的 有 点 启发 的 和 不 完善 的 论证 提 
供 了 一 个 坚实 的 基础 ， 使 得 这 个 课题 如 像 它 的 重要 性 一 样 易于 接 
受 . 

不 管 由 三 角 级 数 所 表示 的 函数 的 "任意 性 如何， 因为 级 数 的 
每 一 项 都 有 2z 这 个 周期 ， 所 以 它们 本 来 就 受 着 2x 这 一 周期 性 条 
件 的 限制 ， 但 是 , 我 们 不 久 就 会 看 到 , 这 个 限制 是 非 本 质 的 , 只 要 
我 们 仅 在 一 个 有 限 的 区 间 内 考虑 函数 ， 我 们 就 能 容易 地 把 它 开 托 
TD 见 英 泽 本 :Joseph Fourier 着 ~ Ihe Analytical Theory of Heaw, Dover 1955 

年 再 版 发 行 ， 
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为 周期 函数 ， 

本 章 对 傅立叶 级 数 的 理论 提供 一 个 初步 介绍 ， 而 不 作 更 进 一 
步 的 仔细 研究 . 

在 对 周期 函数 作 了 某 些 初步 的 讨论 之 后 ， 我 们 将 证 明 主 要 定 
理 , 以 便 对 于 一 类 广泛 的 函数 建立 其 三 角 级 数 展 开 的 合理 性 . 

在 以 后 的 几 节 中 ,我 们 将 讨论 一 点 儿 较 高 深 的 附加 的 谍 题 , 例 
如 傅立叶 级 数 的 一 致 和 绝对 收敛 性 以 及 任意 连续 国 数 的 多 项 式 近 
似 。 在 附录 中 ,我 们 将 讨论 伯 努 利 的 多 项 式 理 论 及 其 应 用 . 


8.1. 周期 函数 
a. 一 般 说 明 ， 台数 的 周期 开拓 


由 于 郊 数 sin ax 和 cosnzx 是 以 2x 为 公共 周期 的 x+ 的 周期 消 
数 ; 所 以 形 如 《12 的 任何 有 限 和 或 收敛 的 无 限 和 也 是 以 2x 为 周期 
的 周期 函数 。 我 们 现在 作 一 些 关 于 周期 函数 的 一 般 性 的 观察 ,以 
扩充 第 四 童 第 360 页 的 内 容 ， 
周期 为 工 的 函数 1(x) 的 周期 性 ,由 对 所 有 x 的 值 ? 都 成 立 的 
等 式 
fx + T)= 1(%) (2a) 
来 表示 .具有 周期 了 意味 着 f(x) 也 具有 周期 土 T， 土 2T,，………， 
土 mT,，.…*， 并 且 对 所 有 整数 m 都 有 
f(x 土 mT)= 1(x). (2b) 
在 特殊 情 沉 下 ，j(x) 也 可 以 偶而 有 一 个 较 短 的 周期 。 例如 ， 
疯 数 ”sin(4xx/T) 不 仅 有 周期 了, 而 且 辣 样 有 较 小 的 周期 T/2. 
如 同 我 们 已 在 第 四 章 第 361 页 看 到 过 的 ， 定 义 在 一 个 闭 区 间 
4 夺 + 安 b 内 的 水 数 f(x)， 能 够 开拓 成 对 x 的 所 有 值 具 有 周期 


he ede 


1) 在 表示 周期 函数 时 ， 把 上 自 变 量 * 看 作 是 一 个 贺 局 上 的 点 以 代替 在 一 条 直线 上 的 
把 ,这 党 种 是 方便 的 . 对 于 一 个 周期 为 2r 的 吸 数 故 蕊 ， 我 们 考虑 一 个 单位 图 
的 圆心 和 角 x+， 它 介 于 一 个 任 蕊 起 始 半 水 与 圆周 上 的 一 个 动 点 的 半径 之 间 ; 于 是 
fx) 的 周明 性 就 意味 着 圆周 上 的 每 一 个 点 刚好 对 应 着 国 数 的 一 个 值 ,尽管 角 展 
本 对 还 可 有 “5 的 整数 们 的 差别 ， 
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7 一 5 一 4 的 周期 函数 , 它 在 原来 的 区 间 。 委 x 委 以 外 的 依次 
相 邻 的 长 度 为 了 的 区 间 内 是 按 下 列 周 期 性 关系 
f(x+ nT)= f(x), nn 二 二 1, 十 2,，，。 (2c) 
定义 的 ， 
在 长 度 为 工 的 区 间 的 端点 xz 一 za 十 7T 一 2 十 (2 一 17 上 ， 
由 开拓 所 得 的 冰 数 既 不 是 唯一 确定 的 , 也 未 必 连 续 。 我 们 必须 爷 
许 f(x) 在 点 x* 一 8 具有 跳跃 间断 性 ; 孙 数 f(x) 不 论 在 8 的 哪 一 
边 都 症 连 续 的 ,但 在 点 5 本身 却 未 必 是 确定 的 或 连续 的 . 
因此 ,下 述 符 号 和 大 8) 的 定义 遍及 本 章 . 我 们 用 
A§ + 0)= lim f(s + e), (3a) 


A$ — 0) 一 in f( — e’) (3b) 


来 表示 f(x) 在 xx 一 和 处 的 右 极 限 和 左 极 限 ;在 f 的 间 目 点 上， 
不 管 KE ) 原来 取 怎样 的 值 ,都 定义 它 取 平均 值 
{8) — 7 [Ks + 0) + Ks —0)], (4) 
这 样 作 是 方便 的 . 
借助 这 个 约定 ， 就 可 将 我 们 原来 的 函数 从 团 区 间 z 委 xx 委 2 
上 周期 地 开拓 到 zx 的 全 部 值 , 即使 在 信 a) 志 5) 的 情况 中 也 可 


以 。 我 们 需要 注意 的 只 是 在 跳跃 间断 的 点 上 f(x) 的 值 , 特别 是 ， 
如 果 这 种 跳跃 间断 是 由 原来 定义 的 fa》 和 5) 的 值 不 相同 而 引 


起 的 ;为 了 定义 周期 的 开拓 ,我 们 必须 采用 平均 值 3 [Ka) tfC)] 
来 代替 大 sa) 和 从 5) 的 值 ， 


b. 一 个 周期 上 的 积分 


周期 限 数 f(x) 的 图 形 , 在 相当 于 一 个 周期 的 任何 两 个 相 邻 的 
区 间 内 显然 共有 相同 的 形状 。 这 隐 含 着 下 述 重 有 要 的 事实 : 对 于 局 
期 为 工 的 周期 函数 Kx) 和 任意 都 有 


(00 = | far, (5) 
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或 者 说 :在 长 度 为 了 的 一 个 局 期 的 区 间 上 ， 有 周期 函数 的 积分 总 是 
具有 相同 的 值 ,而 不 管区 间 位 于 何 处 . 

要 证 明 这 个 事实 ,我 们 只 需 注意 ,根据 等 式 {8 一 TT) = 1&)， 
替换 x 一 8 一 了 对 于 任何 a, 6 都 给 


5 “5 二 了 p+T 
|. 人 sdx 一 1.， f(\§)dé 一 | Kaaz 


图 8.1 一 个 整 思 期 上 的 积分 的 图 解 


特别 是 , 当 gg 一 一 和 8 一 0 时 ,有 
a [oe 
因此 
| 一 f(x)dx 一 | 71?zz + 1 fx) dx 
一 | f(x)adx 十 | f(x)dx 

正如 所 述 ， 联想 起 积分 的 几何 意义 ， 束 由 图 8.1 可 看 出 结论 显然 
成 也 ， 
c， 谐振 

我 们 将 从 最 侧 单 的 周期 蝎 数 出 发 去 构造 出 最 一 般 的 画 数 ; 这 
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些 最 简单 的 周期 函数 是 asinwx 和 acoswx， 或 更 一 般 地 是 
a sin w(x 一 上 ) 和 acosco(x 一 上 )， 其 中 4 志 0)，ow( 二 0) 和 
前 十 常数 . 这些 消 数 代表 “ 正 驴 振动 ”或 “ 简 谐振 动 "(或 振荡 


振动 的 周期 为 Tr 一 乞 数 @ 称 为 振动 的 圆 频 率 或 角 频 率 ”; 因 为 


名 和 


mr 
rt 


二 一 他 是 单位 时 间 内 振动 的 次 数 或 频率 , "就 是 2x 时 间 内 振动 


的 次 数 。 数 4 称 为 振动 的 振幅 ; 它 代 表 函 数 a sinw(x 一 5) 或 
acos(x 一 ) 的 最 大 值 ， 因 为 正弦 和 余弦 两 者 都 有 最 大 值 1， 数 
w(x 一 志 ) 称 为 位 相 , 同 时 数 of 称 为 相位 移 或 相 移 . 


NS 


| 


y=3sn2( -证 ) 


到 8.2 正 驴 振动 


说 * 轴 以 13:o 的 比例 同时 和 治 7， 轴 以 <1 的 比例 伸 盎 变换 正 蚁 
曲线 , 再 沿 着 * 轴 的 正方 向 将 曲线 平移 一 个 距离 (参见 图 8.2 )， 
我 们 就 得 到 函数 a sin w(x 一 $5) 的 图 形 . 

根据 三 角 六 数 的 加 法 公式 ,我们 也 能 分 别 用 acosex 十 
8sinwx 以 及 Becoswrx 一 osinwx 表示 谐振 ,其 中 @ 二 一 a sin mwé 


1) 单独 看 这 些 表 达 式 的 任何 一 个 (对 所 有 的 a 和 5 为 都 表示 所 有 正弦 振动 的 集合 ; 
这 两 个 表达 式 是 等 价 的 ,因为 4a sinw(x 一 和) 一 4 co5 SE 一 ( 十 艺 儿 
2) 注意 我 们 对 频率 和 园 频 率 之 间 的 区 别 ， 
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和 8 一 gcoso5s， 反 过 来 ,每 个 形 如 qcos wx 十 8 sin wx 的 另 数 表示 
一 个 由 方程 a 二 一 asinw3， 6 二 acoswé 给 出 的 ， 上 其 有 振幅 
a 一 Vo 十 P 和 相位 移 os 的 正弦 振动 a sin w(x 一 )， 利 用 表 
达 式 qcos wx 十 8 sin wx, 我 们 立刻 能 够 将 两 个 或 两 个 以 上 具有 相 
同 贺 频率 wo 的 这 种 函数 的 和 ， 写 成 具有 圆 频率 到 的 另外 的 一 个 振 
动 、 

正如 早 就 看 到 的 ， 周 期 水 数 是 在 我 们 希望 用 参数 表示 闭 曲 线 
的 时 候 出 现 的 自然 ,它们 能 够 用 来 表示 由 圆 运 动产 生 的 现象 , 辟 
如 说 , 用 来 表示 一 个 和 飞轮 一 样 的 周期 地 重复 的 过 程 ; 此 外 ,它们 
也 与 所 有 振动 现象 相 联 系 . 


8.2 谐振 的 和 迭 加 
a. 谐 波 ， 三 角 多 项 式 


虽然 许多 振动 是 纯正 弦 的 (参看 第 428 页 为 但 夸大 部 分 周期 
运动 具有 较 复 杂 的 特征 ,它们 是 由 者 干 正弦 振动 友 加 而 成 的 ， 
在 数学 上 , 直线 上 的 点 的 运动 , 它 的 坐标 * 为 时 间 上 的 的 数 , 可 由 
上 述 类 型 的 车 干 纯 局 期 函数 的 和 函数 所 给 定 .这 时 , 冰 数 的 谐 波 分 
量 就 被 迭 加 起 来 了 (也 就 是 它们 的 纵 坐 标 被 加 起 来 了 )， 在 这 一 大 
加 中 ,我们 假定 狗 加 振动 的 圆 频率 ( 当然 周期 也 是 ) 均 不 相同 ,因为 
如 上 所 述 ， 基 有 相同 加 频率 的 两 个 正弦 振动 的 类 加 所 产生 的 是 具 
有 相同 的 圆 频 率 的 男 一 个 正弦 振动 . 

对 于 具有 不 同 圆 频率 w, 和 oz 的 两 个 正弦 振动 的 磅 加 存在 
两 个 基本 上 不 同 的 可 能 性 ,这 取决 于 w/wzs 是 否 有 理 数 ,或 者 ,如 

作为 第 一 种 情况 的 例 ， 我 们 假定 第 二 个 圆 频 率 是 第 一 个 圆 频 
率 的 两 售 : wz 二 2w1， 于 是 ,第 二 个 振动 的 周期 为 第 一 个 振动 的 周 
期 的 一 半 , 即 2z/2w 二 7T, 二 T1/2, 因 此 , 它 不 仪 具有 周期 T;, 而 且 
也 具有 两 倍 于 7; 的 周期 Ti,， 因 为 , 遂 数 本 身 经 周期 了, 之 后 又 周 
而 复 始 ;由 此 可 知 ,由 迭 加 所 形成 的 水 数 必须 同样 具有 周期 7,. 加 
频率 为 第 一 个 振动 的 两 倍 ， 周 期 为 其 一 半 的 第 二 个 振动 称 为 第 一 
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个 振动 ( 基 波 ) 的 一 次 谐 波 (first harmonic ) ， 

如 果 我 们 引 和 具有 圆 频率 os 一 3w 的 另 一 振动 ,相应 的 叙述 
也 是 正确 的 。 于 是 水 数 sin 3wix 太 吴 经 2x/wi 二 Ti 之 后 , 必 叉 由 
而 复 始 。 这 一 振动 称 为 给 定 振动 的 二 次 谐 波 。 类 似 地 , 我 们 能 名 
考虑 具有 圆 频 率 W440 ws 二 50 oz 一 MO 的 三 次， 
四 次 ,… (2 一 1 次 谐 波 ,并 可 具有 我 们 所 和 希望 的 任何 相位 移 . 


每 一 个 这 种 谐 波 本 身 都 必然 按 周期 2 一 了， 周而复始， 因而 ,由 


一 批 振动 迭 加 得 到 的 每 个 男 数 都 是 具有 周期 2x/w 二 7 的 周期 
冰 数 ,这 些 振动 的 每 一 个 是 给 定 基 闫 wm 的 一 个 谐 疲 .把 具有 从 基 
波 到 (n 一 1) 次 谐 波 的 圆 频率 的 振动 都 迭 加 起 来, 我 们 就 得 到 一 
个 形式 为 三 角 多 项 式 的 周期 靖 数 


量 和 昌 晶 短 


sx) 一 > 十 > (a,cosvorx + b, sin vwx ). (6) 


(第 2 不 影响 周期 性 ,加 上 它 是 为 了 以 后 的 方便 ,) 由 于 这 个 函 
数 包含 2 十 1 个 任意 常数 4a,，5,， 所 以 我 们 能 作成 各 种 曲线 ,与 
原来 的 正弦 曲线 大 不 一 样 。 图 8.3 到 8.5 是 图 示 说 明 . 
“ 谐 波 这 个 术语 是 指 调 学 ?说 的 ,在 声学 里 一 个 频率 为 % 的 基 
频 振动 相当 于 某 个 一 定 高 低 的 纯音 , 第 一 , 第 二 , 第 三 等 等 谐 波 对 
应 于 一 系列 基 音 的 谐音 ,也 就 是 八 度 音 加 上 第 五 音程 ,二 倍 八 度 音 
等 等 . 
在 一 般 情况 下 ， 对 于 其 圆 频 率 具 有 有 理 比 的 那些 拨 动 的 兴 加 
言 ; 贺 频率 均 可 表示 成 公共 基 频 的 整数 倍 ， 
然而 对 于 具有 不 可 公 度 的 圆 频率 o 和 oz 的 两 个 振动 的 适 加 ， 
呈现 出 不 同 的 现象 。 这 里 正弦 振动 的 欠 加 不 再 是 周期 的 了 。 我 们 
不 进行 详细 的 讨论 , 仅 指 出 这 种 琐 数 具有 一 种 近似 周期 的 特性 ， 
或 者 即 我 们 所 说 的 ,它们 契 玛 周期 的 (almost periodic ), 
1) 在 声学 里 也 采用 记 音 这 一 术语。 
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*b， 扯 
对 正 藤 振动 送 加 的 最 后 一 个 注 记 达 水 到 所 谓 招 (beat) 的 现象 。 
如 果 我 们 把 两 个 振幅 各 为 1， 贺 频率 分 别 为 oz 和 oz 的 振动 欠 加 
起 来 ,并 且 为 了 简单 起 见 , 假 定 两 铬 取 相 同 的 5 值 ( 见 这 604 页 , 推 
广 到 任意 相位 的 工作 留 给 读者 力 那 末 我 们 就 要 芳 虑 国 数 
y = sin co 十 sin wx (ol > wo)> 0). 


根据 一 个 众所周知 的 三 角 公 式 我 们 有 
y 一 2cos Co 一 op)z| sin 区 各 + oz 
这 个 方程 表示 一 个 现象 ,我 们 把 它 描述 如 下 : 
我 们 有 一 个 圆 频率 为 一 (ol + wz) 和 周期 为 4z/(o, 十 oz) 的 
振动 ,这 个 振动 不 具有 一 个 常 幅 ,而 具有 由 表达 式 
2cos 二 Co 一 op)z 


给 出 的 一 个 变 “ 幅 ”, 这 个 变 幅 以 一 个 较 长 的 周期 4r 作 ol 一 oz) 变 
化 。 当 两 个 圆 频率 w, 和 o 相当 大 而 其 差 (wi 一 oz) 又 比较 小 时 ， 


拍 曲 
人 线 


Ne 
ns WY NE 


图 8.6 拍 
这 个 描述 特别 有 用 。 这 时 ,振幅 2cos | 二 (oo, 一 w)x| 作 周 期 性 


s 6L0 “= 


缓慢 变化 ， 其 周期 为 -一 一 一 ， 比 振动 的 周期 一 -一 要 长 . 


这 些 振幅 的 有 节奏 的 变化 称 为 拍 。 每 个 人 都 是 熟悉 声学 和 电子 学 
中 的 这 种 现象 的 通常 ,在 无 线 电 传播 中 , 圆 频率 w, 和 wz 远 远 超 
过 耳 杂 所 能 听 到 的 范围 , 然而 其 差 wm 一 o; 却 在 耳 条 可 听 到 的 音 
调 范围 之 内 .因此 ,这 个 拍 引起 一 个 可 听 到 的 音 ,而 原来 的 振动 依 
然 存在 于 耳 条 的 觉察 之 外 . 

在 图 8.6 中 所 描述 的 ,就 是 拍 的 一 个 例 . 


8.3 复数 表示 法 
a&. 一 般 说 明 
三 角 玖 数 的 运算 通 尝 根据 欧 拉 的 关系 式 


cos 昌 十 zsing 一 et 


cos0 一 = (ci 十 ee ), (7a) 


sin0 = 六 (et 一 oe-i9), (7b) 
站 


利用 复数 来 简化 (对 照 第 七 章 第 578 页 ). 因 此 ,我 们 能 够 通过 复数 
量 ciox，criax， 或 Ceiotz 一 引 ， 了 Te 一 (5 一 司 来 表示 正弦 振动 ,其 中 a, 
wo 和 os 分 别 是 振幅 , 癌 频 率 和 相位 移 。 当 然 最 终 实际 的 振动 不 难 
从 复数 表达 式 中 经 分 离 实 部 和 虚 部 而 得 到 . 

复数 表示 法 的 方便 之 一 在 于 ， 关 于 时 间 z* 求 导数 时 可 以 把 i 
视 为 实 第 数 , 而 对 指数 消 数 求 导 ;由 正弦 孙 数 和 余弦 半数 的 求 导 公 
式 得 出 
人 a[ cosw(x 一 占 ) 十 17sinc(x 一 上 )] 


pa 


一 > 2co| 一 sin w(x ~ & ) 十 i cos w(x & )] 
— 1aw![ coswo(x 一 去 ) 十 zsinco(x — ££)], 


这 可 以 简明 地 与 成 形式 
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d 


deh) 一 gqweio-ét) (8) 
dx 


一 个 复 值 国 数 Y(x)、 璧 如 说 7Y(x) 二 p(x) 十 i19(x)， 其 积分 自 
然 地 由 下 式 定 义 


| (x)adr 一 | plx)adx 十 | q(x)adx. 
因此 ,对 mn 志 0 有 


| CT = | eosnzds 二 | sin nrdr 


一 一 SinMphx 一 一 cos1x 一 一 CT 。 
1 1 i 


特别 地 ,对 任意 整数 = 我 们 有 
| edr = 当 ne 0 


¥]r 


Jr， 雪 n 二 0 
更 一 般 地 ， 如果 我 们 记 住 ee-im* 喇 ei”-m*， 就 可 见 对 于 任何 
整数 mn, 我 们 有 
x 0， 1 演 mm, 
| ee 一 01 = | 当 (9) 


2x， 尖 nn 汪 1， 
这 些 关 系 式 只 不 过 是 三 角 函 数 之 间 的 正 交 关系 的 简明 表达 式 〈 见 
第 292 页 ). 


“bb 交流 电 上 的 应 用 


我 们 用 一 个 重要 的 例 来 说 明 这 些 思 想 ， 在 例 中 用 + 代替 x 来 表示 上 月 变 
量 , 时 间 . 
我 们 考 卉 一 个 具有 电阻 和 电感 上 的 电路 ,在 其 上 加 一 个 电动 势 ( 电 压 ) 
E .在 直流 电 中 ,电压 是 常数 ,电流 1 由 欧姆 定律 8 == RI 给 出 。 然 而 对 于 交 
流 电 出言,E 是 时 间 :的 靖 数 ,从 和 ”也 是 时 间 : 的 遂 数 ,并 且 欧 姆 定律 取 推 
广 了 的 形式 ({ 见 第 673 页 ) 
E 一 上 条 一 RL (10 ) 
我 们 考 塌 一 个 外 电动 势 £, 它 是 以 % 为 蔽 频率 的 正 纺 波 ; 册 8cos wt 或 @ sin ot 
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给 出 ,我 们 把 三 者 形式 地 组 合成 处 的 形式 
E = get =— gcos wt 10sin CO 
其 中 。 表 示 振 幅 ， 对 振幅 也 允许 用 复 的 什 
6 一 lele™’’, 
这 常常 是 有 用 的 ;于 是 
E= |e|le'(®* = |el{cos (wi —7) + ssn(w — 7)}. 

我 们 可 以 把 i 看 作 好 象 是 一 个 实 参 数 一 样 ,而 对 这 个 “ 复 电 压 ”E 和 相应 的 复 
电流 1 进行 运算 。 于 是 复 的 量 E 和 i 之 间 的 复 的 关系 的 意义 在 于 ,相应 于 电 
动 势 ecos wt 的 电流 是 1 的 实 部 ， 而 相应 于 电动 势 asin wt 的 电流 是 i 的 虚 
部 . 复 电 流 由 形 如 

z 1 = Qe'i®t = og( tos wt + isin wW!) 
的 表达 式 给 出 , 它 也 是 具有 加 频率 的 正 摔 波 ， 于 是 1 的 导数 形式 由 


dl 
-一 — lle'™”! 
dt 


一 aw{(— sin wt + scos Wi) = twl 
给 出 ， 将 这 些 量 代入 欧姆 定律 的 推广 了 的 形式 《10) 并且 除 以 因子 1, 我 
们 得 到 方程 


好 一 Lio 一 Re 


或 
好 
RR 十 rowL > 
以 及 
E = (R+ iwL)! = WI 
如 和 我 们 称 量 


下 ”一 中 十 FL 
为 电路 的 复 电阻 ,我 们 就 可 以 把 上 面 的 方程 看 作 在 复数 形式 下 交流 电 的 欧姆 
定律 。 于 是 欧姆 定律 如 像 直流 电 一 样 ， 电 流 等 于 电压 被 电阻 除 . 
令 w 三 |W|、 把 复 电 阻 W 写成 


W = we = weios6 + iwsind, 


式 中 


iW = w= V(R + Liw’), tan6d = 


» 613. 


我 们 得 到 


按照 这 个 公式 ,电流 和 电压 具有 相同 的 周期 (及 圆 频率 ); 对 于 实 的 6, 电流 的 
振幅 < 同 电动 势 的 振幅 按照 


g 
oa 2 一 
fe 


互相 联系 着 , 此 外 , 电流 与 电压 之 间 存 在 一 个 相位 差 。 电流 与 电压 不 在 同一 
个 时 间 达 到 最 大 值 ,而 是 落后 了 一 段 时 间 5/o。 当然 ， 对 于 最 小 值 也 同样 如 
此 。 在 电工 学 中 , 量 w 一 VR 二 iw 常常 称 加 频率 为 a 时 电路 的 阻抗 或 
交流 电阻 ;相位 移 通常 用 度 表示 ,有 时 称 为 滞后 . 
如 果 振 幅 8 是 形 如 
8 一 |6|c75 

的 复数 ,除了 是 一 个 附加 的 相 移 之 外 , 这 时 欧姆 定律 的 形式 没有 本 质 上 的 变 
化 ,我 们 有 

E= 16|c 二 9) 3 


_. |e| ciote-i(sty) 
LA 


c. 三 角 多 项 式 的 复数 表示 法 
形 如 


s(x) 一 a 十 > (a,cosvx + b, sinvx) (11) 


(为 向 便 起 见 ,我 们 取 w = 1) 的 复合 振动 用 代 换 


一 工 Ex eiv* sin VX 一 一 1 区 ex 一 一 各 
COS UX 7 (ei?* 十 ) ， 7 ( )， 
可 化 为 复数 形式 ， 这 时 表达 式 取得 较 简单 的 形式 


sa(%) — 2 ae”*, (12) 


式 中 复数 w 按照 等 式 


* bl14. 


(a, 一 12)， 


1 
Q&, = 一 
2 
1 


gy 一 (wy 十 ib,)， 对 于 ?一 12， 7 (13a ) 


ca 一 一 040， 
2 


与 实数 oa 和 b, 相 联 系 ， 对 于 a, 和 6b, 解 这 些 关 系 式 ,我 们 求 得 


人 0 十 CC-，， 


13b 
2， 2 oy) ( ) 


(包括 > 一 0 的 情况 ). 
反 过 来 ,我 们 可 把 形 如 


| 
> Ce™” 


的 任何 表达 式 看 作 一 个 表示 振动 迭 加 的 滔 数 ， 这 些 振 动 都 写成 了 
复 的 形式 ， 当 且 仅 当 mw 十 o-。 是 实 的 且 m 一 0-, 是 纯 虚 的 时 ; 
也 就 是 当 a, 和 a-, 是 共 轧 复数 时 ,这 一 返 加 的 结果 才 是 实 的 
d. 一 个 三 角 公 式 
作为 复数 表示 蔡 的 一 个 应 用 ,我 们 证 明 下 面 这 个 但 等 式 : 
oo) 一 十 cos& 十 cos20 十 *…*…。 十 cosna 
1 
sin|l 十 一 jc 
一 me (14) 
27sin a 
2 
这 在 本 章 后 续 部 分 是 需要 的 ， 这 个 公式 只 有 在 sn 0 时 , 即 
当 cc 关 0, 七 2z， 土 4zx… 时 才 有 意义 。 但 是 ,这 个 公式 一 旦 对 
in YY 作 下 诗 1 in | 7 工 cf 
sn a 建立 起 来 之 后 ,我 们 就 可 断言 ,表达 式 | sin ( 上 二) / 
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2sin | 对 一 切 « 都 是 «的 连续 函数 ,只 要 我 们 将 公式 在 例外 点 
的 值 定义 为 ocx(o) 在 这 些 点 的 值 , 即 定义 为 十 >， 就 可 以 了 . 
为 了 证 明 这 一 公式 ， 我 们 用 余弦 的 指数 表达 式 来 代 普 余弦 函 
数 [ 见 公式 (13a); 当 wm 一 1 b==0]: 、 
oa) 一 到 De 


右边 是 一 个 公 比 为 9g 二 ce” 一 cosa 十 isine 的 几何 级 数 ， 因 此 仪 
当 cosa 一 1，sinw 一 0 时 ,也 就 是 说 , 如 果 & 取 例 外 的 值 之 一 : 
0， 士 2 zx， 土 4x,'** 时, 9 才能 取 值 1!。 对 于 所 有 其 它 的 值 a, 由 
普通 求 和 公式 得 到 


1 | 
oa) -一 了 io ] 二 
加 ea _ ortDia 
2 ] 一 et 


用 。 “2 乘 分 子 和 分 母 , 我 们 得 到 上 述 的 公 邢 : 


7 十 ph 


za) 人 
2 sin -一 
2 
在 0 委 : 上 委 = 上 积分 oO， 我 们 得 到 一 个 有 用 结果 ， 它 不 
依赖 于 >: 


1、 
二 sin 十 本 ) x 1 7 : 1 
| : d= | (= + Dj cosvt di a (15) 
0 四 6 AN 之 vw 一 工 2 
< sin—1 


这 是 因为 级 数 的 每 一 项 的 积分 邦 为 零 的 缘故 . 
84 傅立叶 级 数 
a. 伴 立 叶 系数 
阶 数 为 2 的 三 角 多 项 式 


者 二 昌吉 
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1(x) = s,(%) 一 -一 4 


> 十 3 (aycosvyx + b,sinvr) (16) 
依赖 于 (2n + 1) 个 系数 4, 和 6， 值得 注意 的 是 ,这 些 “ 伟 立 叶 系 
数 能 够 通过 级 数 的 和 函数 f(x) 的 值 由 下 面 的 公式 简单 地 表示 出 
来 


4 = 


4 | {(%) cos wxradx, b, 一 4 | f(x) sin uxdx, (17) 
Tr 一 区 从 vx 


证 有 明 是 容易 的 ， 只 需 用 cos ur 或 sin ux 匡 (16) 而 后 积分 就 行 了 ， 
由 正 交 关系 ( 见 第 292 页 ) 可 直接 推出 这 些 表 达 式 ,因为 只 有 > 一 
的 项 才 不 为 零 


与 成 复数 形式 
1 (4) 一 s(x%) 一 >, We'™”*, (16a) 
ay 一 Co 十 C-v; 2， 一 区 oo 一 G-y)， 


对 于 复 的 傅立叶 系数 ， 正 如 在 第 612 页 上 根据 复 的 正 交 关系 (9) 
已 经 看 到 的 ,相应 的 表达 式 是 


一 元 | f(x)e dx. (17a) 
lx 7H 


附带 指出 ,在 (15) 式 的 常数 项 了 -ao 的 记 法 中 ,因子 二 只 是 


为 了 使 公式 (17) 在 b= 二 0 时 成 立 ， 

现在 我 们 引出 傅 立 时 级 数 的 主要 定理 ， 方 法 是 提出 这 样 一 个 
自然 的 问题 , 即 令 傅 立 叶 多 项 式 (16) 的 阶 数 = 趋 于 无 穷 时 , 它 是 否 
能 够 表示 上 昌 数 fx) ， 这 个 函数 除了 以 2 为 周期 而 外 本 质 上 是 任 
意 的 ， 

， 企 文 中 我 们 的 主要 绽 革 现 古 : 任意 的 一 人 


种 


和 


人 


f(x) 一 > 十 >》, (aycosyvx 十 b, sinvx) 
v =1 
来 表示 ,或 写成 复数 形式 
f(x) 一 : > Qe 


二 一 0 


其 中 系数 由 (17) 和 (17a) 给 出 


b. 基本 引 理 
我 们 首先 回 亿 在 一 个 区 向 内 逐 段 或 分 毁 连 续 的 国 数 是 这 样 定 


义 的 ， 就 是 一 个 函数 在 区 间 内 除去 有 限 多 个 跳跃 间断 点 外 是 连续 
的 . 

我 们 再 进一步 回忆 ,一 个 周期 函数 f(x) 在 间断 点 上 的 值 定义 
为 从 两 边 求 出 的 极限 值 的 平均 ， 如 同 早 已 约定 的 那样 [第 602 页 
等 式 (4)]. | 

如 果 我 们 能 把 整个 区 间 分 为 有 限 个 子 区 间 ， 使 得 f, ,7 在 
每 个 开 子 区 间 内 是 连续 的 并 在 端点 趋 于 确定 的 极限 ， 则 函数 1(*) 
是 分 段 连续 的 ,并 具有 分 段 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 . 

正明 二 要 定 于 的 关键 是 下 而 的 简 单 的 事实 。 


划 者 间 和 


RR 一 &(xY) sin 1xdx 


总 于 零 
和 证明， 我 们 用 分 部 积分 法 来 让 朋 这 个 引 理 ,假定 和 名 在 
6 和 xz< 委 2 上 是 连续 的 ;我 们 有 


k= | k(x) sin hxdx 
一 |kCa)eos ta — kh(L) eos | k(x) cos lzadz|: (18) 
当 14 增加 时 ,右边 显然 趋 于 零 。 如 果 k(x) 或 (x) 任 区 间 里 有 跳 
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/ 跃 间断 点 <, 那 末 我 们 就 用 这 些 点 皇 把 区 间 齐 分 成 部 分 区 间 ,把 我 
们 的 论证 应 用 到 这 些 部 分 区 间 上 ,然后 把 所 得 结果 加 起 来 ,仍然 得 
到 所 要 证 的 结果 . : 

我 们 指出 (省 略 证 明 ):; 无 需 任 何 有 关 导 数 《&(z*) 存在 性 的 假定 ， 而 只 责 


k 的 分 段 连续 人 性, 引 理事 实 上 仍 是 正确 的 .在 这 些微 弱 的 条 件 下 * 证 明 芭 依赖 


于 当 4 关 0 时 ,函数 sin hx 在 长 度 为 </4 的 相 邻 区 间 里 交替 地 为 正和 为 负 ， 
对 于 大 的 4 值 ,由 于 函数 《(x) 的 连续 性 ,使 得 相 邻 区 间 上 的 积分 值 , 几乎 令 
此 抵消 本 . 


c. | sinz dz 一 于 的 证 明 
0 了 2 


作为 引 理 的 一 个 应 用 ,我 们 来 求 积分 


1 -| 2 di (19) 
的 值 。 这 个 广义 积分 是 用 关系 式 


7 = lim 7 


一 


来 定义 的 , 式 中 

罗 Cd et 

广义 积分 了 的 收敛 性 ,也 就 是 当 M 一 co 时 ,1x 的 极 跟 的 存在 性 ， 
已 经 在 第 332 页 中 证 明 过 了 .收敛 性 的 证 明生 以 分 部 积分 为 根据 
的 ,这 里 可 以 重 述 一 下 。 和 譬如 说 , 设 0 二 M 二 NN， 我 们 有 


N  。 
-Mi 


名 
_. N N 
] COS 2 + | COSZ dz| 
| 名 M M ~ 
N 
< 二 二 十 I 十 | dz 一 二 (20) 
M N M M 


因为 当 M 和 NN 都 充分 大 时 , 7x 和 1w 的 差 任 意 小 ， 于 是 由 柯 西 的 
收敛 判 别 法 就 保证 了 一 lim Iw 的 存在 性 ,此 外 , 在 (207 中 仿 
N 趋向 无 穷 ， 我 们 就 找到 1 逼近 它 的 极限 了 的 速率 的 一 个 估计 
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1 — 1 <5. (20a) 


我 们 能 够 将 I 的 表达 式 用 男 一 种 方式 写成 为 一 个 固定 的 有 限 
区 | 间 上 的 积分 的 极限 。 令 ?是 一 个 任意 的 正 数 ; 对 于 M 一 122 代 
换 zz 一 1x，dz 一 dx 表明 


Ap pp 

Sin 2 Sin NX 

1 一 | -dz 一 | Sa 
JJ0 多 0 t 


由 于 对 圈定 的 正当 4 一 00 时 ，%p 习 9， 我 们 显然 有 


tp 
1 — jim | Sin hx 7, 


并 且 从 《20a) 更 明显 地 有 
| 一 | 外 sin AX Ax 1 dx| < 一 二 
/ 力 


因此 ,对 任何 正 的 p, 表达 式 
| sin Ax Ix 
当 和 14 一 00 时 台 近 同一 个 值 1; 此 外 ， 对 ”是 一 致 收敛 的 ， 只 要 我 
们 限制 请 的 值 大 于 某 一 个 固定 的 正 数 已 于 是 , 当 )>2/Pg 时 ， 
积分 和 极限 工 之 间 的 差 确 实 是 小 于 8 的 ， 
我 们 现在 运用 第 618 页 的 引 理 于 函数 
i 1 
(WO) Ty 
如 果 我 们 定义 KX0) 一 0， 函 数 k(x) 就 对 于 0 三 x 二 2x 是 连 
续 的 并 有 连续 的 一 阶 导 数 ( 见 第 490 页 )。 因此 , 我 们 的 引 理 说 明 
了 ,内 要 0 过 p< 2r， 当 4 一 CO 时 ， 


? 、 1 1 
| sin Ax (+ 一 了 DT CT ) dx 
就 趋向 零 ， 此 外 ,根据 (18), 对 于 0 三 p 二 x， 收 伍 是 一 致 的 , 因 


为 |Cx)|] 和 1%(《x)|] 在 区 间 0 委 x* 科 rr 上 是 有 界 的 ， 对 区 间 
0 二 pp 二 2x 上 的 任何 pg, 从 我 们 前 面 的 结果 得 到 
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dx 一 |， 


1 | sin Ax 
Me J0 2 sin(x/2) 


而且 对 于 Pp 竺 x 中 的 p, 收 敛 性 也 是 一 致 的 ,其 中 P 是 一 个 固 
定 的 正 数 . 


现在 对 p 一 x 和 1 一 ”十 六 《其 中 ”是 一 个 整数 ) 我 们 已 
经 计算 了 这 个 积分 的 值 [ 见 第 616 页 公式 (15)]， 并 求 得 了 它 有 同 
"无 关 的 值 x/2， 令 通过 形 如 1 一 ” 十 二 的 值 趋向 无 穷 ， 我 


们 就 求 得 工 的 值 三 : 


| - 开 = ie 一 二 (21) 
此 外 ,我 们 已 经 证 明了 
ct 四 
当 忆 委 时 收敛 是 一 致 的 ,这 里 已 是 一 个 固定 的 正 数 ,并 且 
lim ) 一 二， (21b) 


这 里 对 于 P 所 pp 委 收敛 是 一 致 的 . 


d. 函数 p(x) 一 x 的 傅立叶 有 展 式 
我 们 上 述 的 结果 直接 引出 两 个 相关 的 分 段 线性 周期 光 数 
p(x)，X(x) 的 傅 立 时 展 式 , 它 们 在 区 间 一 x 二 x 二 wx 上， 用 下 式 
来 定义 〈 见 图 8.7 和 8.8): 
yx) 一 x 
a 
x 一 区， 当 x > 0， 
X(x) 一 0 ， 当 一 0， (22 ) 
一 x 一 XxX， 当 x 二 0， 
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图 8.7 轩 数 p(x*) 


把 这 些 泥 数 周期 性 地 开拓 5 到 区 阅 一 x 三 x 二 zxz 之 外 ,第 一 个 
遇 数 由 在 疹 点 上 共有 跳跃 间 电 性 ,而 XGz 在 x 二 0 有 一 个 2 的 跳 
跃 . 显然 ,周期 性 地 开拓 出 来 的 这 两 个 函数 按照 
X(x) = phx — x) 


互相 关联 着 . 

对 于 1 一 2 十 去 和 p 一 *， 通 过 极限 过 程 x -> co， 从 第 
615 页 上 的 公式 (14) 和 第 621 页 上 的 公式 (21b》, 直接 得 到 XCx) 
在 0 二 x 二 x 上 的 传 立 叶 展 式 ， 于 是 我 们 求 出 侍 立 叶 级 数 


X(x) 一 2( siny 十 办 十 LS 十 ，… 小 (23a ) 


图 8.8 沼 数 x(x*) 


对 于 一 zx 委 yY<0 也 同样 适用 ,因为 两 边 同 是 * 的 盏 滔 数 、 对 于 
任意 小 的 正 数 s, 级 数 在 8 < jx| 委 x 上 是 一 致 收敛 的 . 在 x 二 0 
时 级 数 的 所 有 的 项 为 零 , 因此 总 和 也 为 堆 ,， 同 X(0) 的 定义 相符 . 
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因为 两 边 都 具有 周期 2x, 于 是 恒等式 (23a) 对 所 有 X 均 适 用 . 

至 于 展 式 的 系数 确 是 由 第 617 页 上 的 公式 (17) 所 定义 的 传 立 
叶 系 数 ,这 是 容易 验证 的 . 

现在 $Cx) 的 传 立 叶 展 式 就 直接 从 $(x) 一 X(x 一 *) 得 到 : 


4 一 六 (一 Dr 各 虹 
YY 之 荆 


1 


一 多 (sz 一 二 sz 十 二 sx 一 十 …). (23b) 


只 要 用 条 件 lx}j 二 x 一 8 把 点 * 与 间断 点 x 一 土 x 隔离 开 来 ， 
这 里 的 收敛 就 是 一 致 的 ， 
对 于 x 一 </ 2， 我 们 又 得 到 莱 布 尼 将 级 数 


三 一 2(1 一 二 十 去 一 + 小 
2 3 5 


应 当 提 到 的 是 ,x 各 这 两 个 级 数 并 不 绝对 收敛 ; 当 * 一 过 
时 ,绝对 值 确实 形成 发 散 级 数 


1 
“ 2 27 一 1 

作为 以 连续 函数 为 其 项 的 无 穷 级 数 的 一 个 例 , 公式 (23b) 是 
值得 注意 的 ,这 个 无 穷 级 数 对 所 有 的 x 收敛 ,但 是 以 一 个 非 连续 函 
数 作为 它 的 和 ， 即 以 分 段 线性 函数 %(*) 作为 它 的 和 ， 级 数 的 每 
一 个 部 分 和 是 连续 的 ， 因 为 任何 有 限 多 个 连续 函数 的 和 必然 还 是 
连续 的 。 由 于 连续 函数 的 一 致 收敛 的 无 穷 级 数 具 有 一 个 连续 和 ， 
所 以 传 立 叶 级 数 不 可 能 在 由 的 不 连续 点 x 的 一 个 邻 域内 一 致 收 
敛 , 这 种 点 是 * 一 土 r, 土 3x***。 第 608 页 的 图 8.4 用 图 说 明了 
逐次 的 部 分 和 (它们 是 三 角 多 项 式 并 且 是 连续 函数 ) 怎 样 在 一 个 连 


续 的 区 间 内 一 致 地 有 还 近 分 段 线性 函数 = p(x)， 但 是 越 靠 近 端 点 
时 ,这 些 函 数 变 化 越 快 ， 
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ee， 关于 傅立叶 展开 的 主要 定理 
传 立 叶 系 数 ， 有 了 上 述 的 准备 之 后 , 一 大 类 函数 的 可 展 性 是 


容 多 确定 的 ， 对 于 以 2z 为 周期 的 水 数 入 x) 这 样 的 展 式 的 形式 是 
/1(x) = 到 ao 十 > (a,cos vx + b, sin px), (244) 

或 志 成 复 的 形式 
fx ) = ba Oe, (24b) 


我 们 先 假定 对 于 遂 数 Kx) 有 一 致 收敛 的 展 式 (24a) 或 (24b)。 于 
是 我 们 能 够 在 这 两 个 展 式 中 分 别 瑚 定 系 数 a,, 5, 和 c， 员 要 在 这 
两 个 展 式 中 分 别 乘 以 coskx 。， sin wux 和 ez， 并 且 利 用 正 交 关系 
( 见 第 292 页 和 第 612 页 ) 


玩 
| Sinvx sin uxdx 一 | COSDX COS Uxdx 


f 如 这 5 关 2， 
x，。 如 果 w 一 Jy 关 0， 


| sin DX cos wrdr = 0,， (25) 


| oir oikt jr | 0 ， 如 琳 A 六 p， 

“有 Lx, 如 怀 色 一 »， 

从 一 x 到 z 积分 就 可 以 了 .把 积分 变量 瑟 成 1, 我 们 这 即 得 到 公民 
] 


dd, = 一 | 7 cos Ltdzt， 2 一 一 | fC) sin war:, 《263 ) 


这 里 w= 0， 1， s,s*+*} 向 


| 1" , 
一 二 | fg (26b) 


这 里 4 一 0， 土 了 上 土 <，"…。 
于 是 ,如 果 Hzx) 能 够 真 的 展开 成 为 -一 个 一 致 收敛 的 级 数 (24a ) 
或 (24p)， 则 系数 只 能 取 由 公式 《26a) 和 (26b) 所 确定 的 值 ， 但 


。 024， 


是 ,即使 这 个 颇 含 尝试 性 的 步骤 没有 验证 为 合理 , 这 些 公式 (26a) 
或 (26b) 对 在 区 间 一 = 过 * 去 x 上 连续 或 分 自 连 续 的 每 一 个 函数 
f(x) 仍然 能 确定 出 数列 4,，5, 和 来 ,它们 称 为 傅立叶 系数 ， 


对 于 一 个 给 定 的 图 数 f(x), 我 们 用 (26a,b) 这 样 定义 的 系数 
来 形成 售 立 中部 分 和 


| 


ss,(X) 一 了 20 十 > (zcos2y 十 b, sinyvx) 
业主 


这 共 


Sn (x) 一 >, We', 


二 一 各 


我 们 的 任务 是 要 证 明 , 当 ”一 co 时 这 些 侍 立 叶 和 确实 是 收 化 的 ， 


并 且 极 限 避 是 函数 f(x). 
现在 我 们 叙述 
主要 定理 ”用 传 立时 系数 (26a) 或 (26b) 形成 的 伟 立 叶 级 数 
pe 十 S (a,cosvx 十 b, sinvx) (27a) 
或 
5 se” (27b) 


和 一 一 避 


光一 一 用 期 为 2x 的 分 孤 湛 续 的 有 分 了 $ 续 的 一 阶 和 二 阶 导 


独 
惠 间 


(x) 一 i [fx + 0) + fx — 0)]. (27c) 
证 明 ? 为 了 证 明 ， 我 们 把 系数 的 积分 表达 式 (26a) 代入 ” 阶 


1) 我 们 再 次 指出 ， 这 个 定理 能 够 对 广泛 得 多 的 送 数 类 〈 见 第 8.6 节 中 的 例 ) 来 证 
. 明 . 然而 ,这 里 所 叙述 的 结果 对 大 部 分 的 应 用 是 足够 的 ， 
2) 这 里 我 们 只 给 出 对 于 的 表达 式 在 级 数 (27a7 的 形式 下 的 证 明 . 级 数 (27b) 只 
舌根 据 第 615 页 里 的 方程 (13b) 所 给 出 的 代 换 就 得 到 了 ， 
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“傅立叶 多 项 式 “ 
fyY) = 2 20 十 人 >， (zcosDx + 0, sin yx ), 
而 后 交换 积分 与 求 和 的 须 厅 ,得 到 


fr (+) 一 1 | f(z) | -十 St cOs v1 COsVX 十 sin vt sin sx)| dt, 
jr 


v 二 1 


或 者 利用 余 挝 的 加 读 定 理 , 与 成 
sx) 一 二 | f(z2) 二 十 > cos -一 =) | 2 
因此 根据 第 615 页 的 求 和 公式 (14) 就 有 


sn(%) -二 | fC2) " ilk (+ 2), (28) 


sin -二 1 -一 x ) 
> ( 


最 后 , 令 一 1 一 x， 并 回忆 起 周期 性 容许 我 们 把 积分 区 间 移 动 一 
个 量 x( 见 第 602 页 ), 我 们 就 得 到 


1 
sn(%) 一 六 | Kx 十 工 ) "+ dT, (28a) 


Sin -一 T 


这 里 x 当然 是 园 定 的 . 
现在 我 们 证 明 当 ”一 co 时 s(x) 趋 于 1(x); 或 者 说 


1 
sin (7 十 - ) 1 


Sn 
一 f(x). 《29 
由 于 对 所 有 的 x，f(x) 一 = [Kx 十 0) 十 Kx 一 0)], 我 们 有 
[ 见 第 616 页 公式 (15)] 
9 620 « 


lim (xy = lim | f(x+1) at 
0 的 TT -XT 


$s.(%) — 1(%) 一 工 | [ 帮 * 士 切 一 大 :十 0] 。: na 人 十 二 jl 


2 sn 工 ， 
2 


+ 工 { [f(x + 71)— fr — 0)] sn 人 + 二 jzan 


x 


2 sin 工 ， 
2 


如 果 我 们 现在 能 够 证 明 , 变 量 上 的 国 数 [人 x 十 2) 一 人 x 十 0)]/ 
. 1 _ :4 _. 

(2 sn 二 和 [fx + 2)— fx 0)1/ (2 sin >) 及 其 一 阶 导 

数 分 别 在 区 | 间 0 委 : 上 委 r 和 一 xz 委 ! 委 0 上 是 分 段 连 续 的 , 则 

根据 我 们 的 基本 引 理 (第 618 页 ) , 当 ” 一 co 时 ,右边 的 两 个 积分 

同时 趋 于 0, 从 而 立即 得 到 公式 (29). 


这 样 ,如 果 我 们 能 说 明 , 在 f, f ,ff 是 分 段 连续 的 条 件 下 , 对 


plz) 一 帮 x 十 共 一 大 xz 十 0) 0 一 上/ 一， 


2 sin 工 ; 
2 


(站 一 Hx+tz 1 一 帮 z 一 0) 一 < < 一 0 


2 sn 上， 
2 


定义 的 * 的 函数 是 分 段 连 续 的 并 有 分 段 连续 的 一 阶 导数 ， 则 主要 
定理 威 证 明了 . 

要 证 实 对 于 商 $Q) 这 些 条 件 是 满足 的 ,首先 我 们 注意 到 仪 在 
1 二 0 时 分 母 为 0, 因此 ,除去 可 能 靠近 :一 0 外 ,中 及 其 一 阶 导 
数 是 分 段 连续 的 。 只 是 在 奇 点 : 一 0 有 可 能 下 失 可 微 性 。 因此 ， 
我 们 必须 做 的 全 部 工作 就 是 证 明 ， 如 果 : 分 别 从 正 的 或 负 的 值 趋 
于 0 了 时, $C(z) 及 其 导数 Co 有 极限 ,我们 将 证 明 ,这 些 极限 确实 
是 存在 的 ,并 且 它 们 分 别 具 有 值 

$+0)=f(xr+0), 咏 一 9) 一 太 xz 一 0) 

和 和 


e 627。 


$C + 0) = f(x +0)， (0)= EAC 一 0) 


为 征明 起 见 , 我 们 由 wo 一 8gCDAG 而 引信 对 数 gQ), 这 里 
因子 &(#) 用 下 去 定义 
N= _ 
hp(z) 2 sn (71 2) 3 1 天 0 ， A( 0) 1 
对 Az) 来 说 ， 由 于 (0) 二 1， 各 (0) 王 0， 因而 在 整个 区 间 
一 天 委 ! 委 xz 内 ,我们 有 ( 克 第 五 章 第 490 页 ) 一 个 连续 且 连 续 可 
微 的 函数 AD; 因此 , 当 1 一 0 时 ，g(D 和 ep(D 的 极限 值 以 及 
g (2) 和 gp (7) 一 gh 十 gh 的 极限 值 相 辣 . 
现在 在 区 间 0 二 :< 二 x 里 ( 见 第 五 章 第 488 页 关于 不 定 表达 
式 的 一 般 评述 )， 根据 微分 学 的 中 值 定理 有 
Nxt frt0) pc 十 去， 


f 


g(t) 一 


中 人 皇位 于 0 和 上 之 间 ; 因 此 当 上 趋 于 0, 因而 也 趋 于 0 时 
g++0)= f(x+ 0). 
对 于 导数 我 们 又 得 到 表达 式 
gf) = tf (x++i)+ fxr+0)— jx 十 1) 
f° z 
其 中 分 子 和 分 母 当 10 时 都 趋 于 0, 并 且 分 别 具 有 导数 zf '(x 二 1) 
和 2:， 要 确定 当 上 -> 0 时 的 极限 ,我 们 用 广义 的 中 值 定 理 ( 参 看 第 
236 页 ) 求 得 
g(t) 一 于 《十 也) 二 .f(x 十 了 )， 
2 2 
7 外 于 0 和 = 之 间 . 当 半 *0 时 ,我 们 有 ?>0, 因 此 ,如 前 面 说 过 的 ， 
g(+0) = 8 (+0)= ~f 《x + 0). 
同样 的 推理 适用 于 上 的 负 值 . 于 是 我 们 对 引 理 的 应 用 是 合理 
的 ,因而 建 这 了 主要 定理 ， 
可 以 再 次 指出 ， 我 们 所 获得 的 结 $ 果 对 微 积分 学 及 其 应 应 用 中 出 
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现 的 一 切 乔 要 是 足够 了 。 可 是 从 狄 里 克 莱 的 最 初 的 工作 出 发 的 数 
学 家 们 的 理论 上 的 兴趣 ,常常 以 更 大 的 普遍 性 为 目标 , 即 企图 去 展 
开 更 广泛 的 一 类 六 数 ?。 这 些 努 力 已 经 刺激 了 对 函数 和 积分 概念 
的 更 加 精密 的 分 析 ， 并 导致 作为 一 个 有 吸引 力 的 专门 领域 的 高 等 
侍 立 时分 析 的 发 展 ,不 过 ,这 已 超出 本 书 的 范围 ， 


8.5 傅立叶 级 数 的 例 
a. 预先 说 明 


我 们 始终 假定 函数 f(x) 的 周期 是 2x. : 
如 采 f(x) 是 一 个 偶 函 数 (参看 第 30 页 ), 则 显然 f(x) sin px 
是 否 函 数 而 f(x) cosvx 是 偶 国 数 , 所 以 


5, 一 | {1(x) sinvrdxr 一 0， 
Tn x 


因而 我 们 得 到 一 个 “余弦 级 数 ”"， 男 一 方面 ,如 果子 数 f(x) 是 奇 函 
数 , 则 


dy = 二 | 1(xz) cosvrdx 一 0， 
因而 我 们 得 到 一 个 “正弦 级 数 ” .2 


b. 函数 p(x) 二 x 的 展开 式 
对 于 伪 纳 数 #2?， 用 两 次 分 部 积分 ,我们 有 


i 


1) 可 注意 的 是 ,存在 连续 项 数 不 能 展 成 传 立 叶 级 数 的 例子 。 此 外 ， 还 存在 这 样 的 
例 于 , 澳 数 信 x) 由 一 个 收 和 分 的 三 角 级 数 来 表示 ,但 这 三 角 级 数 却 不 是 以 式 (26) 
为 系数 的 传 立 叶 级 数 ， 这 些 例子 表明 ,对 于 精密 的 研究 而 言 ， 在 一 般 的 三 角 级 
数 与 特殊 的 传 立 叶 级 数 之 问 作 出 区 分 是 必要 的 。 比 连 续 人 性 还 要 更 严 的 限制 条 
件 确实 古 合 宜 的 ,而 且 对 于 我 们 ,它们 还 说 明了 这 样 一 个 事实 , 即使 是 在 我 们 的 
主 实 定 理 里 所 假定 的 限制 和 在 第 8.6 节 中 所 给 的 推广 中 ， 比 真正 需要 的 要 严格 
得 多 ( 见 A. Zygmund 的 «Trigonometrical Series» 的 一 般 理论 ，1952 年 
Chelsea 出 版 公司 )， 

2) 因而 ,如 果 函 数 fCx) 最 初 只 是 在 区 问 0 < x < x 上 给 定 的 ， 则 我 们 能 够 把 它 
或 省 作为 一 个 麻 淫 数 或 者 作为 一 个 偶 函 数 开拓 到 区 间 -xz<xz<0 上 ， 从 而 
鸡 于 较 小 的 区 间 0 < x < x 得 到 的 不 是 正弦 级 数 就 是 余弦 级 数 ， 
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a, 一 二 | rcosyxdx 一 (一 1) 二 (» > 0)， 
x J0 2 


2zr 
C0 一 3 》 
因而 我 们 得 到 展开 式 
2? 一 Ea 4{_ ox COsZx 十 Cos3x _ 十 。. ) (30) 
3 1? 72 32 


逐 项 微分 这 个 级 数 并 除 以 2， 我 们 就 在 形式 上 回 到 了 第 623 页 上 
的 级 数 (23b), 这 个 级 数 先 前 曾 对 $(x) 一 * 得 到 过 ， 


c， XCoOs X 的 展开 式 
( 见 图 8.9) 对 于 这 个 奇 函 数 , 我 们 有 


2 |”™ 。 
0 一 0， pb, = | ycosxsin2DX3x， 
x J0 


图 8.9 


利用 公式 
| Xsin Kxdxr 一 (—1)+! (wz 一 1， 2 …)， 
0 
我 们 求 得 
b, 一 2 | XCOSX sin vradx 
x J0 


”030。 


上 | sin (也 十 ] )x 十 sin(v -一 1 )x Jadx 
TT /0 


2 
= 1) (17) (y = 2,3,.°°), 


1 
px 一 一 pp 
因此 ,我 们 得 到 级 数 
ccosz 一 一 本 sinz 十 2 了 2 sin vx, (31) 
v=2 YY 一 


加 上 党 623 页 上 对 g(x) 二 x 找到 的 级 数 (23b), 就 得 到 


xC1 十 cosx) 一 之 sinx + 2( sin 2x sin 3x 
2 1] .2.3 2 .3 .4 


+ 一 + (31a) 


若 将 在 区 间 一 < 二 x 二 x 内 等 于 xcosx 的 函数 周期 地 开拓 到 这 
个 区 间 之 外 ， 则 会 出 现 间 断 点 (参看 图 8.7)， 这 与 在 8.4d 节 中 里 
已 芳 虑 过 的 函数 yz(x) 所 展示 的 情况 一 样 。 画 一 方面 ， 将 函数 
x(1 十 cosx) 周期 性 地 开拓 后 ， 所 得 范 数 在 区 间 的 端点 上 保持 连 
续 , 而 且 它 风 导 数 也 保持 连续 ,因为 间断 性 由 因 了 于 1 十 cosx 消除 
本 ,1 十 cos* 随同 其 导数 在 端 态 上 部 为 地。 这 就 说 明了 级 数 (31) 


对 所 有 的 * 一 致 收敛 ,而 从 这 级 数 同 常数 项 级 数 证 ++ 方 + 高二 
作 比 较 来 看 则 是 明显 的 ， 


d. 函数 所 x) 一 |x| 


对 于 这 个 偶 函 数 5, 一 0， 并且 a, 一 二 | xcosvxdx; 用 分 部 
积分 ,我 们 容易 得 到 


“1 . 
YCOSDIdT = — XY sin YX 
0 yy 


元 1 死 
~ sin Va dx 
0 VY J0 


+ 031， 


0， 如 果 ， 是 偶数 且 关 0， 
一 三 ， 如果» 是 奇数 


因而 ， 
Ed 一 cosr + + + …). (32) 
令 x 一 0， 我们 得 到 值得 注意 的 公式 
工 一 1 十 十 十 二 十 …， (32a) 


e， 一 个 分 段 常数 函数 
由 下 列 等 式 定义 的 函数 
一 1， 当 一 z<x<0， 
-er 0， 当 x 二 0， 
: 十 ]。 当 0< 二 rx 二， 
如 同 在 第 32 页 的 图 1.22 上 指出 的 ， 它 是 奇 函 数 ， 因此 a, = 0， 
并 且 
0， 如 果 z? 是 偶数 ， 


21™. 
b, = 二 | sin vxrdx 一 如 果 » 是 否 数 ， 
所 以 这 个 函数 的 传 立 叶 级 数 是 


图 8.10 
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I(x) = 4 Sr | sn3x 十. 小 (33) 
x 、 1 3 


特别 地 , 当 + 一 地 就 再 次 得 到 莱 布 尼 兹 级 数 . 


对 在 (32) 中 给 出 的 jzj ， 用 逐 项 微分 能 够 形式 地 导出 级 数 
(33). 


f。 前 数 |sin x | 


偶 函 数 f(x) 一 | sinx| 能 够 展 成 余弦 级 数 , 其 系数 a, 由 下 列 
计算 给 出 ， 


1 ” ， 
了 TtG 一 | sinxcosvrdx 
0 


= 7 | sin (2 十 1 )x 一 sin (7 一 1 )x Jdx : 


0， 如 果 ? 是 奇数 ， 


”和 -二 一 ， 如 果 ，” 是 个 数 。 


于 是 我 们 用 27 代 换 >， 得 到 


4 COS 了 区 (34) 


| sinx| 一 全- 一 
x x sy 4 从 -一 ] 


Y， cos px 的 展开 式 ， 余 切 分 解 为 部 分 分 式 ， 正 改 的 无 穷 乘 积 


陋 数 f(r) 一 cospx 《一 x 二 x 之 x) 是 个 图 数 , 这 里 到 不 是 
一 个 整数 ;因此 0 一 10， 而 


1 | 
一 :MG = | cosnuxrcosvrdr 
7 0 
1 !™ / 
一 二 | [cos(& 十 Dr 十 cos(p 一 2 站)xz]dx 
0 


| sn (pt pv)x 上 sin (pe 
2 K+» Ky 


* 033. 


一 sin Lx, 
u 
于 是 我 们 有 
SET x ”1 COSX COS ZX , . 
Cor tt 
6 5 


(35) 

这 个 从 区 间 一 < 二 zx 二 x 周期 性 地 开拓 而 成 的 以 2z 为 周期 的 限 

数 , 在 端点 x 二 土 x 保持 连续 ， 令 x+ 一 x， 用 sin ux 除 等 式 的 两 
边关 将 上 写成 +, 我们 得 到 等 式 

cot zx -入 (+ 一 到 十 五 二 十 …) (36) 


x 


这 就 是 余 切 化 为 部 分 分 式 的 分 解 式 (类似 于 第 三 章 第 305 页 讨论 
的 有 理 国 数 的 有 限 部 分 分 式 的 分 解 式 ), 它 是 数学 分 析 的 一 个 很 重 
名 有 的 公 恒 

我 们 将 上 面 的 级 数 瑟 成 如 下 形式 ， 


COt xx -一 1 3 2 | 1 十 十 ， |. 


a i ] -一 和 2 ~ 一 x 


如 果 x 属于 区 阅 0 委 x* 委 94 生 1， 则 右边 第 ” 项 的 绝对 人 小 于 

2/ [下 一 一 9 中。 因此， 级 数 在 这 个 区 间 内 一 致 收敛 且 能 逐 项 积 
分 网 边 弱 以 于 并 且 积 分 ,在 左边 我 们 得 到 

于 | (ea ZX 一 +) dil 一 log Sinar lim log -9 za 

9 zi HX a>0 xa 


= jog .. 
nA 


在 右边 得 到 
log\ll x 1 1 .| Sl 1 < ); 
Og i 十 og( 7 十 2 全 Og 2 Ne 
于 是 


A 
S11 TAX 。 ~、\ x 
log = linm log\1C— 一 
EX a 忆 二 1 


=2 log lim lI (1 一 万 ). 
如 果 我 们 从 对 数 浮 数 化 到 指数 函数 , 那 未 我 们 有 
sin xx 一 zzll 一 扎 ) (1 一 与 】 一 去 )… (36a ) 
这 样 我 们 就 得 到 了 关于 正弦 的 无 穷 乘积 的 著名 的 表达 式 ”， 
在 这 个 结果 中 , 令 * 一 二 ， 我 们 就 得 到 瓦 里 斯 乘积 


2y 2y 2 2 4 4 


和 


2 ji 2 一 1 2»y+1 1 3 3 5 
这 个 公式 在 前 面 第 299 页 上 已 经 推导 过 . 


一 一 XH 一 


h. 进一步 的 例 

很 据 类 似 于 前 面 的 简短 的 计算 ， 我 们 得 到 展开 式 的 进一步 的 
例 . 

按 等 式 f(x) 一 sin pr 《一 x 二 x 一 x) 定义 的 图 数 人 xz) 能 
展开 为 级 数 


sin Kr 一 一 


十 
wl 要 一 2 3 


x 


ap 人 sinx 2sin2r ，3sin3z + 


(37) 
令 x 一 二 x 并 且 使 用 关系 式 sin jn 一 2 sin prcos pr 就 得 


到 余 割 的 分 解 式 , 即 得 到 函数 1 1 cosT- pn 化 为 部 分 分 式 的 分 解 
式 ; 这 个 展 式 是 


1》 这 个 公式 特别 有 趣 , 因 为 它 直 接 显 示 出 在 点 x 一 0,， 土 1, 土 2,… 了 数 Sn Ax 
为 零 . 在 这 点 上 它 相 应 于 当知 道 多 项 式 的 和 雪 点 时 该 多 项 去 的 因 式 分 解 . 
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xsecnrt—= 工 一 4 (—1)"(2y —1) 


COS xr+ jl 4 -一 (22 一 17 
这 里 我 们 已 经 将 一 改写 成 了 x 
类 似 于 (35) 和 (37), 双 曲 函数 cosh ux 和 sinh px (一 x 一 
x 二 x) 的 级 数 是 


2 


cosh px 一 < sinh px ( 1 _ cosx | _C0s 2x 
™ 2 Wt + 
COS 3x 二 )， 
“二 3° 
sinh px 一 — sinh px ( 2 2 SIn ZX 
x wl 2 十 22 
3 sin 3x 
3 ) 


8.6 ”收敛 性 的 进一步 讨论 
RQ. 结果 


对 傅立叶 系数 a,, 5, 的 更 细致 的 研究 容易 引出 第 625 页 8.4e 
节 的 主要 定理 的 下 列 推论 . 

(a) 对 于 所 有 的 周期 函数 在 较 弱 的 条 件 下 , 即 只 是 f(x) 和 它 
的 一 阶 导数 f(x) 是 分 段 连续 的 , 或 者 如 我 们 所 说 ,函数 是 分 段 光 
滑 的 , 则 第 625 页 上 的 傅立叶 级 数 (27a) 收敛 到 f(x). 

”(b) 如 果 分 段 光 滑 的 周期 函数 f(x) 是 连续 的 , 则 收敛 是 绝对 
和 一 致 的 . 

(c) 如 果 分 段 光滑 的 函数 f(x) 容许 有 跳跃 间断 点 , 则 在 不 包 
含 间 断 点 的 每 一 个 闭 区 间 上 ,收敛 是 一 致 的 . 

(b) 的 证 明 依赖 于 一 个 简单 的 贝 塞 耳 不 等 式 , 而 (a) 和 (c) 的 
证 明 将 用 到 第 621 页 8.4 4 节 的 结果 ， 


b. 贝 塞 耳 不 等 式 
这 个 不 等 式 给 出 任何 分 段 连 续 而 不 必 可 向 的 冰 数 的 傅立叶 系 
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数 的 措 限 : 


二 如 十 (十 下) 过 Mi (38) 
4 一 上 


这 里 ,上 界 M? 一 十 |” f(x)dx 是 由 函数 人 x) 确定 的 一 个 数 , 它 


既 不 依赖 于 个 别 的 传 立时 系数 a,, 5,， 也 不 依赖 于 数 x。 对 于 复 
的 传 立 叶 系数 w [ 见 第 615 页 (13a)]， 贝 塞 耳 (Bassel》 不 等 式 可 
立刻 写成 下 述 形式 : 


> |a,l? < < -| fx}dr = 二 AM“ (38a) 
这 一 不 等 式 是 下 述 显 然 事实 的 直接 推论 : 
1 | f(x) 一 py 20 一 > (a,cosyvx 十 by sin vx ) | dx 之 0. 


了 


在 积分 号 下 将 平方 展开 ,并 注意 到 第 624 页 的 正 交 关系 (25) 以 及 
第 617 页 上 傅立叶 系数 的 定义 (17), 逐 项 积分 ,我 们 立刻 得 到 上 述 
形 如 《38) 的 贝 塞 耳 不 等 式 . | 

由 于 贝 塞 耳 不 等 式 的 左边 随 着 = 而 单调 上 升 , 而 上 界 M:? 是 于 
定 的 ,所 以 我 们 能 令 zn 一 co 通过 取 极 限 推出 不 等 式 


2 5 | 一 六 要 十 Sa +h)<M? (39) 
y 一 一 四 一 1 


是 成 立 的 ， 对 于 分 段 连续 的 函数 人 x) 的 傅立叶 系数 ,甚至 当 了 不 
能 用 级 数 《27a) 或 (27b) 表示 时 ,这 个 不 等 式 (39) 仍 适 用 . 

附带 指出 ,我 们 将 在 8.7d 布 中 说 明 , 如 果 用 等 号 代替 不 等 号 ， 
则 贝 塞 耳 不 等 式 (39) 仍然 是 成 立 的 ， 


*e. 推论 (a),《b) 和 (ec) 的 证 明 


假定 1(x*) 本 身 是 连续 的 ,我 们 把 由 塞 耳 不 等 式 应 用 到 它 的 分 
段 连 续 的 导数 g(x) 一 请 rz) 上 ， 该 导数 有 傅立叶 系数 c, = 十 26，,， 
dv 一 一 va， 因为 我 们 可 用 分 部 积分 也 即 求 得 这 个 结 条 《因为 积 
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出 的 项 消去 了 ) 


Cy 一 二 | f(x)cosvrdr 
并 x 


= 十 二 | vf(x) sinvxdr 一 十 vb,, 
同 理 可 求 得 4,。[【 这 里 我 们 利用 了 扩 x) 的 连续 性 和 周期 性 .] 于 是 
我 们 有 : 
之 ， ya 二) 一 > (c+ ada) 
< 一 1 gCx)dx 


一 | - f (x) dr 一 ML 

这 个 结 条 使 我 们 能 对 人 x》 的 传 立 时 级 数 建 立 起 具有 正常 数 项 的 
控制 级 数 ， 该 级 数 依照 第 562 页 所 述 保证 了 by) 中 所 述 的 绝对 和 
一 至 的 收敛 性 ， 确 实 , 根据 榈 西 - 施 瓦 效 不 等 式 , 对 > 阶 调 和 振动 
(参看 第 16 页 ) 我 们 首先 有 


lavcosvx + bysinvr|? < (a + b2 cos vx + sim? vx) 
一 4 十 总; 
然后 对 p 一 1/v，g 一 >V 时 十 名 ， 利 用 不 等 式 
pg < (p+ 9), 
则 对 所 有 的 > 我 们 有 


la,cosvr 十 b, sin vx | iyvVa 十 bb? 
17 


生 革 | 去 + 十 如) 
2 2 


由 于 最 后 的 表达 式 关于 » 的 和 是 收敛 的 ， 所 以 我 们 已 经 构成 了 一 
个 控制 级 数 。 因 此 ,傅立叶 级 数 
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六 do 十 >, (a,cosvxr 十 b,sin vx ) 

一 致 收敛 ， 于 是 它 有 一 个 和 数 x)、s(x) 是 zx 的 一 个 连续 也 数 ， 
六 了 证 明确 实 有 :x) = 信 x), 我 们 采用 一 个 技巧 ,考虑 积分 出 来 
的 刺 数 


PC 一 | (Ko — Fa)a 
显然 ，F(z) 在 一 =<x 之 x 上 是 连续 的 ;而 且 ,在 * 一 一 和 
光一 和 F 有 相同 的 值 ,因为 


F(x) = |- fl di — xa0 二 0 二 F(— x ). 


从 而 F 的 周期 开拓 是 连续 的 ， 又 由 于 F 的 一 阶 和 二 阶 导 数 都 是 分 
段 连 续 的 , 所 以 函数 FF 就 表 成 了 它 的 传 立 时 级 数 。 根据 同样 的 推 
理 ( 和 前 面 一 样 以 分 部 积分 为 基础 ), 当 > 去 0 时 ,FF 的 传 立 叶 系 数 
是 一 (1/v)6。 和 《1/v)a,、 所 以 


F(x) = ot >， 一 (一 b,cosvx 十 ay sin vx )， 
也 一 二 


式 中 含有 某 个 常 系数 4o。 现在 按 形式 逐 项 微分 而 得 到 的 级 数 已 
经 知道 是 一 致 收敛 的 . 于 是 按 形式 逐 项 微分 是 合法 的 〈 见 第 566 
页 ), 并 且 我 们 得 到 所 和 希望 的 关系 式 


Fr) 一 jzr) 一 四 20 一 人 >》 ， (a,cospvx 十 5 sinvr ), 
vy 二 1 


实证 明镜 下 的 论述 对 于 分 段 连 续 的 并 具有 分 段 连 续 的 导数 了 
的 周期 函数 f 成 立 ， 根 据 前 面 的 结果 ， 我 们 回忆 起 这 些 论述 对 于 
8.4d 放 的 周期 函数 X(x) 是 正确 的 ,从 而 对 函数 X(x 一 5) 也 是 正 
确 的 ,这 个 阴 数 在 点 三 有 一 个 跳跃 2r， 现 在 , 如 果 函 数 fx) 在 点 
51 $2，*"*， $m 上 分 别 有 了 跳跃 Bp, B81, ,Bm， 则 


广 (xz ) f(x) 一 六 之， BX(x 一 5 ) 


满足 (b) 的 条 件 , 因此 具有 一 致 收敛 的 傅立叶 级 数 ， 于 是 对 f(x) 
证 明了 推论 (a) 和 (ec). 


d. 傅立叶 系数 的 量 阶 ， 傅 立 吐 级 数 的 微分 法 

前 面 收敛 峙 的 讨论 说 明了 一 个 普遍 事实 :jz) 越 光滑 ,也 就 是 ， 
周期 水 数 fx) 越 多 的 高 阶 的 导数 连续 的 时 候 , 当 ”一 % 时 , 传 并 
叶 系 数 a,, 5, 就 越 快 地 收敛 到 堆 ， 相应 地 ,如 果 函 数 越 光 寞 ，, 傅 也 
叶 级 数 就 收敛 得 越 好 ， 我 们 确切 地 叙述 如 下 :; 如 果 周 期 国 数 Kx) 
具有 直到 《 阶 的 连续 的 导数 ,并 具有 十 1 阶 分 段 连 续 的 导数 , 那 
末 就 存在 一 个 只 依赖 于 大 x) 和 驴 的 上 界 B，, 使 得 


a 15) <2, (40) 


2 大 十 1 


如 果 我 们 利用 分 部 积分 法 ,证明 几 乎 又 是 直接 的 《 见 上 面 )。 为 向 
表 起 见 , 我 们 与 成 复数 形式 

4, — 1b, = 20,, 
然后 不 断 用 分 部 积分 法 积分 ,直到 在 被 积 函 数 中 出 现 因子 1**Xx) 
为 止 ， 由 于 Ax), f (x), 等 等 的 周期 性 和 连续 性 ,所 以 边界 项 彼 
此 抵消 了 ,因而 


2xe, 一 一 | f(x )e 一 ix dx 一 一 了 | 六 (xz Je 一 PPxdx 
”天 YD jx 


一 … 一 (一 
Ld 


因此 ,如 果 二 B 是 |f**0(x)| 的 一 个 上 界 , 则 |es| 生 二 Bt， 


由 此 就 可 推出 不 等 式 (40). 

更 进一步 值得 注意 的 结果 是 , 当 《 盖 2 时 , 伟 立 叶 级 数 可 未 
项 微分 《一 1 次 ,从 而 得 到 微分 过 的 函数 的 傅立叶 级 数 . 为 了 下 
明 这 一 事实 ,我 们 注意 到 所 有 这 些微 分 过 和 的 级 数 孝 以 8 > 二 为 


收 伍 的 控制 级 数 ,从 而 它们 本 身 是 绝对 且 一 到 收敛 的 (参看 第 七 章 
第 562 页 上 的 准则 )， 
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f 天 十 1 [x . 
) | ft x )e 一 xdx， 


*8.7 三 角 多 项 式 和 有 理 多 项 式 的 近似 法 
a&. 关于 函数 表示 法 的 一 般 说 明 


要 使 这 种 "明显 的 表达 式 ” 表 示 函 数 成 为 可 能 需要 对 遂 数 字 翁 
作 什么 样 的 限制 ， 自 从 微 积 分 早期 以 来 就 是 一 个 挑 成 性 的 问题 . 
函数 常常 不 是 从 分 析 上 给 出 的 ,而 是 从 几何 上 或 机 械 作 图 上 ,或 由 
它们 图 形 的 几何 描述 给 出 的 ， 这 就 可 能 在 不 同 的 区 间 岂 有 不 同 的 
炸 性 ， 

在 十 九 世 纪 初 期 ， 传 立 叶 级 数 的 发 现 是 回答 这 个 古老 的 回 题 
的 最 光辉 的 一 步 ; 它 揭 示 了 “任意 "函数 确实 能 够 用 收敛 的 傅立叶 
级 数 来 表示 , 而 的 确 不 必 限 于 “解析 阴 数 ， 而 且 ,甚至 傅立叶 级 数 
也 并 不 包括 全 部 连续 活 数 ， 正如 我 们 只 提 过 一 下 而 未 加 证 明 的 那 
样 ， 人 们 能 够 定义 一 些 连 续 函 数 ， 其 傅立叶 级 数 由 傅立叶 系数 形 
成 ,但 并 不 收敛 . 

尤其 值得 注意 的 是 ， 放 弃 在 无 穷 级 数 中 只 是 用 增加 高 阶 项 的 
办 法 来 达到 其 近似 的 原则 ,我 们 就 可 以 对 任何 连续 函数 和 +) 构造 
2? 阶 近 似 的 三 角 多 项 式 或 有 理 多 项 式 P(x), 使 其 当 2 一 oo 时 
在 一 闭 区 间 上 一 致 收敛 到 给 定 的 函数 岂 z)。 


b. 外 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 


我 们 来 证 明 下 列 是 诺 密切 相关 定理 ， 

(a) 如 果 从 x) 是 闭 区 间 工 上 的 连续 国 数 ，7 包含 在 较 大 的 区 
站 一 x 二 x 二 zx 里面; 则 在 1 上 能 用 一 个 周期 为 2x 且 阶 +» 足 够 高 
的 三 角 多 项 式 来 一 臻 台 近 . 

(b) 在 团 区 间 了 工 上 的 任何 连续 国 数 作 x) 能 够 用 工 上 的 * 的 
多 项 式 P(x) 来 一 致 地 逼近 ， 这 一 陈述 是 属于 外 尔 斯 特 拉 斯 的 ， 
可 用 下 面 的 推论 来 补充 ( 见 第 566 页 ): 

*(c) 如 果 作 x) 在 了 内 有 连续 的 导数 , 则 近似 多 项 式 可 以 这 
样 选择 ,使 得 多 项 式 的 导数 P(x) 一 致 地 允 近 导数 f(x). 

(a) 的 证 明 是 相当 直接 的 。 首先 我 们 用 一 个 分 段 线性 函数 来 
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逼近 人 x), 它 的 图 形 基 一 个 画 在 x) 图形 中 的 多 边 形 L,(x)( 风 
图 8.11)， 如 果 多 边 形 的 纵 坐 标 是 取 在 等 闻 隔 点 x +2， … …，x， 
上 ,并 且 常 数 4 一 xz 一 xz， 选择 得 足够 小 , 则 由 于 连续 呐 数 在 区 则 
I 上 一 致 连续 ( 见 第 106 页 ), 显然 , Lx) 辣 信 x) 之 差 的 绝对 值 
可 以 小 于 任意 选 定 的 上 界 s/2. 


图 8.11 用 多 边 形 对 连续 函数 的 一 致 禹 近 


下 一 步 ( 如 图 所 示 ) 用 直线 联结 较 大 区 间 的 端点 一 < 和 ， 因 
而 在 财 区 间 一 和 xx 委 zz 上 把 L,(x) 开拓 成 一 分 段 线性 绩 数 ， 
仍 称 为 L,(x): 在 两 端点 上 都 为 零 的 这 个 函数 ,现在 能 周期 地 开拓 
出 去 ,并 且 按 8.6a 节 可 把 它 展 成 一 致 收敛 的 傅立叶 级 数 , 如 采 首 充 
分 大 ,该 级 数 的 多 项 式 部 分 Sm(x) 同上 n(x) 之 差 的 绝对 值 就 小 于 
=. 现在 1S 一 拓 志 15 一 Ls| 十 |Ls 一 拓 二 e， 因 而 (a) 得 
证 .? 

为 了 证 明 (b), 按照 第 478 页 5.5b 节 ,在 有 限 和 5,(*x) 的 每 一 
项 中 ， 我 们 用 带 有 一 致 小 的 余 项 的 泰勒 多 项 式 来 代 符 三 角 男 数 
cosvx 和 sinyx; 因此 ,组 合 上 面 这 些 近似 式 ,我 们 构成 一 个 多 项 


式 Pn(x), 使 得 |PwCx) 一 Sn(x)| < 二， 这 里 必须 选择 足够 大 
的 N 以 获得 准确 度 a/2， 综 合 起 来 ， 如果 选择 的 mw 使 1S (xz) 一 


1) 如 果 我 们 假定 fz) = 从 一 zr?), 那 么 当 了 是 整个 区 间 一 工 委 上 委 十 工时 ,这 
些 结果 仍然 有 效 ， 在 这 里 我 们 像 以 前 一 样 选择 一 个 近似 的 多 边 形 L.(x*), 只 需 
使 Li 一 2) 二 Ls (1) = f~7) = fn). 
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1(x)| < 我 们 在 较 小 的 区 间 上 一 定 有 |Pw(x) 一 1(x)| 二 5s, 


“Cc. 按 算术 平均 值 的 傅立叶 多 项 式 的 费 叶 尔 三 角 近 似 式 


有 一 个 直接 而 又 相当 明确 的 构造 近似 多 项 式 的 方法 能 够 非常 
简单 地 证 明 8.7b 节 的 定理 (a)。 这 种 构造 是 由 下 述 值得 注意 的 费 
叶 和 尔 定 理 提 供 的 . 


| 


F,(x) = So x) + - -一 Sx) 


在 省 党 的 伟 立 叶 肖 近 中 ， 不 管 发 生 怎样 的 扰动 振荡 ,这 个 定理 
由 于 取 平均 而 保证 了 级 数 的 收敛 性 . 
证 明 。 这 个 定理 的 证 明 类 似 于 传 立 叶 展 式 的 主要 定理 的 证 


_ sin ( 十 了 ) * 
明 , 然 而 它 更 简单 些 ,因为 这 里 振荡 核 TT- 由 正 的 费 


2 sin -一 半 
2 


1 
, sin -3 (n 十 1)z 
叶 尔 核 Ss(z) 


2 sin -一 ! 
2 


i 来 代替 . 我 们 首 


先 注意 到 ,第 615 页 上 的 函数 r (ce) 一 7 + cosa 二 + .+ cosna 
利用 余弦 的 加 法 公式 能 写成 下 述 形 式 
1 1 1 
j (a) sin (a 十 元 | C sin 7 asin 人 十 天 ja 
7sin a 2 sin2 to 
2 2 


coste -一 cos(n + Do 


[一 一 一 


1 
2 ] — cosa 
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因此 ,我 们 得 虽 公 式 


Ta) 十 ago) 十 "十 ca) 1 ] 一 eos(2 + l)a 
n 十 1 2(7 十 工 ) ] 一 eos 
_ 1 sin[(n + 1)a/2] ) 
2(n 十 工 ) sin(a/2) 
一 Ss(0), 


因为 按 o,(a) 的 定义 [ 见 第 615 页 (14)] 
二 | oi(a)da 一 1 


从 而 得 到 
1 | Sa)do 一 1 
现在 [ 见 第 626 页 (28a)] 
SCx) 一 一 | f(x + 1 a(t a 
因而 


Fa) 一 -二 | Ke 二 DID 二 和 二 oO 
一 : 一 | f(x 十 二 9 (1d2 


对 任何 正 的 5 
fx) — F(x) = + [fx) — fx + VISCO 


EO K+ OI 
十 一 1 [fx) — fr + 1)1Sa ra 
二 工人 A) f+ SA. 


现在 因为 Kx) 是 一 致 连续 的 ,因而 我 们 能 够 选择 一 个 5， 使 得 对 
于 所 有 在 [一 x, x1 上 上 的 x 和 对 于 |z| 二 6 有 |f(x) 一 f(x 十 2)] 
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< 本 此 外 了 是 有 界 的 ,譬如 说 | 用 二 M。 因 为 按 其 定义 


二 一- 对 6 所 < x 
[S07) 2(n 十 1) sin: (8/2) sd 


Kx — F(x+)| < 魏 | [SC as 


十 2 | 1SaCrt) lar 十 EM | lss la 


,. E sx Zr 
< 3 Sa) + Tt 2Cz 十 1)s + 1) sin : (8/2) 
6 Zr 
(9 十 1) sin? (8/2)° 
显然 , 当 # 足够 大 时 ， 


|f(x) 一 F(x)| < 8， 
因而 定理 得 证 ， 


“d. 在 平均 意义 下 的 逼近 和 巴 色 瓦 关系 式 


丙 个 在 闭 区 间 工 上 连续 的 函数 g(x) 和 从 x) 的 接近 程度 , 从 
一 致 收敛 的 观点 看 ,可 用 gx) 一 x)| 的 最 大 值 来 度量 .在 7 上 
时 ,我 们 可 以 把 函数 序列 f 一 致 收敛 到 函数 1, 说 成 差 1 一 所 的 
最 大 范 数 趋 于 0, 或 者 也 可 以 说 成 差 f, 一 如 的 最 大 范 数 趋 于 0. 

很 自然 ,对 于 传 立 叶 近似 式 而 言 (及 本 书 范 围 之 外 的 其 它 的 重 
要 数学 理论 )， 两 个 函数 之 间 的 偏差 需 给 以 另外 的 度量 或 “ 范 数 
(norm)”, 或 者 考虑 一 个 函数 $Cx) 离 恒 等 于 零 的 函数 的 距离 是 多 少 
就 够 了 ， 这 就 是 “二 次 平均 ”或 者 " 均 方 范 数 " 产 一 上 9 ， 它 由 下 述 
的 平均 值 来 定义 

ei |) ryar = oh, 


式 中 ! 是 区 间 工 的 长 度 。 这 是 一 个 比 最 大 范 数 稍 粗糙 一 些 的 度 
量 , 因为 它 的 值 小 并 不 一 定 表示 函数 值 处 处 都 是 小 的 

作为 一 个 例 , 淫 数 x” 在 区 间 1: 0 委 * 科 1 上 的 范 数 有 值 
(22” 十 1) ， 当 二 选 得 足够 大 时 ， 这 个 值 可 以 任意 小 ， 但 是 对 于 
xx 一 1， 胃 数 刀 等 于 1， 

如 果 当 mw 一 co 时 ,二 次 范 数 ||f 一 州 趋 于 零 , 那 末 , 我 们 就 
说 在 二 次 平均 意义 下 f, 趋 于 

由 于 下 述 的 所 谓 三 角 不 等 式 ( 它 相当 于 数 的 三 角 不 等 式 , 见 第 
15 页 ) 成 立 , 所 以 把 二 次 范 数 视 为 距离 是 颇 为 有 用 的 . 这 不 等 式 即 
ff 十 gi 三 上 f 诈 十 lel， 是 对 于 两 个 函数 上 和 8 而 言 的 ， 它 可 由 下 


面 的 推理 立即 得 到 : 取 "一 和， 9 一 习 于 应 用 不 等 式 


p49 三 坟 (p 二 9)， 并 在 T 上 积分 ,我 们 求 得 


了 | 1(x)gCx)adx < fl |gill 


现在 
Li | [f(x) + g(x) dx 
一 IIP+ lel + 二 | 2fCz)egCz)az 
(f+ lzll) 
或 


|f -+ gl| < | + gi 
借助 这 些 概念 , 我 们 可 以 把 8.6b 节 的 贝 塞 耳 不 等 式 看 得 更 清 
楚 . 我 们 首先 指明 :在 “二 次 平均 ”的 意义 下 ， 用 一 个 其 系数 < 
d, 是 可 以 自由 选择 的 ” 阶 三 角 多 项 式 


李 
¢ 只 。 
IT, 一 了 十 > (cycosvx 十 dsin2px 
4 一 


9 049。， 


| 其中 bo 一 也， bp, 十 5 一 ， Cy i(p, Bp-,) 一 d,s 去 到 了 近 一 个 
给 定 的 分 眉 连 续 函 数 时 ,其 最 佳 和 逼近 是 由 傅立叶 多 项 却 


49， 一 > 十 3 (a,cosvr + b, sin vx) 
vv 二 1 


4 
==3 > ei” 
多 一 一 并 


给 出 的 , 式 中 a,， 56, 和 «a, 是 实 的 和 复 的 传 立 叶 系数 ,它们 分 别 根 
所 第 624 页 公式 《26) 由 f 确定 . 
为 了 简明 起 见 , 证 明 用 复 的 形式 写 ， 在 区 间 1 一 [一 x, =] 上 
对 函数 ez 利用 正 交 关系 (25) 容易 得 到 : 


1 (1 — BD) po) a 
= +0 [key 一 ei)" + (Bp.e"r) | 
-ip 一 2 > pe-st D) pp-， 


一 hal 二 CyQ—y 十 >) (a, — Bb, a-, — Bb_,) 


一 尼 一 > oc,5, 十 > (o — Bp, Ma, — Bb,) 


= | — > | 十 > lo, 一 p,)’; 


显然 , 当 把 p。 选 为 传 立 叶 系 数 o。 时 , 即 当 w 一 2， 或 等 价 地 ， 
cy 一 4，4ds 一 5, 时 ,上 述 表 达 式 达到 极 小 值 ， 
利用 上 面 得 到 的 有 逼近 结果 ,现在 我 们 能 够 证 明 已 色 凡 了 arseval 
贝 塞 耳 不 等 式 


| 


at Dt) ei) Kyar, 


v=I 
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当 7 一 > CO 时 ， 变 为 巴 色 也 等 式 


二 本 + Y (Co 十 吕 ) 一 工人 Kya 
适用 于 任何 周期 为 2z 的 对 一 切 * 连续 的 函数 . 


证 明 ， 根据 外 尔 斯 特 拉 斯 关于 三 角 多 项 式 的 逼近 定理 ， 我 们 
可 选择 一 个 多 项 式 序列 7, 使 得 fx) 一 Tcz) 对 x 一 致 地 趋 于 
零 .于 是 , 当 n 一 00 时 也 有 


1 1 2 > 
二 人 [Ko 一 ToCz)]zar 一 0 


但 是 ,按照 我 们 上 述 的 结果 , 在 一 切 # 阶 傅 立时 多 项 式 中 , 在 平均 
Ss(x) 一 7 十 之 ( a,cosvrx 十 Db, sin px ) 


1 ph [fx) — S,(x) Jdr 去 » | [Kx) 一 了 (xz)]22x， 


从 而 得 到 
] 1 ” 2 | 
hm D | [fx 一 SCxz7]zr 一 0. 


弛 -加 


如 同 第 647 页 一 样 ， 平 方 被 积 图 数 ， 我 们 束 得 到 了 巴 色 太 关 系 
式 . : 
最 后 ,我 们 注意 到 ,如 有 雪 所 x+) 有 几 个 跳跃 间断 点 , 巴 色 瓦 关 系 
陈 仍 然 保 持 有 效 。 这 里 我 们 省 略 了 这 个 简单 证 明 . 


附 录 1 


“A.11 周期 区 间 的 伸缩 变换 ， 傅 立 叶 积 分 定理 


对 我 们 的 局 期 水 数 ,可 用 任何 区 间 一 8 肆 * 记 B 代 换 基本 区 
间 一 zx 所 x。 用 变换 y 二 xx/B 将 这 个 长 度 为 28 的 区 间 转 
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换 为 区 间 一 < 志 y < x， 并 且 将 周期 为 28 的 函数 所 x*) 转换 为 
周期 为 2x 的 函数 gy) = By/x) 一 人 x)， 记 为 复 的 形式 [ 见 第 
625 页 公式 (27b) 站 的 主要 定理 , 纺 含 着 z 

eA))— DE sea 
根据 这 个 变换 ,于 是 


x — 1 工 pivmts—x)/B 
(一 二 于 | 1 dr， (41) 


这 里 积分 变量 用 * 一 Bi/x 代替 . 

对 于 在 区 间 一 了 3 委 z 委 了 上 每 个 分 毁 光 请 的 函数 ,关系 式 
(41) 是 有 效 的 . 

我 们 令 #/B 二 hvx/B 一 vh 一 ww,, 并 且 将 (41) 写 成 下 述 形 
式 


Km 一 二 Dy | Feng 


一 ll. 5 hei*v*H,, 
之 和 V 一 一 四 


其 中 ,一 | evf(s)4s。 现 在 就 B 一 00 或 Au 一 4 一 0 取 家 
限 ,这 在 形式 上 的 可 行 性 是 明显 的 ,因而 得 到 
1 ~ fH ™ 一 了 8 了 

f(x) 一 pm | c a ef(s )ds, (42) 

这 就 是 侍 了 立时 积分 公式 ， 这 个 公式 将 在 第 二 卷 中 对 一 大 类 质数 f 

给 以 严格 证 明 。 这 个 公式 可 写成 明显 对 称 的 形式 , 把 它 作 为 一 个 


兽 数 做 x) 和 它 的 “ 健 立 叶 变 换 ”F(w) 之 间 的 一 对 互 反 的 积分 关 
系 式 ， 


F(u) — 广 feas, (43) 
1 ~ fu 
(= Fi) Pleas, (43a) 
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传 立 叶 积 分 公 去 442) 可 写成 不 包含 虚 指 数 的 形式 ， 我 们 只 需 
利用 表示 式 
cteT = Ci) 一 cosu(s — +) — isinuls — +). 
因为 sin uls 一 *) 是 4 的 厨 闲 数 ,而 cosws 一 +) 是 偶 孙 数 ,， 从 
一 00 到 十 对 x 的 正弦 项 的 积分 为 委 ， 而 积分 余弦 项 得 到 从 0 到 
co 积分 值 的 两 倍 。 因 此 


f(x) 一 一 | du | f(s)cosau(s — x )das, (43b) 


“A.L2 非 连续 点 上 的 吉 布 斯 现象 


在 一 个 卡 跃 间断 点 附近 的 傅立叶 级 数 的 收敛 性 质 显示 出 一 个 
值得 注意 的 特点 ,这 是 吉 布 斯 (Gibbs) 在 芳 查 傅立叶 多 项 陈 


Sa(x) 一 > 十 > (a,cosvxr 十 b, sin pvr) 
v=1 


的 图 形 时 发 现 的 。 正如 在 第 七 章 第 557 页 中 已 经 强调 过 的 , 在 极 
限 函 数 的 一 个 间断 点 的 附近 ， 一 个 收敛 序列 的 不 一 致 收敛 性 能 够 
用 逼近 函数 的 连续 的 图 形 不 到 近 于 这 个 极限 函数 的 不 连续 的 图 形 
的 方法 观察 到 ， 

在 傅立叶 展开 式 中 , 这 些 图 形 不 是 简单 地 逼近 增补 后 的 Kx ) 
的 图 形 的 , 这 里 的 增补 是 指 , 在 跳跃 位 置 处 , 用 垂直 线段 + 一 上 
联结 两 个 端点 。 而 是 这 样 逼近 的 : S。 的 图 形 表 未 了 波动 , 这 波 在 
楼 近 $ 时 ,大 约 以 总 跳跃 的 9% 超出 纵 坐 标 f# 十 0) 和 用 一 0) 
的 上 下 两 边 ， 因 此 ,由 近似 图 形 去 逼近 人 x*) 的 图 形 时 ,在 x 二 5， 
不 仅 要 联结 f(x) 图 形 上 的 两 个 点 ,而 且 要 增加 超过 两 个 端点 的 垂 
直线 段 ; 见 第 608 页 和 609 页 图 8.4 和 8.5. | 

从 数学 上 分 析 这 种 情况 是 简单 的 ,只 需要 讨论 8.4d 节 的 函数 
x(x) 的 间断 性 就 可 以 了 ， 第 639 页 上 的 一 切 跳跃 间断 都 可 化 为 
XC(*) 的 情况 ， 


对 于 正 的 x, 函数 3 XC*) [ 见 第 622 页 公式 (23a)] 由 下 式 


a 650 9 


给 出 


A = 二 (一 +) 一 了》 Sat， 0 <<x< 一 和 
D 


vu 二 1 


根据 第 615 页 公式 (14) 的 积分 ,我 们 得 到 


1 
一 sin yr 1 ,sin 人 + 村) 
Sf) 2 | 一 一 一 4， 


VY 二 1 


因此 余 项 +,(x) = 7 X(x) 一 S,(x*) 取 形 式 


A 


1 
x Sin (a 十 到 
few 


一 上 
ra(*) 2 
式 中 


l 
z r 2sin zi 一 1 
oz) 一 | 2 sin Co 十 Far 
’/ 


0 |] 
21 sin—1 
2 


因为 表达 式 sa 二 一/ 2 sin 十， 是 分 段 连续 并 且 有 分 号 


连续 的 一 阶 导数 ， 第 618 页 上 的 引 理 就 蕴含 着 对 0 二 + 二 xw， 当 
zx 一 C0 时 ，pa《(+) 一 致 地 趋 于 0， 此 外 ， 


1 

| 7 Sin » 十 本 
re(r) 一 了 一 | 一 一 一 一 4 
1 《了 中 172)7 sin ; 
了 -一 | 一 一 di, 
当 一 co 时 对 于 每 一 个 各 别 正 的 x 趋 于 0( 见 第 621 页 )， 但 是 
收 钙 是 不 一 致 的 ， 显然 ， 对 于 & 一 1，2,，3, ”在 点 Xk 24/ 
(22 十 1) 上 ，o,(x) 的 导数 为 零 。 容易 看 出 ， 更 确切 地 ，o,(x) 
在 所 13 X39 Xs *“*" 有 最 小 值 , 在 点 N27 Tas Te ““”， 有 最 大 值 . 
此 外 ,在 最 小 值 点 c。 的 值 形 成 一 个 递增 的 序列 ， 于 是 , 对 于 正 的 
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* 值 ，os(x)》 以 下 面 这 个 值 作 为 它 的 “绝对 ”最 小 值 : 


on x1) 一 一 二 > | 站 ph 
一 二 = 一 个 (1 一 二 2 十 二 十] 
2 0 3 1 1 
2 4 
-xl( 工 一 1 十 — TT 
2 2.3.3 2.，3.4.5.5 


5: 一 0.090。。 工 
当 # 很 大 时 , 余 项 +, 近似 地 等 于 oc。 因此 , 当 w 很 大 时 , 近似 多 
项 式 $, 超过 水 数 X 大 约 《9/100)x， 即 约 为 在 原点 处 毅 数 的 右 极 
限 和 左 极 限 之 差 的 9%。 因此 ，5.(x*) 的 图 形 的 振荡 分 文 确实 超 
过 xX(x) 图 形 的 高 度 并 且 呈 现 出 上 面 描述 的 极限 现象 . 
容易 看 出 , 和 数 5,(x) 的 费时 尔 平均 值 是 没有 吉 布 斯 现象 的 . 


*A.L3 傅立叶 级 数 的 积分 


一 般 讲 ,如 我 们 已 看 到 的 (第 563 页 ), 如 果 一 个 无 穷 级 数 是 一 
致 收敛 的 , 它 就 能 逐 项 积分 。 然而 ,对 于 传 立 叶 级 数 我 们 有 一 个 值 
得 注意 的 结果 ， 就 是 逐 项 积分 总 是 可 能 的 。 我 们 说 : 如 果 f(x) 
是 一 个 在 -- 一 委 * 委 = 上 分 段 连续 的 通 数 ， 它 具 有 形式 上 的 侍 


并 式 ND 
= ao 十 > (a,cospx 十 b,sinvr), 
则 对 年 章 两 点 ,x 有 
Ka: 加 | 二 aod 十 > | (aycosypx 十 b, sin yx )dx, 


这 是 说 伟 立 叶 级 数 能 滩 项 积分 ， 此 外 ,对 于 国定 的 x4， 有 边 的 级 


数 对 + 一致 收敛。 
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这 个 定理 的 值得 注意 的 部 分 是 ， 不 仅 不 需 灾 假定 级 数 的 -到 
收 全 性 ,而 且 甚至 也 不 需要 利用 它 的 收敛 性 ， 
为 了 证 明定 理 ,如 同 第 639 页 一 样 定义 


a 


P(e) — | 0)— tal a 


F(x) 是 连续 的 并 有 分 段 连续 的 导数 : 此 外 , 它 满足 条 件 F(x) 一 
F( 一 =) 一 0， 于 是 把 它 周 期 地 开拓 之 后 它 仍 是 连续 的 。 因此 ， 
F(x) 的 传 立 叶 级 数 


pt 十 Si (A,cosvx 十 B, sin vx) 
一 致 收敛 到 F(x)， 利 用 分 部 积分 法 , 当 > 关 0， 我 们 得 到 傅 立 时 
系数 的 全 


4, 一 上 | F(1)cosvidt = 一 土 | f(z) Snyt gs 
I -x re jx ph yD 


B, = 二 | FU) sin vids 一 工 | 1(1) 一 op. 
TE ,~x HX 再 一 也 J 


于 是 级 数 
F{ x;)— F(z)= > [ A, COS pyX7— COS yx ) 十 B,( sin VX;— sin vx ) 1] 
v 二 1 


to - 
Y pb 
5 一 Ccosvr,— cosyxi) 十 2 (sin yx, 一 sin vn)| 
- 3 


Vv 二 1 


关于 * 一 到 收敛， 把 F(x) 换 成 | | Kx) 一 二 ajax, 我 们 得 到 关 
系 式 


Xs 1 一 *2 
| Ka) 一 了 oodx 一 > | (aycospvx 十 b, sinvxr )dx, 
*s X . 


这 正定 所 实证 明 的 。 
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附 孙 了 
*A.IL1 伯 努 利多 项 式 及 其 应 用 


a. 定义 及 储 立 叶 展 式 


在 泰勒 级 数 的 推导 过 程 中 (第 474 页 )， 以 为 参数 的 x 的 
多 项 式 P(x) 一 (X 一 £8)/n1,n 之 1 起 了 作用 ， 这 一 序列 多 项 式 
是 这 样 刻 划 的 : 每 一 个 多 项 式 Pr 是 P。 的 原 函 数 即 PCz) 一 
P(x)， 而 旦 ,，P,($) 二 0 和 PK(z) 一 工 
我 们 现在 按 逐 次 积分 来 构造 另 一 个 重要 的 多 项 式 序列 ， 即 伯 
努 利多 项 式 序列 ， 然 后 我 们 将 把 这 些 多 项 式 开拓 为 周期 函数 并 展 
为 傅立叶 级 数 . 
对 0 委 * 委 1， 伯 努 利 多 项 式 (xz) 递归 地 用 下 列 关 系 式 
来 定义 : 
pax)= bax), pAr)= 1, (44a) 
| px)dx 一 0， n> 0. (44b) 


对 已 知 的 po，q:，**…* ,qs 由 条 件 (44a) 来 确定 pw， 其 中 
含有 一 个 任意 的 积分 常数 ,这 个 常数 可 由 条 件 (44b) 完全 固定 . 根 
据 数学 归纳 法 我 们 立即 看 到 , gp。 是 一 个 具有 有 型 系数 的 #4 阶 多 项 
式 。 前 几 个 伯 努 利多 项 式 是 容易 计算 的 : 

polx) 二 1， 


1 
dz) 一 YY 一 了 


1 ， 1 1 
+) 二 一 x 一 一 xX 十 一 
中 (xz) 7 7 ， 
1 ， 1 
x = 一 一 XX 十 一 x 
psx) 1 2 
1 1 | 
pa 一 二 不 一 十 一 和 一 -一 。 
‘(*) 12 24 720 
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当 靖 > 1， 按 《44a, b) 我 们 有 
$1) 一 各 (0) 一 | CD) 一 0， 


于 是 ,多 项 式 函 数 由 。 可 以 从 基本 区 间 0 记 x 二 1 开拓 到 所 有 的 
* 使 其 成 为 以 1 为 周期 的 连续 的 周期 函数 由 (xz) ， 称 为 伯 努 利 函 


数 ,而 函数 Cx》 同 非 连续 函数 3 (2mx 一 x) 相 重 合 ， 并 且 
能 够 表示 为 传 立 叶 级 数 ( 见 第 623 页 公式 (23b)) 


p(x) = 一 二 人 sin 27x 上 sin 4xx 下 sin Oxx 二 …). (45a) 
x 1 2 3 


通过 逐次 积分 ,我 们 就 得 到 


- 2 一 cos 2xk1 
a(t ) — (一 1 ) 2+! » 
(2x)” 大 三 1 R? 


当 wz 是 候 数 ， (45b) 


3 


- 2 - sin 2xk! 
po = (— Dem 2 D2 
z (2ax)” kK=1 Ar 


当 wz 是 奇数 , (45c) 
在 原来 的 区 间 0 委 * 和 1 上 ,周期 函数 4,(1) 恒 等 于 伯 努 利多 项 
式 由 (站 ). 
当 # 是 偶数 时 ，4, 是 侦 函 数 , 当 ” 是 奇数 时 ，w。 是 奇 函数 ; 
等 价 地 说 
pa—7) 一 (一 1)"0 (xz)。 (45d) 
在 逐个 的 伯 努 利多 项 式 中 ， 常 数 项 组 成 一 个 值得 注意 的 有 理 
数 序 列 


bs, = pa(0) 
pa(0), 当 12 天 |， 
一 了 当 1 -一 1 (46a) 


从 传 立 叶 展 式 我 们 工 即 得 到 
2 一 0， 当 /ee 为 人 奇数 时 ， (46b) 
* 055 ， 


p, = (— eres > pr 当 4 一 2,4,"…, 为 偶数 时 . 


(46c) 
而 且 , 显 然 当 ”一 2m 为 偶数 时 ,bw 的 符号 交替 变换 . 
代替 随 2 的 增加 而 迅速 减 小 的 数 名 ， 雅 可 布 ， 伯 努 利 引入 下 
列 多 少 更 合适 一 点 的 数 : 
Bn 一 《一 1 (2m)! bn, (47) 
我 们 称 它 为 伯 努 利 数 .( 数 B$。 一 (一 1)”B。 与 在 第 590 页 引 
人 的 伯 努 利 数 是 恒 等 的 ,这 在 以 后 将 成 为 明显 的 . ) 特 别 地 ， 


1 1 1 1 
有 ,一 一 ，B 一 一 ， 了 一 一 ， DB 一 一 
6 3 4 30 
5 691 7 
PB。 一 二 一 -人 一， 
66” 27307 6 
作为 公式 (46c) 的 一 个 结果 ,在 
~ I )27 
— = (— 1)"-!(? "各 一 一 《2z)” 及。 (48 
> ( ) (2x) 2 2 (C2)1 (48) 


里 , 当 整 数 ， 一 2” 时 , 我 们 通过 已 知 的 这 些 数 给 出 了 黎 曼 “ 函数 
z(s) 的 明确 的 表达 式 ( 见 第 587 页 )， 例 如 ,我 们 得 到 值得 注意 的 
公式 如 


1 1 1 x 
1 十 二 十 一 十 二 十 … 一 一 一 (2 
及 
1 1 1 rt 
1 二 一 十 一 二 一 十 "二 一 二 L(4 
24 31 4 90 4. 


。 当 ma- oo 时 , 数 如 和 B。 分 别 趋 于 零 和 无 穷 大 ， 因 为 , 首 
先 , 我 们 有 
: Al ll x 
] 一 一 一 一 二 -一 一 一 一 < 
， 之 有 Mp R’ 6 z 
2(2x) 2 < 一 | 62 | < 一 4(2xz 7) 一 = 


”656。， 


人 


TH hr 


因为 2z 二 1 并 且 当 2 一 oo 时 (2x) 2 一 0， 我 们 有 2 一 0， 
而 byt — 0, 此 外 ， 

B, = (2n)1 || > 2(27)1(27) "; 
容易 看 出 ,右边 趋同 无 穷 ， 


*b。 生成 函数 ;三 角 余 切 和 双 曲 余 切 的 泰勒 级 数 


伯 努 利 数 和 伯 努 利多 项 式 以 一 种 漂亮 的 方式 引导 到 余 切 和 有 
关 函 数 的 泰勒 展 式 。 这 些 展 式 最 容易 由 所 谓 的 伯 努 利 函数 的 生成 
函数 〈generating function) 得 到 , 即 由 下 面 这 个 函数 得 到 : 


FCss 2) = (Do (49) 


这 是 一 个 z 的 寡 级 数 , 它 的 系数 是 参数 上 的 伯 努 利 汝 数 。 根据 方 
程 (45) 的 传 立 叶 展开 ,对 所 有 上 和 之 2 我 们 有 如 下 信 计 


EA 


FaP kos pay 


x 4 . 
307" ~ Gn) 

因此 F(1, z) 的 级 数 的 = 次 项 的 绝对 值 小 于 4(《]z|/2z)"。 如 所 

周知 ,用 级 数 


作 比 较 可 得 到 : 对 所 有 的 1, = 的 每 级 数 的 收 全 半径 至 少 是 2r. 
因为 对 |z| < 2x 内 的 一 个 固定 的 z，F(:, z) 的 级 数 具 有 
一 个 与 无关 的 收敛 控制 级 数 ,由 一 般 理 论 ( 殉 第 562 页 ) 推 知 , 对 
所 有 的 :， 级 数 一 致 收敛。 所 以 它 能 够 在 这 个 区 域内 逐 项 积分 ;如 
果 微 分 所 得 的 级 数 也 是 一 致 收敛 的 话 , 它 也 能 够 逐 项 第 分 。 我 们 
利用 这 个 事实 来 确定 F(:,，z) 的 明显 的 公式 〈 见 第 566 由 )， 在 
0 二 :过 1 中 ,对 上 逐 项 微分 ( 当 :一 0 或 1 一 1 时， (1) 没 
有 导数 ) 就 形式 地 得 到 
”657 。， 


-和 Fl(1, 2) 一 > ps)” 
at 2 
天 人 >， 《大 2 
二 1 


Da AOE 
二 0 


一 zF{(1, 2 ) 
这 个 级 数 同 原来 的 级 数 有 具有 相同 形式 ,因而 确实 是 一 致 收敛 的 ,所 
以 隶 项 微分 是 正当 的 。 因此 , 对 于 在 |z| < 2x 内 每 一 个 男 定 的 
z 和 对 于 0 天 :< 1, 生成 图 数 F(:,z) 适合 微分 方程 4F /di = 
zF(z:, z)。 这 个 微分 方程 的 通 解 是 F 二 ce**， 其 中 c 是 一 个 因 
子 , 它 的 值 依赖 于 参数 z( 风 第 237 页 )， 为 了 确定 c, 我 们 对 + 从 
0 到 1 积分 F(t,，z) 的 级 数 : 


1 | 1 
| F(1, z)di = c | ec“ di 
0 


ec*— 1 


总 


一 一 人 


[| 


一 | > gz" (zt )di 


一 ] 十 3 2 | p(t)dt = 1. 
因而 ，* 一 x/(e* 一 1)， 所 以 我 们 得 到 最 后 的 结果 


~ 21 
Fl1, 2) 一 一 全 一 (50 ) 


ce 一 1】 


在 这 个 表达 式 中 令 上 一 0， 我 们 得 到 函数 z/(e: 一 1) 的 泰勒 级 
数 : 


z 


lim F(i1, 2) 一 一 1] 十 Or 
iro ce 一 1 用 一 1 


由 于 己 一 一 这 两 边 加 上 二， 就 得 到 


:658， 


tlt De (51) 
e”— 1 2 


这 个 公式 附带 表明 , 数 B* = xz15, 就 是 在 第 590 页 中 介绍 网 但 努 
利 数 。 由 于 名 一 1 和 当 w 为 合 数 时 各 一 0， 我 们 有 


Pe 二- 1 oy oy Za -ee 一 2/2 
cz- 1 272 C2/2 
| 
zz 2 cosh 记名 
2 ] 


~ z coth > 一 > DZ 他 
2 二 0 
_B¥ 2 ( 
_ 2 | 9 7 
(2p)1 ) 


因此 ,我 们 得 到 了 已 在 第 591 页 给 出 的 双 曲 余 切 的 泰勒 级 数 ;这 些 
泰勒 系数 同 伯 努 利 数 有 简单 的 关系 ;现在 我 们 已 经 证 明了 ,对 所 有 
的 |z| 二 2x 展 式 成 立 . 

类似 地 ， 我 们 得 到 通常 的 (三 角 的 ) 余 切 的 泰勒 级 数 。 对 
|z| < 2r， 0 一 :上 < 1， 我们 从 对 生成 函数 


Gl 2) = DC— Drpml er” (53) 


微分 两 次 开始 ,我 们 得 出 G 满 足 微分 方程 2G/adr 十 x2?G 一 0:. 这 
个 方程 的 通 解 是 G = acos(z1) 十 bsin(zt)，4 和 和 45 与 + 无 关 , 但 
可 能 以 z 作为 参数 ， 为 了 确定 a 和 2 我 们 利用 两 个 条 件 。 首先 ， 


通过 逐 项 积分 求 出 WG z)dt 一 1; 其 次 , 对 所 有 的 z, 通过 逐 
项 微分 求 出 


在 微分 中 我 们 利用 了 当 二 1 时 


za(0) 一 bin1( 0) 一 bg- i 0, 
这 些 条 件 顷 含 着 
之 已 


宅 
人 一 Cot —, b = -一 ， 
2 


2 2 
所 以 当 jz|1 二 2x,， 0 二 :二 1 时 有 
2 cos(z/ — 2/2) 
Ci 2) 二 一 
z (1» 2) 2 sin (2/2) 
详细 的 证 朋 留 给 读者 . 
如 果 在 这 个 公式 中 令 :一 0， 我 们 就 得 到 在 |z| 二 2x 内 的 
余 切 的 泰勒 展 式 ( 见 第 591 页 ) 


G(0, 2) 一 > 《一 1)"b2’ 一 二 2 COt > 2， (54) 
下 一 站 | 


c. 欧 拉 -马克 劳 林 求 和 公式 


在 5.45 节 中 ,我 们 利用 逐 项 分 部 积分 得 到 了 泰勒 公式 。 在 下 
面 欧 拉 的 一 个 著名 公式 的 类 似 推导 中 , 伯 努 利多 项 式 , 或 者 确切 地 
说 ,他 们 的 周期 开拓 $1) 代替 了 前 面 的 多 项 式 (1 一 5》*/n1.( 我 
们 用 0 和 1 代替 了 第 474 页 上 的 a 和 2，, 借助 于 把 变量 变换 为 变 
量 :的 变换 s 一 (zt 一 4a)/(b 一 4)， 这 总 是 可 能 的 ,因而 这 是 一 个 


非 本 质 的 改变 .) 
我 们 以 前 的 泰勒 公式 的 推导 是 从 关系 式 
K1) —K0) = | fa (55) 
开始 的 ,现在 我 们 相应 地 改变 为 从 关系 式 
| Ka = | Kar (56) 


开始 ， 这 个 公式 引导 出 绞 大 的 对 称 性 ， 因 为 
pA =) ht+0) = TC— 于 ， 


并 且 (1 一 0) 一 二， 用 分 部 积分 公式 


* 660. 


i 
| ud > wv 


当 u = f(1), y = h(t), 1(0) = fo, 1(1) = ff， 得 到 ( 见 第 三 全 
第 293 页 ) 


JK)a = tht fo) fb), 


1 1 
-一 | vdu, 
0 0 


ht) Kat | Oa (57) 


这 是 关于 左边 的 和 与 积分 | Kz)dt 的 偏差 的 一 个 显示 表达 式 . 


由 于 Jie) 的 周期 性 , 相应 的 公式 对 每 两 个 相继 整数 之 间 的 
区 间 保 皖 有 效 , 所 以 我 们 立即 得 到 


1 l 
文思 十 妨 十 户 十 "“。 十 加 一 十 了 加 


一 fe)ar +t CoCo (58) 
或 对 任何 区 间 “和 zx* 委 和 “和 2 为 整数 ,我 们 有 
加 十 fat + fo 
一 | Kar + | Fle)pe)ar — (1 —f). (58a) 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 关于 左边 的 和 (在 增 冰 数 情况 下 就 是 内 按 箱 形 


的 面积 ) 同 右 边 的 第 一 项 (曲线 下 的 面积 ) 之 间 的 差 的 一 个 精确 的 
表达 式 ;公式 (58a) 是 欧 拉 -马克 劳 林 求 和 公式 最 简明 的 表示 ， 


很 自然 可 反复 用 分 部 积分 法 去 改善 这 个 结果 ， 令 “一 /Ca)， 
dr 一 bi(z)dr， 将 表达 式 | f(x)pxCx)dx 积 出 来 ,我 们 得 到 


| fC)ar 一 Cr)exa)| 
由 于 


一 GoDwxz)ax 


bb) = pa) = pA0) = b,, 


601 。 


所 以 第 一 项 形 如 
bf (5) — f(a)l: 
第 二 项 可 再 用 分 部 积分 法 ,得 到 


一 [CO 一 FoO1 + | fC 


这 里 , 由 于 乌 一 0， 所 以 锅 一 个 表达 式 等 于 零 ; 我 们 再 用 分 部 积 
分 巷 , 得 到 


pf 6) 一 PC(e)] 一 fC) 


重复 这 种 计算 ,一 直 进 行 于 到 bx， 我 们 就 得 到 欧 拉 求 和 公式 的 一 般 
形式 : 


f+ fmt et foo | fx)ar — Tt [KC5) — fa)] 


不 
+ > bnlf (2) — fo da)] + Ri (59) 
有 二 1 . 


其 中 余 项 Rk 可 以 写成 下 列 两 种 形式 中 的 任何 一 种 : 
R= 一 | PCz)oaCz)dr， (60) 
= | fo) goer a (60a) 


d. 应 用 . 渐 近 表达 式 
收敛 展开 式 . 欧 拉 的 求 和 4 公式 能 够 应 用 于 不 同 的 情况 . 首 


先 , 如 果 当 《一 oo 时 Ri 一 0， 则 尤 穷 级 数 
2 olf 6) 一 大 (CO 


收敛 ,因而 公式 给 出 了 一 个 重要 方法 ,把 相应 的 级 数 的 和 表示 成 封 
闭 形式 ,或 者 说 把 确定 的 鹃 数 表示 成 级 数 ， 


可 以 不 趋 于 零 ; 上 述 级 数 不 一 定 收敛 ,虽然 最 初 可 以 出 现 当 & 增 加 


002。 


时 绝对 值 | Re| 减 小 , 因而 |R| 对 适当 选择 的 值 是 很 小 的 , 然 
而 | Ri 在 后 来 就 开始 ( 当 & 很 大 时 ) 猛烈 地 增加 。 在 这 种 情况 下 ， 
对 数值 计算 来 说 , 求 和 公式 能 够 是 一 个 重要 的 工具 ;虽然 它 不 能 像 
收敛 级 数 那样 获得 任意 高 的 精确 度 ， 但 是 我 们 仍 能 够 在 误差 范围 
内 计算 左边 的 值 ,这 个 误差 至 多 等 于 |Rx| 的 最 小 值 , 而 这 最 小 值 
常常 是 一 个 令 人 很 满意 的 精确 度 ， 我 们 将 考虑 这 两 种 现象 都 存在 
的 例子 . 

例 。 指 数 函数 ”我 们 首先 对 其 个 固定 的 z 来 考虑 济 数 人 x) 二 
ec 取 “一 0 和 4 一 1， 对 任何 数 《, 我 们 得 到 关系 式 


po | Kx)ar — FKL) — KO) 
及 
+ > go CO) 一 各 ra)] + Rr 


ce” — | 


1 一 “一 一 一 (Ce 一 1 十 > Dearri(ez 一 1) + R, 
一 一. 1 一 一 十 S bre” + Re, 
x 2 二 
式 中 
Kk 一 | ses p(x dx, 
由 于 [p(x)| 委 4/(2x)* 《第 657 页 ), 从 而 得 到 


4 |g ) 
， < 2 本 iz| os Iz| 人 


或 者 至 少 对 ]z| 二 2z 而 言 R 一 0， 因此， 在 求 和 公式 中 ， 对 

于 这 些 z 的 值 我 们 可 以 容许 《无 限 地 增长 ,就 对 函数 x/Ce* 一 1) 

得 到 
-二 -1 六 十 > b, gm , (61) 


这 个 公式 已 用 另外 方法 求 出 过 (第 659 页 )， 我 们 注意 , 收敛 区 间 


9 063 


仍 是 jzj < 2r. 


e， 笑 级 数 的 和 ; 伯 努 利 数 的 递 推 公式 


当 收 敛 的 欧 拉 求 和 公式 右边 的 级 数 仅 含有 限 多 项 ， 特 别 是 如 
果 沁 数 信 x) 是 一 个 + 宇 1 阶 的 多 项 式 , 从 而 F(x) 人 恒 等 于 0 时 ,就 
呈现 出 更 为 简单 的 情况 .我 们 选择 f(x) 一 Xr，0 一 0，0 一 7 并 且 


《> 二 +。 为 简单 起 见 , 我们 再 次 引信 以 前 (第 659 页 ) 定义 的 他 
努 利 数 的 序列 B*, 对 所 有 的 7 定义 为 B* 一 wn16,， 注 意 到 
B+* 一 1， B+ ~ 一 二， B+ = B*= B*=... = B*,=— (0, 
我 们 看 出 , 欧 拉 公式 (59) 取 下 述 形式 
1 十 2r 二 3 十 … .十 (2 一 1y 


一 | wort DS (oo(o) — fC0)) 


ntl B* 
十 (rr 一 1 oy + 2)n™*t! 
rr 十 1] 2 入 1) 
ba >( Zed 
3 C— nn 十 ， Bn tr 
r+ 十 1 全: v 


> 一 


十 了 
1 | ( (fr 十 1) 一 六 * | 
7 ?BB,— Br,r, 
r 二 1 2 v 呈 


这 个 公式 能 够 用 符号 写成 下 述 形 式 
1 十 27 十 3 十 … 十 (一 17 
1 
六 十 1 
式 中 括号 里 的 项 要 在 形式 上 用 二 项 式 定 理 展 开 ,， 并 日 庄 “ 容 ”B** 
的 每 一 个 要 用 相应 的 但 努 利 数 Bx 代替 例如 
1 十 2 十 3 十 十 (人 一 7 


区 + 7 一 下 (62) 


— (za 十 3n2B, + 3nB2) 


。664。 


一 二 《2 了 3 一 3822 十 志 )， 


1 十 2 十 3 十 十 ( 一 ] 
1 2( 7 .一 2 
PA 1 ) 
(参看 第 60 页 ). 
令 2 一 1， 公 式 (62) 就 取 下 述 形式 


-一 | {(1+ Bry+l 一 B*rti} -= 0, 


或 
(1 十 Bxyrtl 一 Btrtl， ;> 1. ( 62a) 


这 正好 是 在 第 590 页 给 出 的 B* 的 递 推 公式 。 
f， 欧 拉 常 数 和 斯 特 林 级 数 

在 第 二 种 情况 下 , 即 在 发 散 的 情况 下 , 欧 拉 -马克 劳 林 公式 应 
用 的 一 个 例 是 由 函数 f(x) 一 一 给 出 的 。 在 公式 中 取 a = 1， 


2 一 ”， 则 根据 (58a) 有 


1 十 十 十 一 十 .… 十 -一 J! 
2 3 


nl 


-| + 过 (1 一 十 ) 一 个 px) dx 
2 1 x 


1 才 他 


一 ogn 十 工 一 圭一 | Px) jy, (63) 
2 27 1! x 
二 工 十 :十 二 一 logy 
4 了 


CD 
式 


因为 对 所 有 的 x 都 有 | gCx)! <=， 所 以 当 nn 一 co 时 , 右 


* 665%* 


边 的 积分 收敛 ;于 是 这 个 积分 的 绝对 值 总 比 收敛 积分 | dx/e 的 
值 小 。 因 此 ,我 们 得 到 下 述 关系 式 


lim Dr) = 0 0, (64) 


和 二 1 ba 


确定 的 营 数 C, 即 欧 拉 常数 ,已 在 第 553 页 中 介绍 过 , 
于 是 我 们 有 两 个 结果 : 调和 级 数 增长 的 阶 和 对 数 增长 的 阶 相 
同 , 丙 者 都 发 散 到 无 穷 , 而 二 者 之 间 的 差 有 一 个 明显 的 表达 式 


>》 -一 lognr 一 C 一 R， 一 十 | Gx) dz, 
R x’ 


R= 二 1 2n 人 
我 们 注意 到 , 当 nn 一 oo 时 , R, 至 少 是 一 阶地 趋 于 0. 
当 我 们 在 第 662 页 的 公式 (59) 中 仿 fx) 二 logx， 4 二 1， 
6 一 xn， 就 得 到 一 个 更 重要 的 应 用 。 这 时 
log 1 十 log2 十 .…. 二 log(n—1) 


= nlogn—n++l]l 一 广 logn 


1 
-Dbam 2 (1 — 
A 


+ (281 Pr ax, 


2 太 十 4 
两 边 加 上 log wn， 就 得 到 
z logn! — (n+ 二 lognnt et > Cb, —ri(n), 


(65) 


mm 二 1 


式 中 


一 上 一 > bnl2m — 2)1 十 | 24 per x dx, 


区 2 十 1 


7 人 ) 一 | C21 Prt x )dx， 


2 二 


。666 。 


由 于 函数 wo(xz) 是 局 期 的 ,因而 对 所 有 的 * 是 有 界 的 ， 所 以 当 
h 之 0 时， 上 面 的 广义 积分 收敛 〈 见 第 326 页 )， 如 果 我 们 根据 
(65), 注意 到 当 ”一 co 时 
Ck = lim log (LS ) 

我 们 就 能 够 求 出 常数 cx 的 值 ， 于 是 我 们 从 第 531 页 的 斯 特 林 公 
式 (14) (或 如 在 第 298 页 那样 直接 从 关于 *#* 的 瓦 里 斯 乘积 推出 ) 
推出 一 logV2x，。 如 果 我 们 仍 把 伯 努 利 数 5 表示 成 
(一 Dr 一 By/(2m)1 (到 第 656 页 公式 (47))， 我 们 就 得 到 所 请 
斯 特 林 级 数 


n1 —1)”"~1B,, | 

bg 一 下 之 me wr 7). 
这 个 公式 是 斯 特 林 公式 的 一 种 精炼 化 。 对 任何 一 个 固定 的 正 整 数 
& 和 大 的 ”这 个 和 中 的 项 趋 于 0, 其 阶 分 别 为 1f/n,1/n,1/n,…, 1/ 
zk 因为 gsxri(x*) 是 一 个 有 界 函 数 , 所 以 余 项 ro) 像 1/n* 一 
样 接近 于 雪 . 于 是 对 于 国定 的 《和 很 大 的 wx， 这 个 和 中 的 每 一 项 
比 后 面 项 大 得 多 ,因而 余 项 比 和 中 的 所 有 的 项 都 要 小 。 因 此 ,我 们 
得 到 如 下 形式 的 近似 公式 / 


lo ( 7! -一 对 一) 
3 /2 p71/2 0. 一 六 


有 1 5 1 B; 1 一 。 

1 .2 2 3.4 pi 5.6 pn 
ii 1 1 1 1 

12 4 360 1 1260 访 

— 1 + 1 4+... . (66) 


1680 7 1188 7 
无 论 如 何在 同样 的 见解 下 ， 这 个 展开 式 绝 不 能 作为 收敛 的 无 
穷 级 数 来 看 待 。 它 只 是 在 下 面 的 意义 上 渐 近 地 (asymptotically) 正 
确 , 即 如 果 我 们 在 某 一 固定 的 项 数 之 后 ,比如 说 项 之 后 断 开 这 级 
数 , 则 当 # 足够 大 时 , 误差 xx 同 所 有 剩 下 的 项 相 比 是 小 的 。 对 固 
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定 的 xn, 我 们 决 不 能 够 通过 取 越 采 越 多 的 项 来 使 误差 任意 地 小 . 
实际 上 , 无 穷 级 数 (66) 是 发 散 的 , 这 是 我 们 从 第 656 页 对 伯 努 利 
数 的 估计 可 以 直接 看 出 来 的 . 对 于 一 个 给 定 的 大 的 nx, 这 级 数 有 
一 个 人 们 可 能 利用 的 最 优 的 项 数 。 例如 ,对 于 适当 大 的 数 m, 就 有 
近似 式 
1 1 2 A/ ?和 120HM2eadHM2ma 

对 于 很 大 的 x, 公式 

ni 


给 出 了 一 个 更 精确 的 近似 式 , 等 等 ， 
{5] 


~» 9 
~ M2 nt en ti/2n /360 


8.1 节 ， 第 6014 页 


1. 周期 函数 了 的 基本 周期 工 定义 为 了 的 正 周 期 的 最 大 下 界 。 证 明 : 

(a) 如 果 Ts 关 0， 则 了 是 一 个 周期 ; 

(b) 如 果 T 关 0， 则 每 一 个 别 的 周期 是 了 工 的 整数 倍 ; 

(c) 如 果 了 一 0 并 且 大 在 每 一 点 都 是 连续 的 , 则 了 是 一 常数 图 数 ， 

2. 证 明 : 如 果 f 有 不 可 通 约 的 周期 7T, 和 T，,，、 则 基本 周期 为 者 。 给 出 
一 个 非常 数 孙 数据 有 不 可 通 约 周期 的 例 . 

3. 令 了 和 & 分 别 有 基 本 局 期 和， 如 果 4 和 4 是 可 通 约 的 ， 也 就 是 
说 a/6 = 二 9/p，, 其 中 总和 4 是 互 素 的 整数 , 则 用 一 例 表明 , /+ g 可 有 任何 值 
m/n 作为 它 的 基本 周期 ,其 中 mr = aq = bp 并 且 # 是 任何 自然 数 ， 


8.5 节 ， 第 629 页 

1t， 对 于 在 区 间 0 专 * 三 1 上 的 函数 Xz) = xx， 求 它 的 一 个 纯正 注 级 
数 和 一 个 纯 余 统 级 数 的 傅立叶 级 数 . 

2， 说 明 如 何 把 一 个 定义 在 任意 有 界 区 间 上 的 孙 数 表示 为 傅立叶 级 数 。 


3， 根 据 关系 式 covrx = Sm 2zz 求 余 弦 的 无 穷 乘 积 , 


2 SIn XX 


4. 利用 正弦 和 余 艾 的 无 穷 乘 积 , 计 算 


(a) TT 了 5 7 了 9 1 B33 ? 


5. 把 双 曲 余 切 表示 成 部 分 分 式 
6. 确定 Kz) = f(x 一 *) 的 偶 函 数 和 奇 函 数 的 傅立叶 展开 式 的 系数 的 
特殊 性 质 . 


8.6 节 ， 第 636 页 


1. 研究 蝎 数 一 log 2 


cosx 十 村 十 一 1 


的 收敛 性 . 


8.7 节 ， 第 641 页 
1. 对 可 有 沙 干 间断 点 的 分 段 光滑 国 数 于 证 明 巴 色 瓦 等 式 ， 
附和 如 1IL1， 第 654 页 
1 ， 证 明 
1 水 和 
pul ) = ) Bt. 
2. 对 n 之 1 证 朋 
p(t) 一 (一 1 )"p,tl ~ £). 
3. 利用 余 切 的 部 分 分 式 表 达 式 ， 把 rz cot rx 展 为 x 的 窜 级 数 ， 同 弟 
661 册 给 的 级 数 进行 比较 ,证 朋 


2x)” 


= (DD)™ 于 
Vel < “ 《27P)1 
4. 证 朋 
= | 1 (一 1 (237 L )x’™” pw 
fo (2v — 1)’” 2( 2m)1 7 
5. 证明 


3 CD DD" 2 pr 


5 2 (2m) 


6. 利用 正 纺 和 余弦 的 无 穷 乘积 ,证明 
(a) log (se )= 总 人 《一 1 2 BY xy。 


人 (22) 2 


609。， 


( 1 )” 122* (2 1 )B*, 2y 
| 哩 aa 
(b) logcosx* 一 一 2 nN 


rn 
mn 


他 


7， 证 明 
i low x 7 
一 ”~ dr 一 一 -一 ; 
(9) | 1] 一 上 
! tog 这 7 
b _ dx 一 一 一 。 
(b) | 1 十 区 l2 
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第 九 章 ” 关 于 振动 的 最 简单 类 型 的 微分 方程 


前 面 曾 有 几 处 我 们 遇 到 过 微分 方程 (differential equation ) , 也 
就 是 这 样 的 方程 ,有 一 个 未 知 孙 数 将 由 之 确定 ,并 且 这 个 方程 不 仅 
仅 包含 这 个 函数 本 身 , 而 且 也 包含 它 的 导数 ， 

这 种 类 型 的 最 简单 问题 是 求 一 个 给 定 的 函数 f(x) 的 不 定 积 
分 : 求 满足 微分 方程 y 一 f(x) =0 的 函数 y 一 F(x).。 此 外 ,在 
第 三 章 里 ,第 237 页 ,我 们 已 经 说 明 过 , 形 如 y 二 ay 的 方程 为 指数 
函数 y 二 ce 所 满足 ,我 们 还 用 微分 方程 (第 334 页 ) 刻 划 了 三 角 
函数 ， 正 如 在 第 四 章 里 (例如 第 429 页 ) 所 看 到 的 那样 ,微分 方程 
的 起 源 与 力学 问题 有 关 ， 并 且 纯 数学 的 很 多 分 支 和 大 多 数 的 应 
用 数学 都 的 确 依赖 于 微分 方程 ，。 在 这 章 里 ,不 去 涉及 一 般 的 理论 ， 
我 们 将 考虑 关于 振动 的 最 简单 类 型 的 微分 方程 。 这 些 不 仅仅 有 理 
论 价值 而 且 在 应 用 数学 中 也 是 非常 重要 的 . 

记 住 下 面 一 般 概念 和 定义 将 是 方便 的 ， 微 分 方程 的 解 是 指 这 
样 一 个 函数 , 当 我 们 把 它 代入 微分 方程 后 ,对 一 切 所 考虑 的 自 变量 
值 来 说 它 “ 同 样 ” 满 足 这 方程 。 经 常用 积分 这 个 术语 代替 解 ， 首 
先 , 因为 这 个 问题 或 多 或 少 是 一 般 的 积分 问题 的 推广 ; 其 次 , 因为 

常常 碰 到 的 是 , 解 实际 上 是 由 积分 求 得 的 . 


9.1 力学 和 物理 学 的 振动 问题 
a. 简单 的 机 械 振动 
机 械 振动 的 最 简单 的 类 型 已 经 在 第 四 章 ( 第 428 页 ) 研 究 过 ， 
在 那里 我 们 研究 了 一 个 质量 为 zw 的 质点 , 它 在 x 轴 上 目 由 和 运动 ,并 
且 被 一 个 恢复 力 把 它 拉 回 到 它 的 初始 位 置 x==0 .我 们 把 这 个 恢复 
力 的 大 小 取 为 与 位 移 * 成 比例 ,实际 上 , 它 等 于 一 Kx, 其 中 氏 是 一 个 
正 的 常数 ,而 负 号 表示 这 个 力 总 是 指 固 原点 . 我 们 现在 假定 还 有 靡 
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ku 摩擦 力 与 质点 的 速度 dx/ qt 二 成 比例 ,但 与 之 反 回 . 

是 这 个 力 由 形 如 一 rz 的 表达 式 给 出 , 式 中 市 有 一 个 正 的 摩擦 常 
r+。 最 后 , 我 们 将 假定 质点 受到 外 力 的 作用 ,外 力 是 时 间 : 的 轨 
数 故 0。 于 十 很 所 牛顿 基本 定律 ,质量 mw 和 加 速度 * 的 梯 积 必定 
等 于 总 力 , 岂 等 于 弹性 力 加 摩擦 力 再 加 外 力 。 这 可 以 用 方程 


m 区 十 7 十 kx 二 f(x) (1) 
表示 . I 


这 个 方程 支配 着 质点 的 运动 。 如 果 我 们 回想 起 表面 的 敏 分 方 
程 的 例题 ,例如 二 dr/dz 一 f(z) 的 积分 同 题 用 x == jf(W)attec 
求解 ,或 用 第 428 页 上 特殊 微分 方程 mz 十 kx 一 0 的 解法 ,我 们 注意 
到 , 这 些 问题 具有 无 穷 个 相 异 的 解 。 这 里 我 们 也 将 发 现 有 无 穷 个 
解 , 这 个 事实 是 用 下 面 的 方法 表示 出 来 的 。 寻求 这 个 微分 方程 的 
一 般 解 或 完全 积分 x(:) 是 可 能 的 , 它 的 一 般 解 不 仅 依 束 于 自 变量 
+ 和 而且 也 依赖 于 两 个 任意 参数 ci 和 cz, cl 和 ci 称 为 积分 常数 ， 把 
这 些 常数 指定 特殊 值 我 们 就 得 到 一 个 特 解 ， 并 且 每 一 个 解 都 能 够 
通过 对 这 些 常 数 指定 特殊 的 值 而 得 到 . 

这 个 事实 是 完全 可 以 理解 的 (也 参看 第 428 页 ) .我 们 不 能 期 望 单独 由 微 
分 方程 就 能 完全 确定 这 个 运动 .然而 ;我 们 可 以 合理 地 设想 ,在 一 个 给 定 瞬间 ， 
譬如 说 在 时 刻 * 一 0， 我 们 应 该 能 够 任意 选择 初始 位 移 x*(0)=*。 和 初始 速 
度 (0) = z。( 简 称 为 初始 状态 ); 换言之 ， 我 们 应 该 能 够 在 时 刻 :一 0 给 
质点 以 任何 初始 位 置 和 初始 速度 使 之 运动 。 这 样 做 了 之 后 ,我 们 可 以 期 待 这 
个 运动 的 其 余 一 切 都 完全 被 确定 了 . 在 一 般 解 里 的 两 个 任意 常数 c 和 c 刚 
好 足够 使 我 们 能 够 选择 适合 这 些 初始 条 件 (initial condition) 的 特 解 。 在 下 
节 中 我 们 将 看 到 仅 能 以 一 种 方式 这 样 做 . 

如 果 没有 出 现 外 力 ， 即 如 果 1(:) = 0， 则 称 运动 为 自由 运动 ,这 个 微分 
方程 就 说 是 齐 次 的 。 如 果 万 六 不 是 对 一 切 上 值 来 说 都 等 于 零 ， 我 们 就 说 运 
动 是 强迫 的 ,并 且 称 微分 方程 是 非 齐 次 的 。 偶 尔 也 把 基 :) 项 叫做 扰动 项 。 


b. 电 的 振荡 


RE 久久 系 北 在 物 守 二 能 近似 地 实 
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扩 音 器 驮 片 中 心 的 振动 ， 以 及 其 它 机 械 振 动 都 是 在 一 定 精 确 程 
度 内 能 够 用 如 我 们 所 摘 述 的 那样 的 系统 来 表示 。 但 有 男 外 一 类 现 
象 在 很 大 的 精确 度 上 相当 于 我 们 的 微分 方程 (1). 这 就 是 振荡 电路 . 

我 们 来 考察 画 在 图 9.1 中 的 电路 人 简 图 ,在 这 个 电路 中 有 电感 上， 
电阻 e 和 电容 C= 二 1/. 我 们 还 假定 有 一 个 外 
电动 势 p(z) 作用 在 线路 上 : 它 是 时 间 上 的 已 
知 疯 数 ， 例 如 由 发 电机 供给 的 电压 或 由 电波 
得 到 的 电压 ,为 了 描述 在 线路 里 发 生 的 过 程 ，“ ° 
我 们 用 五 表示 电容 器 的 电压 ， 用 2 表示 电容 
准 内 的 电 答 量 ， 于 是 这 些 量 可 以 用 等 式 P(t) 
CE 二 E/r=Q 联系 起 来 . 电流 了 与 电压 E 一 。” 因 ”1 加 汤 电 路 
样 是 时 间 的 函数 , 它 定义 为 每 单位 时 间 内 电荷 量 的 变化 率 , 亦 即 ， 
它 作 为 电容 器 上 电量 碱 少 的 变化 率 ;， [一 一 0 一 一 4d0/4dt 一 
一 三 /F，。 欧 姆 定律 指出 电 访 和 电阻 的 乘积 等 于 电动 势 (电压 ); 亦 
即 ， 它 等 于 电容 器 的 电压 互 减 去 由 于 自 感 产生 的 反 电 动 势 ， 再 加 
上 外 电动 势 p(t)。 于 是 我 们 得 到 方程 Ip 二 EE 一 1 十 由 (或 
一 (p/k)E 二 EE 十 (g/g)E 十 b(t)， 亦 即 , 线路 里 的 电压 满足 方程 
E+ pB + kB = 一 k$(z)， 因 此 我 们 得 到 了 恰好 是 类 型 (1) 的 
做 分 方程 。 代替 质量 我 们 有 电感 , 代替 摩 斤 力 有 电阻 , 并 且 代 替 
弹性 常数 的 有 电容 的 倒数 , 而 外 电动 势 (不计 常数 因子 ) 相当 于 外 
力 ， 如 果 电 动 势 为 零 , 则 微分 方程 是 齐 次 的 . 

如 果 我 们 用 一 1 乘 微 分 方程 的 两 边 并 且 对 于 时 间 进 行 微 
分 ,我 们 就 得 到 电流 了 所 满足 的 方程 

ul + pi tt rl = $0), 

它 与 电压 方程 比较 仅 右 边 不 同 ,而 对 于 自由 振动 《4$ 二 0) 来 说 则 
具有 完全 相同 的 形式 、 


9.2” 齐 次 方程 的 解法 ， 自 由 振动 


pp 


a， 形式 解 
我 们 能 够 容易 得 到 齐 次 方程 (1) mz 十 rz 十 hx 一 0 的 一 个 


® 而 7 3 e 


形式 为 指数 表达 式 的 解 ， 通 过 决定 沉 数 1 使 表达 式 oe' 二 x 是 一 
个 解 ， 如 采 我 们 在 个 分 方程 里 代 和 人 这 个 试验 性 质 的 解 和 它 的 导数 
+ 一 4e”*， 半 一 Xe**， 并 消去 公 因 子 e*， 我 们 就 得 到 关于 74 的 二 
次 方程 


2 十 74 十 不 一 0. (2) 
这 个 方程 的 根 是 
rr 1 -一 一 一 一 
11 一 一 2 一 4mbk, 
| 277 2 V7 mk 
fF 1 一 人 
42 一 一 一 /一 4mk., 
277 2m V 《 


两 个 式 子 x = er 和 xz 一 6 中 的 每 一 个 ,至少 在 形式 上 是 敏 
分 方程 的 一 个 特殊 解 , 这 只 要 我 们 反 回 去 算 一 算 就 会 明日 的 。 现 
在 可 能 发 生 三 种 不 同情 况 : 

1. ?一 4m 之 0。 这 时 ,两 根 2 和 轧 是 实 的 , 负 的 , 和 不 相 
等 的 ， 从 而 我 们 得 到 微分 方程 的 两 个 解 ， 

We 和 tt 一 C2? 
借助 于 这 两 个 解 ， 我 们 能 够 立即 构造 一 个 含有 两 个 任意 常数 的 解 ， 
因为 经 过 微分 之 后 我 们 看 到 

X= cM 十 cm? (3) 
也 是 微分 方程 的 一 个 解 。 在 9.3 节 里 我 们 将 证 明 这 个 式 子 事实 上 
是 方程 的 最 一 般 的 解 ; 亦 即 , 只 要 把 a 和 cz 代入 适当 数值 束 能 得 
到 方程 的 每 一 个 解 ， 

2. 7 一 4m 一 0， 这 时 二 次 方程 有 重 根 ， 于 是 , 若 暂 且 不 计 
常数 因子 ,我 们 在 开始 仅 得 到 一 个 解 + 一 wi 一 。-""， 但 是 在 这 
种 情形 下 ,我 们 容易 验证 函数 

XW te" 


也 是 微分 方程 的 一 个 解 “， 因 为 ,我 们 求 得 


了 


AAm 


1) 我 们 通过 下 述 的 极限 过 程 自然 地 导出 这 个 艇 :车 马车 和 则 表 本 式 CoV! 一 esx)] 
(41 一 A,) 也 是 一 个 解 。 我 们 现在 令 A 趋 于 如 并 用 代替 4 42， 这 个 陈 于 
就 变 成 aCe')/d4 = te™，。 
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_ , +” r\ _ 
总 一 0 ___ +) rz/21n ， = ( 1 — ) "im 
2 11z 4rm° 117 


直接 代入 就 看 到 它 满 足 微 分 方程 


r2 


1 区 十 7 过 十 YY 一 区 十 7 十 《xx 一 0， 
4 7 


于 是 式 子 
x 一 cle m+ cyte i" (4) 
重新 给 出 微分 方程 的 一 个 含有 两 个 任意 积分 第 数 cl 和 c; 的 解 . 
3. 下 一 4mk 二 0。 我 们 设 ?一 4m% 一 一 4mw? 就 得 到 微 
分 方程 的 两 个 复 形式 的 解 ， 由 表达 式 xz 二 一 ew 和 x 一 
4 一 cm 给 出 ， 用 欧 拉 公式 


czix 一 cospt + 1 sinv? 
得 到 复 解 wj 的 实 部 和 虚 部 ,一 方面 有 表达 式 
Vi Erimecosyt, Wo em sinvi: 
男方 面 又 有 表达 式 
21 = WT ym 
2 / 2 


从 这 第 二 种 表达 形式 我 们 看 到 vt 和 v, 都 是 微分 方程 的 ( 实 ) 解 ， 
这 可 以 直接 通过 求 微分 和 代入 来 证 实 ， 我 们 把 它 做 为 一 个 简单 习 


题 留 给 读者 ， 
从 这 两 个 特 解 我 们 又 能 构成 一 个 一 般 解 
x 一 cw 二 ct = (cicosvit csinvi)e "7, (5) 
其 中 含有 两 个 任意 常数 c 和 c;， 也 可 以 把 它 写成 这 柱 的 形式 
r= ac™ mcosy(t — 6), (6) 
在 这 里 ,我 们 写成 了 ci 一 4cosv6，ci 一 asin v6， 而 4,6 是 两 个 
新 的 常数 ， 


我 们 记 起 了 我 们 曾经 遇 到 过 + 一 0 时 的 这 个 特殊 情形 (5.4 
节 ) 的 解 ， 
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b. 解 的 诠释 


在 7 > 2V mk 和 一 2V mk 两 种 情形 下 , 解 是 用 指数 曲线 
或 用 函数 ye-"m 的 图 象 给 出 的 ， 或 者 是 用 这 些 曲 线 的 又 加 给 出 
的 ,而 函数 ie-"2m 对 于 大 的 + 值 来 说 与 指数 曲线 想 类 似 ， 在 这 些 
情形 下 过 程 是 非 周期 的 ; 亦 即 , 当时 间 增 长 时 ,“ 距 离 ”* 逐渐 地 接 
近 于 值 0, 在 x 一 0 附近 无 振动 ， 因 此 运动 没有 振动 ， 摩 擦 或 阻尼 
的 作用 是 如 此 之 大 以 至 它 阻 止 了 弹性 力 产生 振动 运动 . 

当 + < V2mk 时 却 完全 不 同 ,这 里 阻尼 很 小 以 至 产生 了 复 根 
4， 公式 x 一 qacosv(1 一 8)e- 给 出 受阻 尼 的 简 谐 振动 . 


这 些 是 服从 正弦 法 则 和 有 圆 频率 vz 一 Vk/m 一 r'/4m? 的 振动 
但 是 它 的 振幅 是 由 sc” 给 出 的 ， 
不 再 是 常数 了 。 这 就 是 说 , 振幅 按 
指数 减 小 ; +/2m 越 大 ,缩小 的 速率 
越 快 。 在 物理 文献 中 , 常常 把 
这 个 阻尼 因子 称 为 这 个 阻尼 振动 
-1 sacosv(t— de-! 的 衰 碱 常数 ， 这 个 术语 指出 了 振幅 
的 对 数 的 减 小 率 为 >/2m。 图 9.2 说 
明了 这 种 类 型 的 阻尼 振动 。 如同 前 
面 一 样 , 我 们 称 量 T==2x/v 是 振动 的 周期 而 量 v6 是 位 相 的 位 移 . 
对 于 特殊 情形 + = 0, 我 们 再 一 次 得 到 具有 频率 为 wo 一 Vk/m 
的 简 谢 振动 ,这 个 频率 是 无 阻尼 振动 系统 的 目 然 频率 . 


图 9.2 阻尼 简 谐 振动 


c， 满足 给 定 的 初始 条 件 ， 解 的 唯一 性 


我 们 还 需要 证 明 具 有 两 个 常数 cu 和 c; 的 解 能 够 适合 于 任意 
预先 指定 的 初始 状态 , 并 且 它 代表 了 方程 的 所 有 可 能 的 解 。 假定 
我 们 机 寻找 一 个 解 ， 它 在 时 间 + 一 0 满足 初始 条 件 x(0) 二 x， 
0) 一 加 ， 这 里 数 xo 和 zo 可 以 是 任意 值 。 则 在 9.2a 节 (第 6714 
页 ) 的 第 1 种 情形 下 ,我 们 需 令 
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cl 十 cz 一 X0， 

cl 十 ci42 一 加 
这 样 ,对 于 负数 cy 和 c: 相应 地 有 两 个 线性 方程 , 并且 它们 有 唯一 
的 解 


-| 一 如 一 <axo， 0 = 
A 一 一 儿 2 /7 41 
在 第 2 种 情形 下 ,用 同样 手续 得 到 两 个 线性 方程 
2 ni 
y 
4cl 十 cz 一 20 =- )， 
21 


从 这 里 又 能 唯一 地 决定 < 和 c2。 最 后 , 在 第 3 种 情形 下 , 决定 这 
些 负 数 的 方程 所 取 的 形式 为 
4 COS VO = 2X0， 


所 
7 哪 
2 COS 2 = 一 X0， 


1 I 十 + 7 “ 
Xo TT = Bt (a oo 

” Dj 。 
a y 


这 样 一 来 ， 我 们 就 证 明了 一 般 解 能 够 使 它 适合 任何 的 初始 条 
件 。 我 们 还 需要 证 明 , 再 也 没有 其 它 的 解 ， 为 此 我 们 只 需要 证 明 ， 
对 于 一 个 给 定 的 初始 状态 , 决 不 可 能 有 了 两 个 不 同 的 解 . 

如 有 果 存 在 两 个 这 样 的 解 utz) 和 vtz)， 使 得 w(0) = xo， 
&0) 一 加 并且 愉 0) 一 *o， 20) 一 各， 则 它们 的 美 w 一 ww 一 v 
也 是 微分 方程 的 一 个 解 ,并 且 我 们 有 w(0) 一 0，w(0) 一 0、 这 
个 解 是 对 应 于 静止 的 初始 状态 , 亦 开 对 应 的 状态 是 ， 当 时间 :一 0 
时 质点 在 静止 的 位 置 上 并 且 有 零 速 度 ， 我 们 必须 证 明 它 决 不 会 使 
它 目 已 运动 .为 此 我 们 用 22 乘 微 分 方程 m 必 十 > 履 十 和 一 10 
的 两 边 并 且 记 住 22z 一 (dd 2 和 2ww 一 (d/dt)uw*， 于 是 我 
们 得 到 


a ( sin 0 一 
具有 解 


1 
0 = — arc cos 
4 


d . d 
me) z + 2rw: = 0, 
at ) at (4 ) 和 
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如 采 我 们 在 时 刻 :一 0 和 :一 z 之 间 积 分 ， 并 且 使 用 初始 条 件 
w(0) 一 0，w(0)， 我 们 就 有 


,2 » 5 1 dw\’ 
mt)+ Rw (Tt) 2r | (2 ) dt = 0 
0 8 


然而 ,假若 在 任何 一 个 时 刻 rz > 0 时 函数 w 不 为 0, 则 这 个 方程 将 
会 导出 矛盾 。 因 为 我 们 已 经 取 m,《 和 7 为 正 值 , 所 以 方程 左边 为 
正 , 然 而 右边 为 零 ， 因 此 w 一 w 一 v 总 是 等 于 0, 这 就 证 明了 我 
们 的 解 定 唯一 的 ， 


9.3 ” 非 齐 次 方程 ， 强 锯 振 动 
a， 一 般 说 明 ， 和 加 法 


在 求解 出 现 外 力 f(z) 的 问题 之 前 , 也 就 是 在 求解 非 齐 次 方程 
之 前 ,我 们 作 如 下 的 说 明 ， 

若 w 和 wv 是非 齐 次 方程 的 两 个 解 , 则 差 w 一 w 一 v 满足 齐 次 
方程 ;只 要 代 人 即 可 看 出 ， 反之 , 独 “ 是 齐 次 方程 的 解 而 vv 是 非 齐 
次 方程 的 解 , 则 w 二 4 十 v 也 是 非 齐 次 方程 的 解 。 因 此 从 非 齐 次 
方程 的 一 个 解 *? 加 上 齐 次 方程 的 完全 积分 ,我们 得 到 非 齐 次 方程 的 
全 部 解 。 因 此 我 们 只 需要 找到 非 齐 次 方程 的 一 个 解 就 可 以 了 .这 
在 物理 上 意味 着 : 如 膝 我 们 有 一 个 由 于 外 力 9 引 起 的 强迫 振动 ， 在 
它 之 上 又 加 一 个 用 齐 次 方程 的 一 个 解 所 表示 的 一 个 任意 的 自由 所 
动 , 那 末 我 们 就 得 到 一 个 现象 , 它 如 同 原来 的 强迫 振动 一 样 满足 相 
同 的 非 齐 次 方程 。 厂 出 现 摩 擦 力 , 则 在 振动 运动 情形 下 的 自由 振 
动 由 于 阻尼 因子 天 的 缘故 ,必定 随时 间 的 继续 而 衰减 .因此 对 
于 给 定 的 带 有 摩擦 的 强迫 拓 动 ， 我 们 又 加 什么 样 的 自由 振动 都 是 
无 关 紧 要 的 ;当时 间 继 续 下 去 时 ,运动 总 是 趋向 于 相同 的 最 终 状态 . 

其 次 ,我 们 注意 到 ,可 以 把 力 f(z) 进行 等 效 的 分 解 。 这 意思 就 
是 指 : 大 (2)，fx(z) 和 f(z) 是 请 足 

ho 十 户 一 所) 


1) 常 称 为 特殊 积分 或 特 解 。 
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的 三 个 函数 ,并 且 若 x1 一 xi(?D) 是 微分 方程 mx 十 7 十 hx 一 有 Qt) 
的 解 ， 而 x2 一 x2(z) 是 微分 方程 mz 十 1 十 hx 一 f(t) 的 
解 ,; 则 x(2) 一 zt) 十 x2(?) 是 微分 方程 

mY 十 7 十 Rx 二 f(z) C7) 
的 解 ， 当 f(z) 包括 任何 数 且 的 项 时 ， 相 应 的 儿 述 当然 保持 成 江 . 
这 个 简单 但 是 重要 的 事实 称 为 着 加 原理 。 它 的 证 明 可 以 从 方程 一 
眼看 出 ， 把 函数 f(z) 分 成 两 项 或 更 多 的 项 ,我 们 就 能 够 把 侯 分 方 
程 分 解 成 几 个 方程 ,它们 在 有 些 情况 下 可 以 比较 容易 处 理 , 

最 重要 的 是 具有 周期 外 力 f(z) 的 情况 。 这 样 的 周期 外 力 可 以 
借助 傅立叶 级 数 展 式 分 解 成 纯 周 期 的 分 量 , 因 此 :能 够 用 有 限 个 纯 
周期 光 数 的 和 去 逼近 它 , 并 能 达到 我 们 所 希望 的 接近 程度 。 因此 
只 需 归 求解 右边 上 共有 形状 为 

acoscl 或 bsin wi， 
的 微分 方程 就 可 以 了 ,这 里 a, 5 和 ww 是 任意 贡 数 ， 

若 使 用 复 的 符号 来 代替 这 些 三 角 函 数 ， 则 能 得 到 更 为 简洁 的 
解 ， 我 们 设 1 一 ce 和 ， 释 加 原理 说 明 我 们 只 需 考虑 繁 分 方 杜 

Mm 十 7 十 Rx 二 ce， (8) 
其 中 < 是 任意 的 实 或 复 的 常数 ， 这 样 的 一 个 微分 方程 实际 上 代表 
了 两 个 实 的 微分 方程 。 我 们 如 果 把 右边 分 裂 成 两 项 ,例如 取 “一 1 
并 且 写 成 eie 一 cos wz 十 isinwt，。 则 由 两 个 实 做 分 方程 mz 十 
7 区 十 Rx 二 coswot 和 fp 芋 十 7 十 Rr 一 sinwt 的 解 x1，x2 的 组 
合 而 构成 了 这 个 复 微分 方程 的 解 x = x 十 ix。 反之, 如 采 我 们 
首先 求 出 复 形 式 的 微分 方程 的 解 , 那 么 这 个 解 的 实 部 给 出 函数 xu 
虚 部 给 出 函数 x | 


b. 非 齐 次 方程 的 解法 


我 们 用 直观 自然 地 启发 的 一 种 方案 来 求解 微分 方程 (8)， 设 
< 是 实 的 .并且 ( 暂 时 假定 )r 闪 0， 现 在 我 们 想像 ;存在 一 个 运动 ， 


ea 


1) 只 要 它 是 连续 并 且 逐 眉 光 滑 的 (第 636 页 ), 这 是 物理 中 最 重要 的 情形 . 
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它 与 周期 外 力 具 有 相同 的 节奏 。 从 而 我 们 试 着 去 求 这 微分 方程 的 
一 个 形 如 

+ 一 oe'™ (9) 
肉 解 ， 这 里 我 们 仅 需 确定 与 时 间 无 关 的 因子 c。 如 果 我 们 把 这 个 
式 子 和 它 的 导数 之 一 iwoe”*:， 羡 一 一 wyei?! 代入 微分 方程 ,并 
且 消 去 公 因 子 er**， 就 得 到 方程 

— 712000 十 1700 + ho = ce, 

或 


"一 一 一 (10) 
一 7000 + irw 十 
及 过 来 ,我 们 看 到 ,对 于 o 的 这 个 值 ,表达 式 oe*! 人 确 是 答 分 方程 的 
一 个 解 。 但 是 , 为 了 清楚 地 说 明 这 个 结果 的 意义 , 我们 必须 进行 
一 些 变 换 ， 首先 ,我 们 把 复 因子 o 写成 形式 
ee 0D 
其 中 正 畸变 因子 ”a 和 “位 相位 移 ”w6 是 依据 给 定 的 量 m+ ,，， 
由 方程 


oO=ce 


0 一 1! ， 
(RE 一 mw) + rw 
sin cg = roc, coswm6d = (KO— mw ja 
来 表示 的 ， 使 用 这 种 记号 我 们 的 解 取 形式 
: + = cei")), 

这 个 结果 的 意义 如 下 : 力 ccosol 所 产生 的 相应 效果 ”为 
cacoswo(t—6), 出力 csin wt 所 产生 的 相应 效果 为 ca sin w(1 一 8). 

因此 我 们 看 到 效果 与 力 是 属于 相同 类 型 的 图 数 , 亦 即 ,是 一 个 
非 阻尼 的 振动 。 这 个 振动 不 同 于 代表 力 的 振动 之 处 在 于 , 振幅 按 
比例 a:1 增加 ,而 位 相 改 变 了 86， 当然 ,不 用 复数 符号 也 容易 得 
到 相同 的 绪 宁 ,但 是 要 做 一 些 较 长 的 计算 ， 

根据 本 市 开始 的 一 般 说 明 , 依 据 找到 的 这 一 个 解 ,我 们 就 全 部 
解决 了 问题 ;因为 登 加 上 任何 一 个 自由 振动 ,我 们 就 能 够 得 到 最 普 
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遍 的 强迫 振动 . 
把 这 些 结果 收集 起 来 ,我 们 彼 述 如 下 : 
向 分 
1 各 十 7 和 十 8 一 Ce 


] 
2 一- 一 
(有 — mo} 十 riw’ 


sin wd 一 rwa, cosw6 = (hk 一 mw’)o (12) 


他 


来 确定 的 . 

这 个 一 般 解 中 的 常数 留 给 我 们 一 种 把 解 作 得 适合 任何 一 个 初 
始 状态 的 可 能 性 ,也 就 是 , 对 任意 指定 的 值 xo 和 加 都 能 够 选取 这 
些 常数 使 得 x(0) 一 xzo 和 0) 二 入 


c. 共振 曲线 


为 了 获得 对 我 们 已 经 得 到 的 解 和 它 在 应 用 上 的 意义 的 理解 ， 
我 们 将 研究 作为 激发 频率 到 的 图 数 的 罩 变 因 了 于 a, 亦 芭 ,绩效 
0 = 1 13 
中 (oa ) J (13) 
这 样 一 种 仔细 的 研究 是 由 于 下 述 事实 的 推动 , 即 ,对 于 给 定 的 常数 
〖，m，+， 或 如 我 们 所 说 的 对 于 一 个 给 定 的 “振动 系统 , 我们 可 以 
认为 这 个 系统 受到 圆 频率 很 不 相同 的 周期 激发 力 的 作用 ， 而 对 这 
些 广 泛 不 同 的 激发 力 来 考虑 微分 方程 的 解 是 重要 的 。 为 了 便于 摘 
述 这 个 函数 我 们 引入 量 wo 二 Vk/m。 这 个 数 wo 是 自由 振动 系 
统 当 摩擦 力 为 零 时 所 应 具有 的 圆 频 率 ;或 简短 地 说 , 它 是 无 阻尼 系 
统 的 自然 频率 (参看 第 676 页 )。 由 于 有 摩擦 力 >， 目 由 系统 的 雁 
实 频 率 并 不 等 于 wos 向 大 


R 
2 一 | 一 一 -一 一 。 
m 4m’ 
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这 里 我 们 假设 44m 一 壮 > 0。《 若 不 是 这 种 情形 , 则 自由 系统 没 
有 频率 ; 它 是 非 周期 的 . ) 

当 激 发 闫 率 趋 于 无 穷 时 ,函数 p(w) 逐 浙 趋 于 零 值 ,而 县 事实 
上 它 以 阶 1/w” 趋 于 零 ， 此 外 ，p(0) 二 1/%; 换言之 , 一 个 频率 
为 志和 量 为 1 的 激发 力 , 亦 即 , 量 为 1 的 常 力 , 使 振动 系统 发 生 的 
位 移 竺 于 1/4， 在 到 的 正 值 区 域内 导数 由 (wo) 不 可 能 为 零 , 除 非 
表达 式 (一 mw? 十 rzoz 的 导数 为 零 , 也 就 是 ,除非 使 

一 4mwo(h CO— me) + 2riw 一 0 

成 并 的 值 o 一 of > 0， 为 了 使 得 这 样 一 个 值 ' 能 够 存在 ,显然 ， 我 们 
必须 有 2km 一 7? 沁 0; 在 这 种 情况 下 


0 Ci 02 和 
1 一 Lo0 一 . 
7 2 41m7 


因为 函数 pCw) 处 处 为 正 ， 对 于 w 的 小 值 来 说 是 单调 增加 的 ， 并 
且 在 无 穷 远 为 零 , 所 以 这 个 值 wi 必定 给 出 一 个 最 大 值 ， 我 们 称 这 
个 频率 oil 为 系统 的 共振 频率 ” 。 

把 wi 的 表达 式 代入 ,我 们 找到 最 大 值 是 

] 

$0) 一 rk/m — /4m) 
当 + -> 0， 这 个 值 无 限 增 大 。 对 于 + 一 0， 亦 即 , 对 于 一 个 无 阻 
尼 振 动 系统 ,函数 $Cwm) 在 值 a 一 wi 处 有 一 个 无 穷 的 间断 ， 这 是 
一 种 极限 情形 ,我 们 在 后 面 将 给 以 特殊 的 考虑 ， 

函数 p(w) 的 图 象 称 为 系统 的 共振 曲线 、 当 w 一 of 时 
(并 且 因 此 对 于 自然 频率 的 邻 域内 小 的 值 > 来 说 ) 振幅 a 一 $(w) 
的 畸变 特别 大 ,这 个 事实 是 “共振 现象 ”的 数学 表示 ,对 于 固定 的 值 
m 和 《来 说 , 当 7 变 得 越 来 越 小 时 它 变 得 越 来 越 明 显 ， 

在 图 9.3 中 ， 我 们 简 路 地 画 出 了 一 族 共振 曲线 ， 都 对 应 于 值 
m 一 1 和 不 一 1， 因而 对 应 于 wo 一 1， 但 是 具有 不 同 的 值 D 一 
二 +。 我 们 看 到 ,对 于 小 的 D 值 在 邻近 w 一 1 处 很 好 地 显示 了 共 
振 ;在 极限 情形 D 一 0、p(w) 在 w 一 1 处 没有 最 大 值 而 有 一 个 
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无 穷 的 间断 ， 当 DD 增 加 时 最 大 值 向 左 移动 ， 并 且 当 值 p=— = 


对, 我们 有 wi 一 0， 在 最 后 这 种 情形 , 具有 水 平 切线 的 点 已 经 移 
动 到 原点 ,并 且 最 大 值 已 经 消失 ， 如 果 刀 >1/V 2 则 由 (o) 不 
为 零 ; 共振 曲线 不 再 有 最 大 值 , 并 且 不 再 发 生 共振 . 
一 般 来 说 ,条 件 
2km 一 r: 达 0 

一 旦 变 成 真实 的 时 候 共 振 现 象 就 停止 。 在 等 号 成 立 的 情形 , 共振 
曲线 在 wm 一 0 处 达到 最 大 高 度 pC0)=1/%; 在 这 里 它 的 切线 是 
水 平 的 ， 并 且 切 线 在 经 历 了 几乎 是 水 平 线 的 初始 过 程 之 后 它 就 向 
零 倾 斜 


d. 振动 的 进一步 讨论 


然而 , 我 们 不 能 满足 于 以 上 的 讨论 。 为 了 真正 理解 强迫 运动 
的 现象 ,还 应 当 强调 另外 一 点 。 特 殊 积 分 cae'” 应 看 做 是 完全 


083 。 


积分 
x(z) 一 ceo't™6) 十 CI 十 cd 

特殊 积分 ;因为 又 加 在 特殊 积分 上 的 自由 振动 cm 上 cm 随 着 时 
间 的 流逝 而 消失 ， 如果? 小 , 消失 将 缓慢 地 发 生 , 如 果 > 大 ,消失 
将 迅速 地 发 生 . 

例如 ， 我 们 假设 运动 开始 时 ( 亦 即 在 时 刻 + 一 0 时 ) 这 个 系统 
是 静止 的 ,从 而 x(0)=0 和 x《0) 二 0, 从 这 里 我 们 能 够 确定 常数 c 
和 <， 并 且 立 即 看 出 它们 两 者 不 都 为 零 ， 甚 至 当 激 发 频率 近似 地 
或 精确 地 等 于 w1, 从 而 共振 发 生 时 ,最 大 的 振幅 a 一 wo) 在 开 
始 也 不 会 出 现 ， 相 反 地 , 它 将 被 函数 cim 十 cxx， 所 掩盖 , 而 当 这 
个 函数 消失 时 , 它 才 开始 出 现 , 并 且 , 7 增长 越 小 , 它 出 现 得 越 慢 . 

对 于 无 阻尼 系统 〔 亦 即 对 于 + 一 0) 当 激发 频率 等 于 自然 加 
频率 wo 一 Vk/m 时 ,我 们 的 解法 失效 ,因为 这 时 p(wo) 是 无 穷 ， 
因而 关于 方程 mz 十 kx 一 e*”t 我 们 不 能 得 到 形式 为 ve'! 的 解 . 
然而 , 我 们 能 立即 得 到 形式 为 x = cxere 的 一 个 特 解 ， 如 果 我 们 
把 这 个 式 子 代入 微分 方程 ,并 记 着 


t= oc"(1 + op， t = Geiri( 210 — tw ), 


我 们 就 有 


o2imo — mo + kt) = 1; 


因而 ,由 于 mw? 一 《， 我 们 得 到 
1 


21109 


T 一 - 


达 吾 


21 mc 2iV hm 
使 用 实 的 记号 , 当 f(z) 一 coswt 时 ,我 们 有 
z 1 


。684 。 


而 当 帮 D 一 stn wz 时 ,我 们 有 


1 1 
YY 一 一 -COSOf, 


2 V km 

因此 我 们 看 到 ,我们 已 经 找到 一 个 函数 , 它 可 以 看 作 是 一 个 震 
动 , 但 是 这 个 振动 的 振幅 随时 间 成 比例 地 增 大 ， 登 加 上 去 的 目 由 
振动 因为 是 无 阻尼 的 , 所 以 不 会 消失 ; 但 是 它 保 留 它 原来 的 振幅 ， 
并 且 与 特殊 强迫 振动 的 不 断 增 大 的 振幅 相 比 较 变 得 不 重要 了 。 在 
这 种 情形 下 ， 解 在 随时 间 的 继续 而 不 断 增 大 的 正人 负 界 限 之 间作 来 
名 的 振动 ， 这 个 事实 表现 了 一 个 无 阻尼 系统 共振 冰 数 的 无 劳 间 
扩 的 实际 意义 . 


e. 关于 记录 仪器 构造 的 说 明 


人 在 物理 和 工程 的 很 多 种 应 用 当中 ，、 上 面 一 小 所 的 讨论 是 极为 
重 杰 的。 联系 很 多 仪 强 , 如 电 洲 计 , 她 震 仪 ,无 线 电 接收 机 中 的 振 
水 电路 ,以 及 传 声 占 的 膜 厂 等 ,上 jj 题 都 是 要 记录 由 于 一 个 周期 外 力 
的 作用 而 产生 的 振动 位 移 +。 在 这 种 情形 下 , 量 * 江 足 我 们 的 微 
分 方程 ,至少 对 第 一 次 近似 是 如 此 . 

大 了 是 周期 外 力 的 振动 周期 ， 则 我 们 能 把 这 个 力 展 成 一 个 富 
氏 级 数 , 具 有 如 下 的 形式 


f(7) = > Yeil 0r/nDs 


[=—w_ 


或 省 说 得 更 清楚 些 ， 我们 能 够 认为 在 充分 精确 的 程度 以 内 把 它 表 
示 成 了 仅 由 有 限 项 组 成 的 三 角 和 ”> 71e***?1。 根据 登 加 原理 
(第 679 页 ), 微 分 方程 的 解 x(z), 暂且 不 论 释 加 的 自由 拔 动 ,可 以 
表示 成 一 个 无 穷 级 数 ” 形 如 


x(1) = > Oper 2/De 


i = 


1) 此 多 将 不 讨论 收敛 性 问题 ， 
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或 近似 地 表示 成 一 个 有 限 形 式 如 
， s (站 > ， Oe /DE 


1=—N 
根据 前 钾 的 结果 
和 
? 1 
4 
人 一 mi ") 十 7 一 
. 人 T! 
tan 2 六 -一 2 


4 
T(t 一 7 3 ) 

于 是 我 们 能 够 把 一 个 任意 周期 外 力 所 起 的 作用 用 下 面 的 方式 
加 以 摘 述 : 如 果 我 们 把 激发 力 分 解 成 纯 周 期 的 分 量 ， 即 傅立叶 级 
数 的 单项 ， 那 么 每 个 分 量 孝 5j 起 它 目 己 的 振幅 的 畸变 和 位 相位 
移 , 然后 把 分 别 的 效果 登 加 起 来 就 是 总 效果 。 如 果 我 们 仅 对 振 
幅 了 畸变 感 兴趣 (位 相位 移 在 应 用 中 的 重要 性 “ 仅 是 第 二 位 的 ,而 且 
也 可 以 用 扰 幅 畸变 同样 的 方法 进行 讨论 ), 共 振 曲 线 的 研究 给 了 戎 
们 关于 记录 仪 絮 有 反映 激发 外 力 的 运动 状态 的 完全 信息 。 对 于 很 大 
的 值 /或 w[== 2x/T]， 激 发 频率 在 位 移 * 上 的 效果 将 是 几乎 不 
能 觉察 的 ， 另 一 方面 , 在 mo 的 邻 域内 的 所 有 激发 频率 , 即 (网 ) 共 
振 频率 ,都 对 于 量 * 有 显著 影响 

在 物理 测量 和 记录 仪器 的 构造 中 ， 季 数 mw，r 和 大 由 我 们 自 
由 选择 , 至 少 在 一 个 很 大 的 范围 内 是 这 样 。 这 些 滑 数 应 当选 择 得 
使 共振 曲线 的 形状 尽 可 能 适 侣 于 问题 中 的 测量 的 特殊 需要 ， 这 里 
有 两 种 考虑 起 着 文 配 作用 .第 一 ,我 们 希望 仪器 尽 可 能 地 灵敏 ; 即 
对 于 问题 中 的 所 有 频率 w 来 说 & 的 值 应 尽 可 能 地 大 . 对 于 wo 的 
小 值 来 说 , 如 我 们 已 经 看 到 和 的,% 是 近似 地 与 1/ 成 比例 ,因而 对 


1) 例如 ,因为 它 对 于 人 类 的 听觉 是 不 可 觉察 的 ， 
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小 的 激发 频率 来 说 1/4 是 仪器 灵敏 度 的 一 个 度量 ， 因 此 灵敏 度 
' 够 通过 1/4 的 增 大 , 亦 即 ,通过 恢复 力 的 变 弱 来 增 大 . 
另 一 个 要 点 是 需要 有 抗 畸变 的 相对 自由 度 ， 设 表达 式 (x) 一 


,Ye 足够 近似 于 激发 力 。 如 果 对 于 所 有 圆 频率 c 反 


N(2x/T) 因 变 因子 都 近似 地 具有 相同 的 值 ， 那 么 我 们 就 砚 仪 下 
带 有 抗 畸变 的 相对 自由 度 而 记录 着 激发 力 fz). 这 个 条 件 是 必 不 
可 少 的 ， 如 果 我 们 想 要 直接 从 仪器 的 性 能 来 推导 出 关于 汕 发 过 程 
的 论断 ， 例 如 ， 要 使 一 个 记录 器 或 收音 机 票 再 产生 与 强度 近似 成 
比例 的 高 低 的 音乐 声调 .要 这 种 再 生 相 对 地 “无 障 变 ”的 这 种 要 
求 是 永远 不 能 精确 地 满足 的 , 因为 共振 曲线 上 不 存在 严格 的 水 平 
部 分 . 然而 我 们 能 够 试图 用 这 样 方式 来 选择 仪器 的 解数 mr 使 
得 没有 显著 的 共振 发 生 ， 并 且 也 用 这 样 方式 来 选择 使 曲线 在 开始 
的 时 候 具 有 一 个 水 平 切线 ,从 而 对 于 o 的 小 值 来 说 ，e(o) 一 “ 保 
持 近 似 于 芝 数 。 如 同上 面 我 们 已 经 学 习 过 的 ,我 们 能 够 做 到 这 点 ， 
只 要 友 
28712 一 六 一 0. 

给 定常 数 m 和 常数 《后 ,我 们 适当 调整 摩 之 7? 就 能 满足 这 个 要 求 ， 
例如 ,在 电路 中 插 进 适当 选择 的 电阻 ， 于 是 共振 曲线 指 给 我 们 ,从 
频率 0 到 接近 于 无 阻尼 系统 的 目 然 圆 频率 wo 仪 背 几乎 无 畸变 ,而 
在 这 个 频率 以 上 阻尼 是 相当 大和 的， 因此, 先 把 m 选 得 很 小 ,再 把 
选 得 很 大 使 得 无 阻尼 系统 的 上 且 然 圆 频率 w。 大 于 任何 一 个 在 我 们 
所 考虑 之 下 的 激发 圆 频率 ,然后 按照 方程 24m 一 产 一 0 选择 阻尼 
因子 *>， 这 样 我 们 正 一 个 给 定 的 疡 率 区 间 内 吕 得 到 了 搞 畸 变 的 相 
对 目 由 度 . 
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